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Pu. Furtwineter. Reziprozitiitsgesetze fiir Primzahiexponenten. I. 
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Die Relation zwischen den Geschlechtscharakteren 
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Beweis des allgemeinen Reziprozitatsgesetzes und seines ersten Ergiinzungs- 
satzes 


Einleitung. 


Herr D. Hilbert hat zuerst durch Untersuchung des relativ quadra- 
tischen Zahlkérpers*) die Lehre von den quadratischen Reziprozitiits- 
gesetzen in umfassender Weise erweitert, und die von ihm benutzten 
Methoden sind geeignet, eine Grundlage fiir die Entwicklung der all- 
gemeinen Reziprozitiitsgesetze in beliebigen algebraischen Zahlkérpern zu 
geben. Herr Hilbert hat die allgemeinen quadratischen Reziprozitits- 


*) D. Hilbert, Uber die Theorie des relativ quadratischen Zahlkérpers, Math. 
Ann. Bd. 51 (1899), p. 1—127. 
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gesetze fiir alle solchen algebraischen Zahlkérper k vollstiindig bewiesen, 
deren Klassenzahl zu 2 prim ist und die nebst simtlichen konjugierten 
imaginar sind. Er hat dabei die simtlichen quadratischen Reziprozitiits- 
beziehungen in diesen Kérpern unter Benutzung des von ihm geschaffenen 
Begriffes ,,Normenrest“*) in die bemerkenswert einfache Form gebracht: 


I] Ca) 1 


*f) das ,,Normenrest- 


symbol“ ist, das in dem angegebenen Produkt fiir alle Primideale w des 
Kérpers zu bilden ist. Dieses Gesetz mége kurz als Hilbertsches 
Reziprozititsgesetz bezeichnet werden. Herr Hilbert hat dann auch die 
Abinderungen angegeben, die notwendig werden, wenn die Klassenzahl 
des Grundkérpers & durch 2 teilbar ist und wenn sich unter den kon- 
jugierten Kérpern von & reelle befinden**), und er hat die Vermutung 
ausgesprochen, daB auch die Reziprozitiitsbeziehungen zwischen [*" Potenz- 
resten, wenn / eine beliebige ungerade Primzahl bedeutet, sich in ebenso 
einfacher Form darstellen lassen.***) Durch die Betrachtung der quadra- 
tischen Reziprozitiatsgesetze in Kérpern, deren Klassenzahl durch 2 teilbar 
ist, ist Herr Hilbert dann dazu gefiihrt worden, die Grundlinien einer 
Theorie des Klassenkérpers zu skizzieren, dessen fundamentale Eigen- 
schaften er in einem groBen Satze zusammengefaBt hat (Satz 10 der 
unter**) zitierten Stelle). Linen Teil dieser Eigenschaften habe ich in 
einigen Arbeiten iiber den Klassenkérper vollstindig beweisen kinnen*), 
ein Teil harrt noch des Beweises. 

Mit der vorliegenden Arbeit und ihrer Fortsetzung verfolge ich den 
Zweck, die Lehre von den Reziprozititsgesetzen in algebraischen Zahl- 
kérpern fiir Potenzreste mit Primzahlexponenten zu einem gewissen 
AbschluB zu bringen und dadurch auch die Theorie des Klassenkérpers 
weiter zu férdern. Das Ziel ist, die allgemeinen Reziprozitiatsgesetze fiir 
beliebige Primzahlexponenten in allen algebraischen Zahlkérpern, die iiber- 
haupt in Betracht kommen, zu beweisen. Damit verbindet sich dann 
der allgemeine Beweis des Hilbertschen Reziprozitiitsgesetzes, das, wie 
bereits oben angegeben, eine besonders einfache Zusammenfassung aller 


wo v, uw zwei beliebige Kérperzahlen bedeuten und ( 


*) D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper, Bericht, erstattet 
der Deutschen Mathem.-Verein. 4 (1894/95), § 129, p. 401. 
™) D. Hilbert, Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper, Gott. Nachr. 
1898, p. 370—899. 
***) Math. Ann. Bd. 51 (1899), p. 159. 
+) Ph. Furtwaingler, Gétt. Nachr. 1903, p. 2083—217, p. 282—303; 1904, 
p. 173—195, 1906, p. 417—484; 1907, p. 1—24; Math. Ann. Bd. 63 (1906), p. 1—37. 
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Reziprozitatsbeziehungen zwischen den betrachteten Potenzresten eines alge- 
braischen Zahlkérpers ist. Sobald daher die Reziprozitiitsgesetze in der 
gewohnlichen Form abgeleitet sind, bietet es keine wesentliche Schwierig- 
keit mehr, daraus das Hilbertsche Reziprozitiatsgesetz aufzubauen. 

Es sei gestattet, tiber meine friiheren Arbeiten beziiglich der Rezi- 
prozitiitsgesetze*) und tiber den Inhalt des vorliegenden Aufsatzes kurz 
folgendes anzufiihren. Ich habe frither auf Grund der Hilbertschen 
Methoden die Reziprozitiitsgesetze zwischen [*" Potenzresten, wo / eine 
ungerade Primzah] bedeutet, in solchen algebraischen Zahlkérpern, deren 
Klassenzahl zu / prim ist, behandelt. Dabei stellte sich eine Schwierig- 
keit gegeniiber den quadratischen Reziprozitiitsgesetzen heraus, die darin 
bestand, daB fiir die /*" Potenzreste 1 — 1 verschiedene Arten von Nicht- 
resten existieren (also mehr als eine Art), die den /—1 von 1 ver- 
schiedenen 7*" Einheitswurzeln entsprechen. Es gelang mir, allgemein 
die Reziprozitiitsgesetze in den genannten Kérpern nur so weit zu ent- 
wickeln, daB dabei zwischen Rest und Nichtrest unterschieden wurde, 
wihrend die verschiedenen Arten von Nichtresten als gleichwertig be- 
handelt werden muBten. Die Aufstellung der schirferen Reziprozitiits- 
beziehungen gelang nur unter Benutzung des sogenannten Eisenstein- 
schen Reziprozitiitsgesetzes und unter weiteren beschrinkenden Annahmen 
tiber die Grundkérper k. Es lagen also beziiglich der Reziprozititsgesetze 
zwischen /*" Potenzresten die folgenden beiden Aufgaben vor: es muBten 
diese Gesetze auch fiir Kérper, deren Klassenzahl durch / teilbar ist, ent- 
wickelt werden und sodann muBte auch eine Unterscheidung der ver- 
schiedenen Nichtrestarten durchgefiihrt werden, um die Reziprozitiits- 
gesetze in ihrer vollstindigen Gestalt zu erhalten. 

Was den ersten Punkt angeht, so hat Herr Hilbert im Falle der 
quadratischen Reziprozititsgesetze den folgenden Weg eingeschlagen, wenn 
die Klassenzahl des Grundkérpers k genau durch 2 teilbar ist. Es 
existiert in diesem Falle ein im Klassenkérper enthaltener relativ quadra- 
tischer Kérper K in bezug auf den Grundkérper, dessen Klassenzahl zu 2 
prim ist. In diesem Oberkérper gelten dann, weil seine Klassenzahl zu 
2 prim ist, die gewéhnlichen Reziprozititsgesetze, und man kann von hier 
aus riickwarts die Reziprozititsgesetze im Grundkérper k gewinnen. Dieser 
Weg ist aber im allgemeinen Falle nicht gangbar. Denn ist die Klassen- 
zahl des Grundkérpers & genau durch / teilbar, wo / eine beliebige 
gerade oder ungerade Primzahl bedeutet, so existiert zwar, wie ich 


*) Ph. Furtwingler, Uber das Reziprozitiitegesetz der I’ Potenzreste in alge- 
braischen Zahlkérpern, wenn | eine ungerade Primzahl bedeutet, Abhandl. der Kgl. 
Ges. d. Wiss. zu Gdtt., math. phys. Kl. Neue Folge, Bd. II, Nr. 8, Berlin 1902; ferner 
Math. Ann. Bd. 58 (1903), p. 1—50. 
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allgemein gezeigt habe, ein im Klassenkérper von k enthaltener relativ 
Abelscher Kérper K vom Relativgrad /’ in bezug auf k, aber die Klassen- 
zahl dieses Kérpers ist im allgemeinen nicht zu / prim. Hierin liegt 
auch die Hauptschwierigkeit, den fundamentalen Satz Hilberts tiber 
den Klassenkérper vollstindig zu beweisen, worauf ich an anderer Stelle 
niher eingehen werde. Jedenfalls wird durch diese Tatsache die Még- 
lichkeit abgeschnitten, die Reziprozititsgesetze einfach vom Kérper K aus 
auf den Kérper k zu tibertragen. 

Der Weg, den ich im folgenden zur allgemeinen Begriindung der 
Reziprozitiatsgesetze zwischen /*" Potenzresten, wenn / eine ungerade 
Primzahl bedeutet, eingeschlagen habe, sei hier kurz skizziert. Uber den 
Grundkérper k, in dem die Reziprozitiitsgesetze aufgestellt werden sollen, 
wird nur die Annahme gemacht, daB er eine /* Einheitswurzel € ent- 
halt, was in der Natur der Sache liegt. Seine Klassenzahl kann durch / 
teilbar sein und zwar soll sie durch /* teilbar sein. Der Ausdruck wird 
meistens so gewahlt, als ob die Klassenzahl genau gleich /* wire; das ist 
aber keine Beschrinkung, weil es nur auf die Untergruppe der Klassen- 
gruppe vom Grade /* ankommt, so daf man alle Klassen, die einen zu / 
primen Exponenten besitzen, als Einheitselement der Klassengruppe an- 
nehmen kann. Ich entwickle nun durch direkte Verallgemeinerung der 
Hilbertschen Methoden unter Anbringung der Abinderungen, die durch 
den Faktor /* in der Klassenzahl notwendig werden, gewisse Reziprozitiits- 
beziehungen im Kérper k, die zuniachst auch nur in der Gestalt auftreten, 
daB die verschiedenen Nichtrestarten nicht voneinander unterschieden 
werden (§ 1 bis § 9). Auf Grund dieser Beziehungen gelingt es aber in 
§ 10, das Verhalten der singuliiren Primirzahlen in k, die bei der Kon- 
struktion des Klassenkérpers eine Rolle spielen, gegeniiber der Einteilung 
der Ideale in Klassen schirfer zu priizisieren. Es sei dies etwas niher 
ausgefiihrt. 

Enthilt die Klassengruppe von k e unabhiingige Klassenverbinde, so 
existieren in k genau e unabhingige singulire Primirzahlen*) @,, ---, , 
derart, daB die Kérper (Vo, k), welche die ersten Bausteine zum Klassen- 
kérper liefern, unverzweigt in bezug auf k sind. Die Zahlen @, stehen in 
Beziehung zur Einteilung der Ideale in Klassen in k, die ich friher in 
folgendem Satz formuliert habe: ,,Alle Primideale p in k, von denen o, 
I: Potenzrest ist, liegen in einer bestimmten Untergruppe U, der Klassen- 
gruppe von k vom Grade /'-1.“ Dieser Satz wird hier jetzt wesentlich 
verschirft. Es wird gezeigt, daB ,; in bezug auf alle Primideale in JU, 


*) Ph. Furtwingler, Gdtt. Nachr. 1903, p. 291—294; Math. Ann. Bd. 63 
(1906), p. 7 ff. 
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und auch in bezug auf alle zusammengesetzten Ideale dieser Untergruppe 
den Restcharakter 1 hat. Ferner wird nachgewiesen, da8, wenn r’ und r” 
zwei Ideale derselben Klasse auBerhalb U; sind, dann stets: 


@; @, 
(F)-(F)+1 

ist; mit anderen Worten: die singuldren Priméirzahlen besitzen in bezug 
auf alle Ideale derselben Klasse denselben Restcharakter. Man erkennt, 
daB bei Feststellung dieser Tatsache die verschiedenen Nichtrestcharaktere 
voneinander unterschieden werden. Auf Grund der angegebenen Beziehung 
der singuliren Primirzahlen zu den Idealklassen gelingt dann in § 11 in 
iiberraschend einfacher Weise der Beweis des allgemeinen Reziprozitits- 
gesetzes in k, das ich dort in folgender Fassung beweise: 

Sind « und B zwei zu l und zueinander prime Zahlen aus k, von 
denen wenigstens die eine primir ist, so gilt stets: 


a 

(5) - (2): 
Der Gang des Beweises fiir diesen Satz ist in gewisser Beziehung gerade 
entgegengesetzt dem, den Herr Hilbert an der oben angegebenen Stelle 
fiir den Fall, daB die Klassenzahl des Kérpers k gleich 2 ist, angewandt 
hat. Ich betrachte nimlich einen geeigneten Oberkérper K von k, dessen 
Klassenzahl sicher durch / teilbar ist, auch wenn die von k nicht durch / 


teilbar sein sollte. Es zeigt sich dann, daB die allgemeine Reziprozitits- 


bezichung (5) —(£) nichts anderes ist als der Ausdruck der erwiilnten 


Tatsache, daB in dem betreffenden Oberkirper K die singuléiren Priméir- 
zahlen denselben Restcharakter in bezug auf alle Ideale derselben Klasse 
haben. Damit bestitigt sich von neuem der innige Zusammenhang zwischen 
der Lehre von den Reziprozititsgesetzen und vom Klassenkérper. 

Der letzte Paragraph, der anhangsweise hinzugefiigt ist, beschiaftigt 
sich mit dem Eisensteinschen Reziprozitiitsgesetz. Ich habe schon 
gesagt, daB dies Gesetz bisher eine unentbehrliche Grundlage fiir die Auf- 
stellung der Reziprozititsgesetze in ihrer volistindigen Gestalt bildete. 
Es war darum von Interesse zuzusehen, in welcher Weise das Hisen- 
steinsche Reziprozititsgesetz in unserem allgemeinen Reziprozititsgesetz 
enthalten ist. Das ist im letzten Paragraphen geschehen und damit ein 
neuer Beweis dieses Gesetzes geliefert. 





Pa. FurtwisGcer. 





§ 1. 
Bezeichnungen und Definitionen. 


Es sei k ein algebraischer Zahlkérper, der eine /” Einheitswurzel ¢ 
enthilt, wo / eine ungerade Primzahl bedeutet. Der Kérper k ist also 
ein Oberkérper des Kérpers der /*" Einheitswurzeln k(§); sein Relativ- 
grad in bezug auf K(f) sei m und demnach sein Grad m(l—1). Die 
Klassenzahl von & sei genau durch /* teilbar. Wichtiger als die Klassen- 
zahl ist fir das Folgende die Anzahl unabhiingiger Klassenverbdnde in k, 
wobei unter einem Klassenverband wie friiher ein Klassensystem cC' ver- 
standen wird, in dem ¢ eine. feste Klasse aus k bedeutet, wihrend C 
alle Klassen aus & durchliuft. Wir nehmen an, daB e unabhingige 
Klassenverbiinde in k existieren, so dah das gesamte Klassensystem von k 
in der Gestalt: 


(1) a... ac! (a; = 0,1,---,1—1) 


darstellbar ist. Der Verband C’ heiBe der Hauptklassenverband. Der zum 
Klassenverbande analoge Begriff des Einheitenverbandes wird wie friiher 
definiert. 

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Reziprozitiitsgesetze ist der 
Begriff der primdren Zahl und des priméiren Ideals. Wihrend die Defi- 
nition des ersten Begriffes gegeniiber der friiheren nicht geindert zu 
werden braucht, mu die Definition des primiiren Ideals jetzt, wo die 
Klassenzahl des Kérpers k durch / teilbar angenommen wird, erweitert 
werden.*) Wir setzen der Vollstindigkeit halber die Definitionen beider 
Begriffe hierher: 

Definition: Eine zum Ideal | =(1—£) relativ prime Zahl « aus 
k heiBt primar, wenn es eine Zahl B in k gibt, welche die Kongruenz 


«= p(0) 
befriedigt. 

Ein Ideal a in k heift primér, wenn 
@) ()-1 


ist, wo ¢ alle Einheiten und alle Zahlen, die l* Potenzen von Idealen in k 
sind, durchliuft. 


*) D. Hilbert, Gott. Nachr. 1898, p. 395. 
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§ 2. 
Die ambigen Komplexe im Kérper K()/u, k). 


Es sei uw eine beliebige primaire Zahl in k, die nicht /* Potenz einer 
Zahl aus k ist. Es wird dann durch Vy ein relativ zyklischer Kérper K 
vom Relativgrad 7 in bezug auf k erzeugt, den wir niaher zu betrachten 
haben. Wir haben uns zuniichst mit der Anzahl der ambigen Ideale, 
Klassen und Komplexe in K m_ beschiftigen, wobei die Definition 
dieser Begriffe die gleiche ist wie in den friiheren Untersuchungen. Auch 
die Herleitung der Ungleichungen, die wir im folgenden anzugeben haben, 
ist so analog den friiheren Entwicklungen, daB ich mich bei dem Beweise 
kurz fassen kann. 

Es gilt zuerst der folgende Satz: 

Satz 1. Ist die Anzahl aller ambigen Ideale des Kérpers K(Vu, k) 
gleich U', und machen die séimtlichen Einheiten in k, die Relativnormen von 
Einheiten in K sind, I Einheitenverbiinde aus, so gilt, wenn wir die 
Anzahl aller ambigen Komplexe, die aus ambigen Idealen entspringen, mit 
I" bezeichnen, die Ungleichung: 

(3) a*<t+v%¥—m'—1+4¢4,. 
Die Zahl e, ist dadurch bestimmt, daB I» Idealklassen aus k in K in die 


Hauptklasse iibergehen, und m’ = =f» ist die Anzahl relativer Grund- 
einheiten von K in bezug auf k. 

Beziiglich des Beweises dieses Satzes kann ich einfach auf die friiheren 
Entwicklungen verweisen.*) 

Die Anzahl simtlicher ambiger Komplexe in K wird durch folgenden 
Satz begrenzt: 

Satz 2. Ist die Anzahl aller ambigen Ideale des Kérpers K(Vu, k) 
gleich U', und machen die siimtlichen LEinheiten in k, die Relativnormen 
von Zahlen aus K sind, l Einheitenverbiinde aus, so gilt, wenn wir die 
Anzahl aller ambigen Komplexe in K mit I* bezeichnen, die Ungleichung: 
(4) ax<t+v—m—1+e. 

Nach unseren Bezeichnungen existieren v —v* unabhingige Einheiten 
%,, die Relativnormen von gebrochenen Zahlen aus K sind: 

#, = N(9,) (¢=1,2,---,o—0*). 
Fir die Zahlen 9; gilt dann: 
6, = a", 


*) Ph. Furtwingler, Giétt. Nachr. 1903, p. 286, Satz 5; Math. Ann. Bd. 63 
(1906), p. 10, Satz 2. 
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wo die &, Ideale aus ambigen Klassen in K sind und S die Substitution 
VultVu bedeutet. Auf diesem Wege werden héchstens v—v* unab- 
hangige ambige Komplexe in K gewonnen. Ist nun & ein Ideal eines 
beliebigen ambigen Komplexes in K, so muB eine Beziehung 
Ws-1 — Oj 

gelten, wo © eine Zahl aus K und j ein Ideal aus k bedeutet. Geht j 
in K in die Hauptklasse tiber, so gehért & zu einem ambigen Komplex, 
der eine ambige Klasse enthalt und daher bereits beriicksichtigt ist. Geht 
j in K nicht in die Hauptklasse tiber, so enthilt der von U erzeugte Komplex 
keine ambige Klasse. Nach unseren Annahmen gehen nun /% Klassen 
aus k in K im die Hauptklasse iiber; da andererseits /* Klassen in k 
existieren, deren /* Potenz in & in der Hauptklasse liegt, so kann es 
héchstens e — e, unabhiingige Klassen in & geben, deren 7 Potenz in k 
in der Hauptklasse liegt und die doch nicht in K in die Hauptklasse 
tibergehen. Auf diesem Wege kénnen also héchstens noch e — e, ambige 
Komplexe ohne ambige Klasse geliefert werden. Es gilt daher: 


(5) asa*+v—v*¥+e—¢,. 


Pu. Furtwinewer. 





Verbindet man diese Ungleichung mit (3), so ergibt sich die zu beweisende 
Ungleichung (4). 

In dem fiir das Folgende wichtigen Falle, daB die Relativdiskrimi- 
nante von K in bezug auf k nur durch ein Primideal teilbar ist, lassen 
sich die angegebenen Ungleichungen leicht in Gleichungen verwandeln 
Es sei also: 

w= a— pq, 

wo p ein Primideal und q ein Ideal aus & bedeutet. Es wird dann in K: 

p= 8 
und die Relativdiskriminante von K(/z,k) in bezug auf k ist nur durch 
$ teilbar*); es ist also ¢=1. Da andererseits v < m’ ist, so folgt in 
unserem Falle aus (4): 

ae. 
Wir wollen jetzt zeigen, dab a=e sein muf. Aus einem friiher von 
mir bewiesenen Satze, der hier ohne weiteres anzuwenden ist, folgt, daB 
alle Relativnormen von Idealen aus K, wenn in K a unabhingige ambige 
Komplexe existieren, in k in einer Untergruppe der Klassengruppe liegen, 
die héchstens a unabhiingige Klassenverbiinde enthilt.**) Wire nun 
a<e, so miiBten alle Relativnormen von Idealen aus K in einer Unter- 





*) Ph. Furtwingler, Math. Ann. Bd. 58 (1903), p. 4, Satz 2 und 3. 
*) Ph. Furtwingler, Gétt. Nachr. 1903, p. 289, Satz 5; Math. Ann. Bd. 63 
(1906), p. 15, Satz 4. 
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gruppe U der Klassengruppe von k liegen, die héchstens den Grad /*-' 
hat, weil in k e unabhiangige Klassenverbinde existieren. Es wiirde 
dann also folgen, daB alle Primideale r, die die Bedingung 


4 
( 3) =i 
in k befriedigen, weil sie in K in / verschiedene Primideale zerlegt werden, 
in k in einer Untergruppe U der Klassengruppe vom Grade /’~* liegen. 
Andererseits folgt aus meinen Untersuchungen iiber den Klassenkérper, 
daB zu jeder Untergruppe U der Klassengruppe vom Grade /’-' eine 
bestimmte singulire Primarzahl m derart gehért, daB jedes Primideal r, das 


die Bedingung 
(:)-1 


erfiillt, in U liegt. Es miiBten also alle Primideale, die entweder die 


Bedingung (=) = 1 oder (2) = 1 erfiillen, in einer Klasse von U liegen. 
Das fiihrt in bekannter Weise zu einem Widerspruch*), wenn man die 


Dirichletsche Reihe: 
1 
Dae 


(t) 
betrachtet, weil a sicher keine singulire Primirzahl ist und darum keine 
Beziehung 
x "= y, 


wo y eine Zahl aus k bedeutet, bestehen kann. 

Es ist darum notwendig a>e und folglich a=e und v=m’. Da 
das Primideal % in K dem Hauptkomplex angehért, ist a*—0 und so 
folgt daher aus (3) 

v* > m' —e,. 
Andererseits folgt aus (5): 

vw <m'—«¢,, 
so daB sich 

v* = m' —¢, 
ergibt. 

Unter den e unabhiingigen ambigen Komplexen in K sind genau ¢,, 
die ambige Klassen enthalten. Denn die Anzahl der unabhingigen ambigen 
Komplexe mit ambigen Klassen, ist, wie aus den fritheren Uberlegungen 
folgt, héchstens gleich a* +v—v*=e,; zu diesen treten héchstens e—e, 
unabhingige ambige Komplexe ohne ambige Klasse. Damit die Gesamt- 
zahl der unabbiingigen ambigen Komplexe gleich e sei, muB daher in 
beiden Fallen die Héchstzahl erreicht werden. Wir kénnen daher das 


*) Ph. Furtwingler, Gdtt. Nachr. 1903, p. 292; Math. Ann. 63 (1906), p. 17. 
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System der ambigen Komplexe in K, wenn wir das Klassensystem von k 
kurz mit (c), bezeichnen, in folgender Form darstellen: 


(6) A? votes Ars 43%" nm. A‘ (¢), (a =0,1,---,J—1), 


wo A,,---,A,, ambige Klassen aus K bedeuten, wihrend die Klassen 
A, 41, °° *, Ae nicht ambig sind, sondern Relationen 


(7) Al~* we, (i—e, +1,--4e) 
befriedigen. Die c, sind dabei Klassen aus k, deren /* Potenz in k in 
der Hauptklasse liegt und die trotzdem in K nicht in die Hauptklasse 
tibergehen. 

Wir fassen die Resultate fiir den speziellen Kérper (Vz, k) in folgen- 
dem Satz zusammen: 

Satz 3. Ist k ein Oberkirper des Kreiskirpers der U" Einheitswurzeln 
mit e unabhiingigen Klassenverbinden, » ein Primideal und q ein derartiges 
Ideal aus k, daB 

a= pq! 
eine primdre Zahl in k wird, so enthilt der relativ-zyklische Korper 
K (Vz, k) in bezug auf k genau  ambige Komplexe. Gehen I Klassen 
aus k in K in die Hauptklasse iiber, so enthalten I unter den ambigen 
Komplexen ambige Klassen. Séimtliche Einheiten aus k werden Relativ- 
normen von Zahlen aus K, aber nur I'-% Einheit biinde in k werden 
Relativnormen von Einheiten aus K. 





§ 3. 
Die Geschlechter im Kérper K({/u, k). 


Hat mw dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen, so kann man 
bei der Definition des Geschlechts eines Ideals aus K in ganz analoger 
Weise wie friiher verfahren*), nur daB jetzt auBer den Einheiten auch noch 
die Zahlen, die 7 Potenzen von Idealen sind, heranzuziehen sind. Es 
sei also &,, #,---, & 4, eim solehes System von Zahlen in k, dab jede 
Zahl « in k, die 1 Potenz eines Ideals ist, in der Gestalt: 


(8) at de =» git teg (a =0,1,---,1—1) 
darstellbar ist, und daB eine Zahl des Systems (8) nur dann /* Potenz 
einer Zahl aus k ist, wenn 2, = 2, =--- = 0 ist. 

Man kann stets annehmen, dab m’ der Zahlen «¢, Einheiten und e 


unter ihnen /* Potenzen von Idealen sind, die sich nicht auf Einheiten 
reduzieren. Gehen nun die Primideale b,, d,, ---, d, in der Relativdis- 


*) D. Hilbert, Math. Ann. 51 (1899), p. 42—44. 
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kriminante von k auf, so sind diese simtlich zu 7 prim. Man wihle dann 
in bekannter Weise r* Zahlen ¢, aus, so daB: 














5") +1, 
@  — {C)-* R) + 
(CSA)=1 GE) at G+ 


wird und daB jede Zahl ¢, die 7* Potenz eines Ideals ist und Normenrest 
von K nach },,---,0,_,+,, ist, auch Normenrest nach 0,, d,, -- -, D,_,» ist. 
Bei der Wahl der r* Zahlen «¢, soll ferner beztiglich der Reihenfolge be- 
achtet werden, daB sie zunichst unter den Einheiten des Systems (8) 
gewahlt werden und erst, wenn unter diesen keine geeignete Zahl vor- 
handen ist, unter denjenigen Zahlen von (8), die keine Einheiten sind. 

Soli jetzt das Charakterensystem eines beliebigen Ideals J aus K be- 
stimmt werden, so bilde man die Relativnorm von 3 in bezug auf k, die 
mit j bezeichnet sei. j wird dann im allgemeinen in & nicht in der 
Hauptklasse liegen. Man withle deshalb die Primideale r,, ---, r, aus 
den Klassen ¢,,---,c, und bestimme dann fiir die Exponenten w, solche 
Werte aus der Reihe 0,1,---,2—1, dab 


S * Wy we, ,! 
(10) [ts Utq=y 


eine Kérperzahl wird, wenn q ein geeignetes Ideal aus k bedeutet. Es 
ist nicht unbedingt notwendig, daB die Ideale r; gerade aus den Klassen ¢; 
entnommen werden, sie kénnen auch aus irgend welchen Klassen der 
durch die ¢, definierten Klassenverbinde genommen werden und brauchen 
auch nicht notwendig Primideale zu sein. Wir werden aber im folgenden 
der Einfachheit halber immer annehmen, daB die r, Primideale seien, was 
gestattet ist, weil in jedem Klassenverbande unendlich viele Primideale 
liegen. Wir nehmen ferner an, dab die t; zu mw relativ prim sind, was 
ebenfalls gestattet ist. 
Wir wihlen dann weiter Potenzen der Zahlen ¢,,---, &« so, dab 


(11) v= ve'---es* 

Normenrest von K nach }0,, 0,_,,---, 0,_.+,, wird, was zufolge (9) stets 
méglich ist, und verstehen dann unter dem Charakterensystem des Ideals 3 
das folgende System von r = ¢ — 7* + e Einheiten: 


(12) (&*). ied (55) fi, s+ +, fee, 
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Die Charaktere zerfallen in zwei Arten, nimlich in die ersten ¢ — r*, die 
Normenrestsymbole nach den in der Relativdiskriminante von K aufgehen- 
den Primidealen },,---, ,_,+ vorstellen, und in die letzten e, die den 
Klassenverband charakterisieren, in den die Relativnorm des betrachteten 
Ideals in & fallt. Im folgenden wird es hauptsichlich auf die ersten 
Charaktere ankommen, die wir deshalb als die Hauptcharalktere hezeichnen 
wollen, wahrend wir die zweite Art der Charaktere Nebencharaktere nennen 
wollen. Dasjenige Geschlecht, dessen Charaktere siimtlich 1 sind, be- 
zeichnen wir als das Hauptgeschlecht. Aus der Definition des Charakteren- 
systems folgt, daB jede Kérperzahl aus K und jedes Ideal aus k, als Ideal 
von K aufgefabt, im Hauptgeschlecht liegt. Denn ist A eine Zahl aus K 
und «@ ihre Relativnorm in k, so gilt: 


(5)-1 (i—1,2,--+,). 
Ist ferner t irgend ein Ideal aus k und fat man es als Ideal von K auf, 
so ist seine Relativnorm in bezug auf k& gleich r. Die Exponenten w 
kénnen daher simtlich Null gesetzt werden und 

egy 
ist dann eine Zahl des Systems (8), woraus ohne weiteres folgt, daB r 
als Ideal von K im Hauptgeschlecht liegt. Aus dem Vorstehenden ergibt 
sich, daB alle Ideale derselben Klasse und sogar desselben Klassenkom- 
plexes dasselbe Geschlecht haben. Ferner gehért offenbar jedes Ideal aus 
einer Klasse C*-' in K dem Hauptgeschlecht an, da die Ideale aus C 
und SC dasselbe Geschlecht haben. 


§ 4. 
Obere Grenze fiir die Anzahl der Geschlechter. 


Fiir die Anzahl der Geschlechter in K gilt zuniichst der folgende Satz 

Satz 4. Ist g die Anzahl der Geschlechter und a die Anzahl der un- 
abhiingigen ambigen Komplexe in K, so ist 
(13) <b. 

Der Beweis dieses Satzes kann genau so wie friiher gefiihrt werden*) 
so daB der einfache Hinweis geniigt. 

Auf Grund des Satzes 4 gelingt es nun, die folgende fundamentale 
Tatsache zu beweisen: 

Satz 5. Ist die Anzahl der Geschlechtscharaktere in K gleich r, so 
existieren in K hichstens ’-* Geschlechter. 


*) Ph. Furtwingler, Abhandl. der Ges. d. Wiss. zu Gittingen, Neue Folge, 
Bd. II, Nr. 8, 8. 26. 











Reziprozititsgesetze fir Primzahlexponenten I. 13 


Um dies einzusehen, miissen wir die obere Grenze fiir die Anzahl 
der unabhingigen ambigen Komplexe in K, die wir in § 2 ermittelt haben, 
noch verschirfen. Wir henutzen zu diesem Zweck das bei der Definition 
der Geschlechtscharaktere eingefiihrte System von Zahlen: 


(14) ar a (a=0,1,--,t—1). 
Unter diesen 7“ Zahlen mégen genau /” Einheiten sein. Wir kénnen dann 
annehmen, daB etwa die Zahlen ¢,, ---, <,, Einheiten seien und ¢,,, ,, «++, &,» 
i Potenzen von Idealen aus k, die sich nicht auf Einheiten reduzieren. 


Da keine der Zahlen des Systems (14), wie aus (9) folgt, Relativnorm 
einer Zahl aus K sein kann, so gilt zunichst 
(15) otr<cm. 
Beziiglich der unabhiingigen ambigen Komplexe haben wir in § 2 gesehen, 
daB zu den a* aus ambigen Idealen entspringenden Komplexen héchstens 
noch » — v* ambige Komplexe mit ambigen Klassen und e —e, ambige 
Komplexe ohne ambige Klassen hinzutreten. Die letzte Zahl laBt sich 
noch reduzieren. Es sei wie in § 2 & ein Ideal eines ambigen Komplexes, 
so daB die Beziehung: 
(16) As-1 = Oj 
gilt. Setzt man dann 

N,(9-") =a, 


i' = (e) 

eine Zahl, die /* Potenz eines Ideals ist. Von den e unabhingigen Klassen 
in k, deren 7* Potenz in die Hauptklasse fallt, gehen nun e, Klassen 
in K in die Hauptklasse iiber, so dab héchstens e—e, unabhiingige Klassen 
bleiben, die vermittels einer Relation von der Art (16) zur Erzeugung 
eines ambigen Komplexes in K fiihren. Von diesen fallen aber auch noch, 
wie ich zeigen will, **—~r’ fort. Nach unserer Annahme sind die Zahlen 
&449' °°, &* U® Potenzen von Idealen aus k. Sie sind dagegen keine 
Relativnormen von Zahlen aus K, wie wieder aus (9) folgt, und ist ¢ 
irgend eine der genannten Zahlen und 


so ist 


é i, 
so kann auch j’ in X nicht in die Hauptklasse tibergehen. Denn wire 
i= (A), 
wo A eine Zahl aus K bedeutet, so wiirde 
ne = N,(A) 


folgen, wo 7 eine Einheit aus k bedeutet, und daher miiBte 


(2) =1 (i—1,2,-+,8) 


: 
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sein, was den Beziehungen (9) widerspricht. Es kann daher héchstens 
e — e, —(r*—r’) unabhiingige ambige Komplexe geben, aus denen sich 
kein ambiger Komplex mit ambiger Klasse zusammensetzen laBt. Es gilt 
demnach: 


(17) aca*+vu—v*¥+e—e, —(r*—-r’). 
In Verbindung mit (3) folgt daraus die gesuchte schirfere Grenze fiir a: 
(18) ast+v—m—1+e—(r—-Y?r). 
Beachtet man nun (15), so ergibt sich: 
(19) as<t—r—Il+e. 
Die Anzahl der Charaktere war: 
r=—t—r*+e; 
es ist daher: 
(20) a<r-l, 


woraus in Verbindung mit Satz 4 der Satz 5 folgt. Aus der Gleichung (11) 
folgt ferner, dab, wenn ¢t > 0 ist, auBer den e Nebencharakteren mindestens 
ein Hauptcharakter existiert. Denn es ist: 

t—r®* >1+a—e. 
Durch dieselben Uberlegungen wie im zweiten Teile von § 2 kann man 
nun zeigen, dab a >e sein muB, so dab 
(21) t—r*¥>1 


folgt. 


§ 5. 
Eine Kongruenz fir die Zahlen in & nach dem Modul I. 


Unter dem Zahlensystem (8) in § 3, das alle Einheiten und 7 Potenzen 
von Idealen enthilt, befinden sich /’ primiire Zahlen, wie ich in dem 
Existenzbeweis fiir den Klassenkérper gezeigt habe. Ich kann daher etwa 
annehmen, daB ¢,, é,,--:, , nicht primire Zahlen und ¢,,,,,,--+ & 4.) die 
ich zur besseren Unterscheidung mit @,, @,,---,@, bezeichne, singulire 
Primirzahlen seien. Ich bestimme dann, was stets méglich ist, m’ Prim- 
ideale q, so, daB: 


(“) 41, (%) =1, v=) 
q; qi ‘ be >" ’ ) 
RawesQar Coe 


(22) 


wird. Wegen der in der zweiten Zeile von (22) stehenden Bedingungen 
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liegen die Primideale q; im Hauptklassenverbande, wie aus der Theorie 
des Klassenkérpers folgt. Ich kann daher die Ideale q,’ so bestimmen, dab 


(23) q,(4;)' = %, 
Kérperzahlen werden. 

Auf Grund der vorstehenden Festsetzungen kénnen wir nun folgenden 
Satz aussprechen : 

Satz 6. Haben die Zahlen x, die im Vorstehenden erliiuterte Be- 
deutung, so befriedigt jede Zahl « in k eine Kongruenz: 


(24) wet aie at ee ate Bt (0), 


wo die Exponenten bestimmte Werte 0,1,---,l1—1 haben und B eine Zahl 
aus k ist. 
Zum Beweise zeigen wir, dab eine Zahl 


(25) “= y eee i ¥ eee xm 


nur primar sein kann, wenn saimtliche Exponenten u,v Null sind. Zu- 
nichst folgt aus unseren Annahmen itiber die ¢, daB w sicher nicht primir 
ist, wenn die simtlichen Exponenten v Null sind. Angenommen, es wiiren 
nun eine Anzahl der Exponenten v, etwa ¢, von Null verschieden und u 
wire primar. Es gehen dann in der Relativdiskriminante von K({/u, k) 
¢t verschiedene Primideale auf und es wiirde aus den Entwicklungen am 
SchluB des vorigen Paragraphen folgen, daB fiir die Geschlechter in K 
mindestens ein Hauptcharakter existieren muB. Andererseits folgt aus den 
Beziehungen (22) und (9), daB ¢=+r* sein miiBte; es kénnte also kein Haupt- 
charakter existieren. Wir kommen somit zu einem Widerspruch, der nur 
fortfallt, wenn wir annehmen, da eine Zahl von der Art (25) niemals 
primir ist. Daraus folgt dann aber in bekannter Weise, wenn man die 
Anzahl der zu | primen nach [' inkongruenten Zahlen in & betrachtet, dab 
jede Zahl « aus k einer Kongruenz (24) geniigt. 


§ 6. 
Die Sitze tiber das primiire Primideal. 

Auf Grund der Entwicklungen des vorigen Paragraphen ist es még- 
lich, die beiden folgenden sich erginzenden Siitze tiber die primiren Prim- 
ideale in K zu beweisen. 

Satz 7. Ist p ein primdres Primideal, so kann man stets die Zahl 

a = pq! 
so wiihlen, dap sie eine primire Zahl ist. 
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Ist wmgekehrt » ein Primideal und x = pq! eine primdre Zahl, so ist 
p ein primdres Primideal. 

Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, beachten wir, daB p, 
weil es ein primiires Primideal ist, im Hauptklassenverbande liegt. Man 
kann daher ein Ideal q so bestimmen, da8 pq’ eine Kérperzahl wird, die 
wir mit 2 bezeichnen. Nach dem vorigen Paragraphen gilt dann fiir x’ 
eine Kongruenz: 


(26) a! = elt... gm’ gM... Pm’ Bh (ff). 


Sind hier alle Exponenten v gleich Null, so kénnen wir offenbar 


P =i 


a= 6 se, ™ 


1 mn’ 
setzen und haben dann in a eine Zahl der gewiinschten Art. Wir haben 
noch zu zeigen, da8 die Annahme, daB eine Anzahl der Exponenten » von 
Null verschieden sei, zu einem Widerspruch fiihrt. Wir setzen: 
(21) pment em, 
wo zur Abkiirzung 


= “*-. —“n! 
é=—6é, é 


geschrieben ist, und nehmen an, daB f der Exponenten v von Null ver- 
schieden seien. Betrachten wir dann den Kiérper K (Vu, k), so gilt fir 


ihn mit unseren friiheren Bezeichnungen: 

t—f+l, P=f, r=e+], 
und es existieren demnach hichstens /* Geschlechter in ihm. Es gibt 
einen Hauptcharakter 7 und e Nebencharaktere y,,---,w,. Da nun hiéchstens 


F Geschlechter existieren, mu8 zwischen diesen Charakteren eine Relation 
bestehen: 


(28) yeh wea. 


Ich behaupte, dab man die bei der Definition der Geschlechtscharaktere 
eingefiihrten Hilfsprimideale r; derart wihlen kann, daB in der Charakteren- 
relation (28) die Exponenten n, simtlich Null werden, so daB die Relation 
nur den Hauptcharakter betrifft. Ich wihle zu diesem Zwecke die Prim- 
ideale r, derart, dab 

(29) (Z)-1 (§=1,2,--56) 


wird. Das ist stets méglich; denn ich habe friiher schon hervorgehoben, 
daB die Ideale r, nicht gerade aus den Klassen ¢; gewihlt zu werden brauchen, 
es geniigt vielmehr beliebige e Primideale aus e unabhingigen Klassen- 
verbinden in k zu wihlen. Diese kann man aber stets so wihlen, dab 








sie 


die 
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sie die Beziehungen (29) erfiillen; denn die simtlichen Primideale r, welche 
die Bedingung 
(= 
t 


befriedigen, liegen nicht in einer Untergruppe der Klassengruppe von K, 
weil w keine singulire Primirzahl ist und sich daher bei dieser Annahme 
in derselben Weise wie im zweiten Teile von § 2 ein Widerspruch er- 
geben wiirde. 

Nimmt man nun die r, nach (29) gewahlt an, so werden die r, in 
K (Vu, k) zerlegt. Bedeutet dann etwa §, einen Primfaktor von r, und 
bestimmt man die Geschlechtscharaktere von fi,, so ergibt sich fiir den 
Hauptcharakter der Wert 1, weil p als primires Ideal vorausgesetzt ist. 


Ferner wird offenbar y, +1, ¥, =, =---= ¥,=1, so dab das Charakteren- 
system von ff, lautet: 


z=1, %, +1, ¥, = 1, ¥,=1,---,-%,=1. 


Daraus ergibt sich, daB in der Relation (28) n,=O(2) sein mu8. In 
analoger Weise folgt »,=n,=---=mn,=0O(1). Bei der angegebenen 
Wahl der rt, sagt also die Charakterenrelation aus, daB der einzige existierende 
Hauptcharakter 1 sein muB, wihrend die Nebencharaktere alle méglichen 
Werte annehmen kénnen. Dadurch wird es méglich nachzuweisen, daB 
in (27) alle Exponenten v Null sein miissen. Denn bestimmt man alle 
Primideale t, fiir die 

(30) (*)=1 


t 
ist, so wird t in K zerlegbar. Setzt man dann 
tri eee reg’ =T, 


so folgt aus der Charakterenrelation (28) bei unserer Annahme iiber 
die r,, daB 

. T 
(31) (3 =i 
sein muB. Wir wihlen jetzt statt der Primideale q, in (22) ein anderes 
System q,, das dieselben Bedingungen befriedigt, und bilden die ent- 
sprechenden Zahlen x;. Wir kénnen dann mit diesen Zahlen eine der 
Zahl w in (27) entsprechende primiire Zahl: 
(32) ‘ uw - a e"x* ai a Pin! 
bilden. Sind jetzt in (32) die Exponenten v’ siimtlich Null, so kénnen wir 


,iw 


a=—7E 
Mathematische Annalen. LXVII. 2 
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setzen und haben damit die gewiinschte Zahl. Sind aber Exponenten vo’ 
von Null verschieden, so suche man alle Primideale, fiir die 


(38) (r)+1, (¢)-1 
ist. Setzt man dann: 


’ ’ 
1 We 


rt -+- tq 


vt ’ 


t ? 
so folgt wieder wie oben: 


se t 
(34) (=) =1, 
Die Beziehungen (30), (31), (33), (34) fiihren dann in bekannter Weise 
zu einem Widerspruch*). Damit ist gezeigt, daB in (27) alle Exponenten v 
Null sein miissen, und - 

a= 2's 
ist daher eine Zahl der gewiinschten Art. 

Um den zweiten Teil unseres Satzes zu beweisen, betrachten wir den 
Kérper K (V/x,k). Fir diesen Kérper gilt, wie am SchluB von § 2 ge- 
zeigt ist, vo =m’, d. h. jede Einheit aus k ist Relativnorm einer Zahl 
aus K({/z,k). Daraus folgt, wenn « irgend eine Einheit in k bedeutet: 


é 
(5) -1. 

Wir haben jetzt noch zu zeigen, daB alle 7°" Potenzen von Idealen, die 
sich nicht auf Einheiten reduzieren, /* Potenzreste von p sind. Es sei 
e=t 
eine soleche. Es sind dann zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem r in 
K in die Hauptklasse iibergeht oder nicht. Findet das erste statt und ist 
[= (P), 

wo P eine Zahl aus K bedeutet, so ist 
ne = N,(P), 


wenn mit 7 eine geeignete Einheit aus k bezeichnet wird. Es ist daher 


(5) = (5) =1- 
Da wir die Anzahl der Klassen aus k, die in K in die Hauptklasse tibergehen, 
mit I bezeichnet haben, so kommen héchstens noch e—e, =e’ unab- 
hiingige Zahlen g in Betrecht, die von /" Potenzen solcher Ideale erzeugt 
werden, die in K nicht in die Hauptklasse iibergehen. Es, existieren 
andererseits, wie ebenfalls in § 2 gezeigt ist, in unserem Kérper e’ =e —e, 


*) Vgl. Ph. Furtwingler, Abbandl. d. Ges. d. Wiss. zu Gétt., Neue Folge, 
Ba. Il, Nr. 3, p. 34—36, § 10. 
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ambige Komplexe ohne ambige Klasse, aus denen kein ambiger Komplex 
mit ambiger Klasse auger dem Hauptkomplex zusammensetzbar ist. Diese 
werden durch die in (6) angegebenen Klassen A, ,,,---, A, erzeugt. 
Sind nun §,,---, PB, resp. Ideale aus diesen Klassen, so gelten in K 
Aquivalenzen: 
i = A, i> ion y-* = A, is 

wo die A; Zahlen aus K und die j; Ideale aus k bedeuten, die in K nicht 
in die Hauptklasse iibergehen. Setzt man jetzt: 


i, — (7,) (m =1, 2, igi e’), 
so folgt: 


"nt, = N,(Az*) (n=1,2,---,€/), 
wenn die 7, Einheiten und die i, Zahlen aus k bedeuten. Daraus ergibt sich: 


(*)=1 (n=1,2,---,¢’). 
Hiermit ist unser Satz vollstindig bewiesen. 
Eine auf Grund des Satzes 7 gewihlte primire Zahl 
a = pq 


wollen wir kurz als eine zum primiiren Primideal p gehérige Primirzahl 
bezeichnen. 


§ 7. 
Ein spezieller Fali des Reziprozititsgesetzes zwischen zwei 
primiiren Primidealen. 
Satz 8. Sind p, und p, primdre Primideale aus k und 
=P, % = Pode 
zugehorige Primédrzahlen, so folgt aus (5) = 1 immer auch (=) =1 und 
umgekehrt. 
Wir nehmen an, dab () =1 sei, und betrachten den Kérper 
K(V/x,,k), in dessen Relativdiskriminante nur das Primideal p, aufgeht. 
Fiir die Geschlechter in K gibt es daher einen Hauptcharakter 7 und e 


Nebencharaktere ¥,,---, v,. Zwischen den e+ 1 Charakteren muf nun 
eine Relation bestehen: 


Pvp w= 1. 

Ich behaupte, daB in dieser Relation » + 0(1) ist. Wire nimlich » = 0, 

so wiirde die Relation nur zwischen den Nebencharakteren bestehen, die 

den Klassenverband charakterisieren, in den die Relativnorm des Ideals, 

dessen Geschlecht gerade betrachtet wird, hineinfallt. Es wiirde dann 

also folgen, daB die Relativnormen aller Ideale aus K in einer bestimmten 
Q* 
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Untergruppe U der Klassengruppe von & liegen, d. h. es miiBten alle 
Primideale tr in k, fiir die 
()-1 


gilt, in dieser Untergruppe U liegen, weil sie in K in / verschiedene 
Primfaktoren zerfallen, also Relativnormen von Idealen aus K sind. Wie 
bereits in § 2 angegeben ist, ist das unméglich, weil 2, keine singulire 
Primarzahl ist. 

Im Kérper K wird nun das Primideal p, zerlegt. Bestimmt man dann 
das Geschlecht eines Primfaktors 8, desselben in k, so folgt: 


ny, a 

(Ft) =1, 
weil alle Nebencharaktere fiir 8, gleich 1 sind; denn p, ist als primiires 
Primideal vorausgesetzt. 


In analoger Weise folgt umgekehrt aus (>) =1 auch (=) = 1. 
1 2 


§ 8. 
Die Relation zwischen den Geschlechtscharakteren. 

Wir haben die Anzahl der Geschlechtscharaktere mit r bezeichnet 
und in § 4 gezeigt, daB héchstens /’-' Geschlechter existieren. Es mub 
daher notwendig stets eine Relation zwischen den Geschlechtscharakteren 
bestehen. Wir wollen die Anzahl der Hauptcharaktere R nennen und 
diese selbst mit 

Mir ***> UR 
bezeichnen, wihrend die e Nebencharaktere 


Vy, Van Y 
sein sollen. Es mu8 dann, wie eben ausgefiihrt, eine Relation 


(35) hee: Za" ae ie | 


gelten. In einem im vorletzten Paragraphen betrachteten speziellen Falle, 
in dem die Relativdiskriminante des Kérpers K nur durch ein primires 
Primideal teilbar war, haben wir gezeigt, daB man die bei der Definition 
der Geschlechtscharaktere auftretenden Primideale r,, - - -, r, stets so waihlen 
kann, daB in der Charakterenrelation nur die Hauptcharaktere vorkommen. 
Wir wollen jetzt zeigen, daB dies auch in dem allgemeineren Falle gilt, 
wenn die Relativdiskriminante von K durch beliebig viele primaire Prim- 
ideale teilbar ist. Es sei also jetzt uw eine primire Zahl und 


w= de --- dq, 
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wo die d,,---, 0, primaire Primideale und q ein beliebiges Ideal aus k be- 
deutet. Wir betrachten dann den Kérper K(V/u,k). In der Relativ- 
diskriminante gehen nur 0,,---, 0, auf, und weil dies primiire Primideale 
sind, fallt die friiher mit r* bezeichnete Zahl gleich Null aus und es ist 
r=t+e, R=t. Wiéahlit man nun wieder die bei der Definition der 
Geschlechtscharaktere benutzten Hilfsprimideale r,,---, t, so, daB 
(f) =-1 (i=1,2,- +e) 

wird, was stets méglich ist, so werden die Primideale r, in K zerlegbar. 
Bestimmt man dann die Geschlechter der Primfaktoren, in welche die r, 
in K zerfallen, so findet man ganz analog wie in § 6, daB in der Charakteren- 
relation (35) m, = m, =--- =m, = 0(0) sein muB, d. h. daB eine Relation 
lediglich zwischen den Hauptcharakteren 
(36) _ ag = t 
bestehen muB. 

Wir wollen jetzt noch zeigen, dab umgekehrt, wie auch die r, ge- 
wahlt sein mégen, die Exponenten der Hauptcharaktere in (35) niemals 
Null sein kénnen. Wir setzen zu diesem Zweck 


d.qi = 4; (i=1,2,---,#) 


wo die q, geeignet gewihlte Ideale und die 6; Zahlen aus k bedeuten. 
Wir bestimmen dann ein primires Primideal p in k so, dab 


(S)—1, (At Get Bate (aa 


was stets mdglich ist. Das Primideal p wird dann in K(Vu, k) zerlegbar. 
Setzt man, um das Geschlecht eines Primfaktors % von p in K zu be- 
stimmen, 


a= pq’, 
so ergeben sich fiir $8 die Geschlechtscharaktere: 


> (z)’, n= (=); 13 = (Z);, Fi (3) 


Wow el. 


Es folgt nun aus dem Satze des vorigen Paragraphen 


aFlwetl wu Hal. 
Setzt man daher die Geschlechtscharaktere in die Relation (35) ein, so 
folgt, daB entweder beide Exponenten », und m, von Null verschieden 
oder beide gleich Null sein miissen. Da nun sicher einer der Exponenten n, 
von Null verschieden sein muB, weil, wie wir gesehen haben, eine Relation 
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zwischen den Nebencharakteren allein nicht bestehen kann, so kénnen wir 
annehmen, da dieser Exponent m, sei. Es folgt dann aus den obigen 
Uberlegungen, daB auch », von Null verschieden ist. Da wir aber in den 
vorstehenden Entwicklungen irgend ein Exponentenpaar »,, ”, an Stelle 
von ”,, ”, benutzen kénnen, so folgt, daB alle Exponenten » in (35) von 
Null verschieden sein miissen. 


§ 9. 
Vorbereitende Untersuchungen tiber das Reziprozititsgesetz zwischen 
einem primiren und einem beliebigen Primideal. 


Es sei t ein beliebiges Primideal aus & und r,, ---, t, seien Prim- 
ideale aus den Klassen ¢,,---, ¢, in (1), wie wir sie bereits bei der De- 
finition der Geschlechtscharaktere in § 2 gewihlt haben. Man kann dann 
die Exponenten g,, ---, g, aus der Reihe der Werte 0, 1, ---, /— 1 derart 
wihlen, dab 


A. 


9, vt 
tr... rer = @ 


eine Kérperzahl wird, wo r’ ein geeignetes Ideal aus i bezeichnet. Ferner 
sei p ein primares Primideal in / und 


x = pq! 
eine zu p gehérige Primirzahl. 
Es gelten dann die folgenden beiden Tatsachen: 


1) Ist (=)- 1, (=)- 1,---, (=)- 1, so ist auch (°) = 1. 


2) Ist (=)+ 1, so 1s% auch (2) = (¢) + 1. 


Um 1) zu beweisen, betrachten wir den Kérper K({/z, k), dessen Relativ- 
diskriminante nur durch das Primideal p teilbar ist, so daB fiir die Ge- 
schlechter in K ein Hauptcharakter und e Nebencharaktere existieren. In 
diesem K6rper zerfallen tr, t,, t,,---, t, je in / verschiedene Primfaktoren, 
so daB man setzen kann 


ne = N,(3), 


wo 7 eine Einheit aus k und 9 ein Ideal aus K bedeutet. Bestimmt man 
jetzt das Geschlecht von 3, so werden offenbar alle Nebencharaktere 1 
und es folgt auf Grund der Relation, die zwischen den Geschlechts- 
charakteren bestehen muB: 

7 ll, 

(F)-G)-2- 


Um den Beweis von 2) zu erbringen, miissen wir eine Anzahl geeignet 
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gewihlter primarer Primideale zu Hilfe nehmen. Wir wihlen zuniichst 
ein primires Primideal p’ in k so, daB 


0 (+ 


und bestimmen eine zu p’ gehérige Primarzahl 2 = p’q’' derart, dab 


(38) (Z)=1,--, (F)=1 
wird. Das ist stets méglich; denn es gibt, wie aus der Theorie des 


Klassenkérpers folgt, e singulare Primirzahlen ,, ---, @, in k, welche 
die Bedingungen erfiillen: 


2Q) @; a; i,j=1,2,--,¢ 
©) (G)rh (= ( i+j ): 
Da man nun eine zu einem primiren Primideal gehérige Primiirzahl mit 
beliebigen singuliren Primiirzahlen multiplizieren kann, ohne daB sie auf- 
hért, eine zu dem betreffenden primiren Primideal gehérige Primirzahl 
zu sein — denn die Multiplikation mit einer singuliren Primirzahl be- 
deutet ja nur die Multiplikation mit der 7 Potenz eines Ideals —, so 
kann man die Bedingungen (38) stets auf Grund von (39) erfiillen. Aus 
den Beziehungen (38) und (37) folgt dann nach 1), dab 


(40) (7) +1 


x’ 


ist. Denn wire ( +) =1, so wiirde auf Grund der Beziehungen (38) 


T 
nach 1) folgen, dab (*) = 1 sein miibte, was (37) widerspricht. 

Wir wiahlen nun weiter e verschiedene primire Primideale p, derart, dab 
(41) (5) =1 (i=1,2,-+,6) 
wird, und bestimmen dann die zu den Primidealen p, gehérigen Primirzahlen: 


— p,q 
so, daB 


o . . Gennes: ee 


wird, was auf Grund von (39) stets méglich ist. 
Man kann dann die Exponenten /,/,,/.,---,f, so wahlen, dab 


(43) 


(44) 
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wird. Denn setzt man 


G)-" &)-e) 
(2)-0+1, (2-1 ei 
(Z)-e+1, (G3 


so miissen die Exponenten f die folgenden Kongruenzen erfiillen: 
e+ecf =0 (I) 
gt+4f,=9 & (¢=1,2,---,¢), 


die offenbar bei unseren Annahmen stets lésbar sind. Wir betrachten nun 
den Kérper: 





Vax'x*... x%,k). 
rah 


Die Relativdiskriminante dieses Kérpers ist nur durch primire Primideale 
teilbar und es gelten daher fir ihn die Ausfiihrungen von § 8. In K’ 
zerfallen t, t,,---,t, je in J verschiedene Primfaktoren und wir kénnen 
daher wieder setzen: 

ne = N,(), 


wo 7 eine Einheit aus k und 3 ein Ideal aus K’ bedeutet. Bestimmen 
wir die Geschlechtscharaktere dieses Ideals, so haben offenbar alle Neben- 
charaktere den Wert 1 und es folgt aus den Entwicklungen des § 8, dab 
eine Relation: 


(4) (SY G3 
bestehen muB, weil nach (41) 
O-@- 


ist. Da nach § 8 in (45) beide Exponenten m und »’ von Null verschieden 
sein miissen, folgt schlieBlich mit Hilfe von (37) 


(3)=(5) +2 


Damit ist auch die zweite aufgestellte Behauptung vollstiindig bewiesen. 


§ 10. 
Die Beziehungen der singuliiren Primiirzahlen zu den Idealklassen. 


Bei dem Existenzbeweise fiir den Klassenkérper habe ich das Bestehen 
einer Beziehung zwischen den singuliiren Primirzahlen eines Kérpers und 
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ss 





der Einteilung seiner Ideale in Idealklassen nachgewiesen, die folgender- 
mafen ausgesprochen werden kann: 

Ist die Klassenzahl H eines Kérpers k, der eine /* Einheitswurzel 
enthalt, durch / teilbar und ist @ eine singulire Primirzahl in k, so liegen 
alle Primideale r, welche die Bedingung 


@ 
(7) ania 
befriedigen, in einer Untergruppe U der Klassengruppe von K vom Grade —* 
Auf Grund der vorstehenden Entwicklungen gelingt es, diese Aussage 


wesentlich zu verschirfen. Aus dem zitierten Satze folgt offenbar nur, 
daB fiir alle Primideale r’, die nicht in U liegen, 


@ 

(F) +3 
ist, der Satz laBt aber die Méglichkeit offen, daB auch in der Untergruppe 
U Primideale liegen, von denen  Nichtrest ist. Es soll gezeigt werden, 
daB diese Méglichkeit ausgeschlossen ist, und auBerdem soll der Satz 
von Primidealen auf beliebige zusammengesetzte Ideale ausgedehnt werden. 
Wir beweisen zu diesem Zweck zuniichst folgenden fundamentalen Satz: 
Satz 9: Ist « eine beliebige zu 1 prime Zahl aus k und @ eine singw- 

lire Primérzahl, so ist stets: 
)=1. 


Es soll zunichst ein spezieller Fall dieses Satzes erledigt werden. Es sei 
t ein beliebiges Primideal aus k und 


tri ere rq"! = QO, 


wo t,,---,t, die friihere Bedeutung haben und g eine Zahl aus k ist. 
Wir behaupten dann, daB. stets 


()-1 


ist. Angenommen, es wire (*) +1. Man bestimme dann ein primires 


Primideal p so, daB (°)—1 wird, und nenne eine zu p gehdrige 
p g g 


Primiirzahl z= pq’. Es folgt dann nach 2) des vorigen Paragraphen, 
daB auch (=) = 1 sein muB. Nach unserer Annahme wiirde dann 


(**) +1 sein. Da nun oz ebensogut wie z eine zu p gehérige Primiir- 
zahl ist, so wiirde jetzt wieder nach 2) des vorigen Paragraphen 


(a) ~ (5) +3 
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folgen. Wir kommen also zu einem Widerspruch, der nur wegfallt, wenn 
(2) =1 ist. 
Um unsere Behauptung fiir eine beliebige Zahl « zu beweisen, sei 
@= 4, °42°°* Ans 
wo die q, gleiche oder verschiedene Primideale bedeuten. Man bestimme 
nun die Ideale t,, t,,---, t,, als Produkte von Potenzen von 1,,---, 1 
und von /*" Potenzen von Idealen derart, daB 
%° t, = (a), * *y ie t, — («,,) 
wird, wo «,,---,«,, Kérperzahlen bedeuten. Es folgt dann 


(S)-t- (Z)-1 


m 


eee : ial = 1. 


Da nun das Produkt t,t,---t,, offenbar die /* Potenz eines Ideals 
ist, so folgt schlieBlich 
a => . 
G)= 


Auf Grund des Satzes 9 kénnen wir jetzt die Beziehungen zwischen 
den singuliiren Primarzahlen des Kérpers k und der Einteilung seiner Ideale 
in Klassen in folgender schirferer Form aussprechen:*) 

Satz 10: Ist die Klassenzahl H eines Korpers k, der eine |* Einheits- 
wurzel enthilt, durch | teilbar und ist U eine beliebige Untergruppe der 
Klassengruppe von K vom Grade + , 80 existiert stets eine singuliire Primdr- 


zahl @ in k mit folgenden Eigenschaften : 
1) Ist a ein beliebiges Ideal der Untergruppe U, so ist 


(3) -1. 


2) Sind a’ und a” zwei Ideale derselben Klasse, die nicht in U liegt, 


so ast 
(0) @ 
(7) = (=) +1. 
Der Beweis des Satzes 10) folgt leicht aus Satz 9 in Verbindung 
mit der am Anfang des Paragraphen zitierten Aussage. Denn ist a 


irgend ein Ideal einer Klasse ¢ aus U, so liegen in ¢ sicher unendlich 
viele Primideale tr mit der Eigenschaft: 


(:)-3 


e 


also 


*) Ich habe das ohne Beweis bereits in den Gétt. Nachr. 1903, p. 303, angegeben. 





Reziprozititsgesetze fiir Primzahlexponenten. I. 27 


wenn @ die zur Untergruppe U gehérige singulire Primirzahl bedeutet. 
Da a und r dquivalent sind, existieren zwei ganze Zahlen « und g in k, 
so daB 

te = a0 


(i) - Ge) 


und daher mit Hilfe von Satz 9: 


(2)=()=1 


In entsprechender Weise ist die zweite Behauptung zu beweisen. 


ist. Es folgt dann: 


§ 11. 


Beweis des allgemeinen Reziprozititsgesetzes und seines ersten 
; Erginzungssatzes. 


Mit Hilfe der Entwicklungen des vorigen Paragraphen gelingt es 
in héchst einfacher Weise, das allgemeine Reziprozititsgesetz in k zu be- 
weisen, das in der Tat nichts anderes ist als eine Eigenschaft der singu- 
laren Primirzahlen in gewissen Oberkérpern von k. Das zu beweisende 
Gesetz lautet: 

Allgemeines Reziprozititsgesetz: Sind « und B swei zueinander und zu | 
prime Zahlen des Kérpers k, von denen wenigstens eine primar ist, so gilt: 


©)  (£). 
(5) = (2) 
Zum Beweise kénnen wir annehmen, daB weder @ noch f die /* 
Potenz einer Zahl aus k ist, weil sonst die Gleichung 


s) .(£ 

(5) al (2) 
trivial ist. Es sei ferner @ eine primiire Zahl. Wir betrachten dann 
den Kérper 


K(Vap-, k), 


der sicher von k verschieden ist, weil bei unseren Annahmen «f-' nicht 
die /* Potenz einer Zahl aus & ist. Im Kérper K sind dann « und 6 
singulare Primarzahlen. Denn gilt fiir « in k die Zerlegung in Primideale: 


e; ee 't 
a=qi---g'q ’ 


wo Q,,---,q, Primideale sind, deren Exponenten e nicht durch / teilbar 
sind, wahrend q’ ein Ideal aus k ist, so gehen q,,---,q, in der Relativ- 
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diskriminante von K auf und werden daher in K I Potenzen von Prim- 
idealen. Daraus folgt, daB es in K ein Ideal U gibt, so daB 


(«) = 
ist. «@ ist also die /* Potenz eines Ideals, aber nicht einer Zahl aus KX; 
da es tiberdies nach Annahme primiir ist, ist « eine singulire Primirzahl. 
B ist eime vollstindig mit @ gleichwertige singulire Primirzahl, zu der 
dieselbe Untergruppe der Klassengruppe von K gehért, weil die Beziehung: 
(46) a — Ves) 
besteht. Es gibt demnach auch ein Ideal $ in K, so daB 

B= 8 
ist. Die Ideale M und B gehéren derselben Klasse C in K an, weil 

= BVap- 

ist. Bedeutet demnach ® irgend ein Ideal dieser Klasse, das zu & und B 
prim ist, so gilt nach dem vorigen Paragraphen in K: 


(3).~ (He 


(xr).- 


me) 
(a). (re 
(s).— (ie 


Daraus ergibt sich fiir den Kérper k: 
(5) ~(<); 
(5),.~ (i). 


wenn y eine beliebige Zahl aus k, © ein Ideal aus K und gq seine 
Relativnorm bezeichnet.*) 

Auf Grund des allgemeinen Reziprozitiitsgesetzes ist es jetzt auch 
leicht méglich, den ersten Erginzungssatz zu demselben allgemein zu 
beweisen: 

Erster Ergdnzungssatz zum allgemeinen Reziprozititsgesetz : 

Ist « eine primire Zahl und « = aq', so ist a ein priméres Ideal. 


Da wegen (46): 
folgt also in K: 


K 


denn es ist allgemein: 


rt Ph. Furtwingler, Math. Ann. Bd. 58 (1903), p. 24, Satz 28. 
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Ist a ein primdres Ideal, so kann man eine primdre Zahl « so 
wiihlen, dap 
a = aq! 
wird, wo q ein geeignetes Ideal bedeutet. 
Den ersten Teil des Satzes kann man direkt mit Hilfe des allgemeinen 
Reziprozitiitsgesetzes beweisen. Denn ist @ irgend eine Einheit oder 
I Potenz eines zu @ primen Ideals, so gilt: 


(:)-() 


Da nun (<) =1 ist, muB auch (2) =1 sein. 


a 
Um den zweiten Teil unseres Satzes zu beweisen, beachte man, dab 
a als primires Ideal im Hauptklassenverbande liegt. Es gibt daher ein 
Ideal q, so daB aq'=«’ eine Kérperzahl wird. Diese befriedigt nach 
§ 5 eine Kongruenz: 


1 wy! 1 %’ __ gl t 
@e sso as em =p (ft). 
Bezeichnet man die linke Seite unserer Kongruenz mit a, so ist « eine 


primaire Zahl nnd daher nach dem ersten Teil unseres Satzes auch ein 
primiires Ideal. Es mu daher gelten: 


(<)=1 (i= 1,2,---, m’), 


woraus 0, =v,=---=v, =O folgt. Es ist also « eine Zahl der ge- 
wiinschten Art, womit auch der erste Erginzungssatz vollstindig be- 
wiesen ist. 

Verbindet man mit den Resultaten dieses Paragraphen meine friiheren 
in der Einleitung zitierten Entwicklungen tiber die Reziprozititsgesetze 
zwischen [*" Potenzresten, so ergibt sich daraus der Beweis des Hilbert- 
schen Reziprozitiitsgesetzes in dem durch folgenden Satz gegebenen 
Umfange: 

Satz: Ist 1 eine ungerade Primzahl und k ein algebraischer Zahl- 
kirper, der eine I Einheitswurzel enthilt und dessen Klassenzahl zu | prim 


ist, so gilt in k 
IT Ce) =» 


(w) 


wo das Produkt iiber alle Primideale w in k zu erstrecken ist. 
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§ 12. 
Ein neuer Beweis des Eisensteinschen Reziprozititsgesetzes. 


Bei der Aufstellung der Reziprozitiitsgesetze fiir ungerade Primzahl- 
exponenten in ihrer vollstindigen Gestalt, soweit sie bisher tiberhaupt 
gelungen war, bildete stets das sogenannte Eisensteinsche Reziprozitats- 
gesetz eine fundamentale Grundlage. Es ist darum von Interesse zu sehen, 
ob dies Gesetz sich als ein spezieller Fall unseres allgemeinen Reziprozitits- 
gesetzes auffassen laBt. Da dies nicht ohne weiteres ersichtlich ist, will 
ich zeigen, wie man das Eisensteinsche Reziprozitiitsgesetz aus dem 
allgemeinen ableiten kann, und damit einen neuen Beweis fiir das ge- 
nannte Gesetz erbringen. Das Eisensteinsche Reziprozitiitsgesetz lautet: 

Ist a eine rationale Zahl und « eine semiprimiire Zalhl des Korpers 
k(€) der U' Einheitswurzeln, so gilt, wenn a und a 2u 1 prim sind, die 
reziproke Beziehung: 

a a 
(3) “ (=): 


Wir bemerken zunichst, daB eine Zahl aus k(€) semiprimir heiBt, 
wenn sie einer rationalen Zahl nach dem Modul [? kongruent ist. Be- 
deutet ferner r eine Primitivzahl nach /, so bezeichnen wir eine erzeugende 
Substitution der Gruppe von /(£) mit s = (€|f"). Wir beweisen dann zu- 


nachst die folgende Tatsache: 
Setzt man 
‘= yr, 
wo unter der symbolischen Potenz «’-” in bekannter Weise die Zahl 


*“- gu verstehen ist, so kann man aus dem Bestehen der Gleichung: 
ce, a 
( a ) > (<) 
immer auf die Richtigkeit des Gesetzes: 
a a 
(2) =(¢) 
schlieben, wenn i+=1 (J—1) ist. 


Da i nur mod(/—1) genommen zu werden braucht, kommen fiir ¢ 
die Werte 2,3,---,(/—1) in Betracht. Setzt man nun 


E)-6, (2-5 


(<:) a grrr) () - gate) 


‘ 


« 


so wird: 
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)~) 
ist, so muB e, =e,(/) sein und daher auch 

~ G)- 
Wir bilden nun nacheinander die Zahlen: 


Bs news e*, 
By = al-)6-") 


Wenn also 


By a) 0-r4)--- (s—r!-1) 


Da « semiprimiir ist, ist B, einer rationalen Zahl nach [* kongruent und 
allgemein ist #, einer rationalen Zahl nach [‘+' kongruent; es besteht 
also eine Kongruenz: 


B,_» = b("-*), 
wo eine rationale Zahl bedeutet, woraus 
B,.,=1 (ft) 


folgt. Es ist also 6,_, sicher eine primaire Zahl und es gilt daher nach 
unserem allgemeinen Reziprozititsgesetz: 


‘éc ‘) re (5,-,) 


Nach dem, was wir vorher gezeigt haben, gilt dann eine entsprechende 
Beziehung fiir alle vorhergehenden f und auch fiir «, womit das Hisen- 
steinsche Reziprozititsgesetz bewiesen ist. 








Zur Theorie der zyklischen Zahlkérper. 


Von 
H. Weser in Stra8burg. 


In der vorliegenden Abhandlung habe ich zuniichst einige Sitze aus 
der Theorie der algebraischen Korper und der zyklischen Kérper in 
einem beliebigen Rationalitiitsbereich abgeleitet, die, wie ich hoffe, die 
Grundlage bilden sollen fiir eine eingehende Untersuchung der zyklischen 
Kérper im Bereich eines imaginiren quadratischen Kérpers, die durch die 
komplexe Maultiplikation und die Teilung der elliptischen Funktionen 
mit singuliren Moduln gegeben sind. Die Untersuchung dieser Kérper 
ist in dem dritten Band meiner Algebra (zweite Auflage der ,,elliptischen 
Funktionen und algebraischen Zahlen“, Braunschweig 1908) angefangen, 
aber noch nicht bis zum letzten Ziele durchgefiihrt. Auch die vor- 
liegende Arbeit erstreckt sich noch nicht auf diese Fragen, sondern 
schlieBt mit einer Anwendung auf die zyklischen Kérper im absoluten 
Rationalitatsbereiche, nimlich mit einem Beweis des Kroneckerschen 
Satzes, daB alle diese Kérper Kreisteilungskérper sind. Eine wesent- 
liche Vereinfachung dieses Beweises glaube ich durch den Satz XIV er- 
reicht zu haben, durch den der Unterschied zwischen Primzahlgraden 
und Primzahlpotenzgraden schwindet. Im iibrigen beriihrt sich dieser 
Beweis nahe mit dem von Hilbert. 

Die zweite Auflage meines Lehrbuchs der Algebra zitiere ich im 
folgenden einfach mit ,,Algebra“. 


§ 1. 
Rationale Funktionen einer Variablen in einem Korper. 
Der Satz tiber Produkte aus ganzen Funktionen, deren Koeffizienten 
rationale Zahlen sind, den GauB in Artikel 47 der Disquisitiones arith- 
meticae beweist und auf den er spiiter seinen Beweis der Irreduzibilitat 


der Kreisteilungsgleichung stiitzt, liBt sich in folgender Weise verall- 
gemeinern: 
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Als Rationalititsbereich werde ein Kérper K betrachtet, von dem wir 
folgendes voraussetzen : 

1. In K ist ein Integrititsbereich O enthalten, d. h. ein System von 
GréBen, die sich durch Addition, Subtraktion und Multiplikation, im all- 
gemeinen aber nicht durch Division reproduzieren. Die Gréfen in O 
heiBen ganze Grifen in K. Wir nehmen an, daB darunter die Zahl 1 
und folglich alle ganzen rationalen Zahlen enthalten sind. 

2. Sind W, w zwei GréBen in O, so heiBt W durch w teilbar, wenn 
in O eine GréBe w’ existiert, so daB 


(1) W=ww 
ist. Die Null ist hiernach durch jedes w teilbar, wihrend keine von Null 
verschiedene GréBe durch Null teilbar ist. 

Eine GréBe « in O, durch die jede GréBe in O teilbar ist, heiBt 
eine Einheit. Produkte und Quotienten zweier Einheiten sind wieder Ein- 
heiten. Eine GréBe in O, die als Produkt zweier GréBen in O, deren 
keine eine Einheit ist, dargestellt werden kann, heiBt zerlegbar. 

3. Wir unterscheiden darnach Hinheiten, zerlegbare und unzerlegbare 
GréBen in O und nehmen weiter an, dab jede GréBe W in O nach (1) 
in eine endliche Anzahl unzerlegbarer Faktoren zerlegbar ist, und daB 
diese Zerlegung, abgesehen von Einheitsfaktoren, durch W selbst ein- 
deutig bestimmt ist. Diese unzerlegbaren GréBen werden die Primfaktoren 
von W genannt. 

Es folgt aus diesen Annahmen, daB ein Produkt mehrerer GréBen 
in O dann und nur dann durch eine PrimgréBe p teilbar ist, wenn 
wenigstens einer der Faktoren durch p teilbar ist, und es ergibt sich un- 
mittelbar der Begriff des gréBten gemeinschaftlichen Teilers und des 
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen. 

Eine Funktion einer Variablen ¢ 

A(t) = at” + a,-'+---+a,, 

deren Koeffizienten GréBen in O sind, heiBt eine ganze Funktion in O. 
Der gréBte gemeinschaftliche Teiler der Koeffizienten a,, a,,---,@,, heibt 
der Teiler der Funktion A(#), und wenn dieser eine Einheit ist, so heiBt 
die Funktion A(t) primitiv. Aus diesen Voraussetzungen ergibt sich der 
folgende Satz, aus dem der erwahnte GauBsche Satz leicht folgt: 

I. Das Produkt zweier primitiver ganzer Funktionen ist 

wieder eine primitive ganze Funktion. 
Bezeichnen wir zwei primitive Funktionen in O mit 


A(t) = at + a,f-*+---+4,, 
B(t) = bot" + b,-' +---+5,, 
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34 
und ihr Produkt mit 


C(t) = gt ** + cit Feet Qo 
80 ist 


= Ayb, 
(2) C, = dob, + a,b,, 
C, = a,b, + a,b, + aby, 


Sind a, und }, Einheiten, so ist auch ¢, eine Einheit, und der Satz ist 
also evident. Andernfalls sei p ein etwa in a, aufgehender Primfaktor und 
My, 4, °*-*, @,_, teilbar; a, unteilbar durch p, 
by, by, +++, b »n 3 5, ” » 2P- 

(Es kénnte auch }, schon durch p nicht teilbar sein; dann wire b, = b, 

zu setzen.) Es ist dann nach (2) 
Cte = a,b, + a,_ 15,44 + ahah 
+ G,15,_) T°* 
Und dies ist gewiB nicht durch p teilbar, da a,b, nicht teilbar ist, 
wihrend alle anderen Glieder teilbar sind. Der Satz I ist hiermit bewiesen. 


s-1 


§ 2. 

Rationale Funktionen mehrerer Variablen in einem Kérper. 

Die Voraussetzungen 1—3 sind erfillt, wenn wir unter K den Kérper 
der rationalen ganzen und gebrochenen Funktionen einer Variablen x ver- 
stehen, deren Koeffizienten einem Zahlkérper 2 angehéren, wenn unter 
O der Inbegriff der ganzen rationalen Funktionen in Q und unter den 
Einheiten die Konstanten, d. h. die Zahlen in Q verstanden werden. Die 
PrimgréBen sind die in Q irreduziblen ganzen Funktionen von z, und da 
eine ganze Funktion von z in 2, abgesehen von konstanten Faktoren, 
nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerlegt werden kann, so ist 
hier die Voraussetzung 3 befriedigt, und der Satz 1 gilt in diesem 
Rationalitatsbereich. 

Wir werden ihn, und damit zugleich die Voraussetzungen 1—3, 
durch vollstaindige Induktion fiir den Kérper der rationalen Funktionen 
in Q von einer beliebigen Anzahl von Variablen beweisen. 

4. Ich nehme an, die Voraussetzungen 1—3 seien erfillt, wenn der 
Kérper K = K(xz,y,2,---) aus den rationalen Funktionen in Q von 
m Variablen 2x, y, 2, --- besteht; es sei also insbesondere bewiesen, daB 
die ganzen Funktionen dieser Variablen, deren Inbegriff der Integritiits- 
bereich O ist, nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerlegbar seien, 
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abgesehen von konstanten Faktoren, d. h. von Zahlen in Q, die als Ein- 
heiten betrachtet werden. 
Es sei ¢ eine neue Variable und 
(1) F(t) = cgt™** + c,i*t*-* +--+ +e,,, 
eine primitive ganze Funktion in O und die Funktion F(#):¢, sei in die 
beiden Faktoren A(#):a,, B(é):b, zerlegbar. Setzen wir 
A(t) = at” + a,i"-*+---+4,, 
Bi) = 6, +b,@-? +---+5,, 
so ist also nach dieser Annahme 


gmt 4 SL pmtmnd yw. 
° 


b 


— (m+ ety... +S) (e+ ; 


und wenn wir die Briiche 


a, an 

~~ a ae 

in ihrer einfachsten Form annehmen, so sind A(t) und B(t) primitive 
Funktionen in 0. Es ist dann: 


(2) A(t) B(t)= oe F(t). 


Es folgt nun leicht, daB a,b,:¢, eine Einheit sein muB; denn ist p 
ein Primfaktor, der dfter in ¢, als in a,b, aufgeht, so muB, da A(#) B(#) 
ganze Koeffizienten hat, p in allen ¢,¢,,---,¢,,, aufgehen, was un- 
méglich ist, da F(#) primitiv vorausgesetzt ist. Es ist also a,b, durch 
¢, teilbar, und da A(f) B(#) nach dem Satz I eine primitive Funktion ist, 
so muB a,b,:¢, eine Einheit sein. 

Ist F(#) nicht primitiv, so zerfallt es von vornherein in zwei Fak- 
toren, deren einer nur von den Variablen 2, y, z,--- abhingt, wahrend 
der andere eine primitive Funktion von ¢ ist. Damit ist unter der An- 
nahme 4 der folgende Satz bewiesen: 

Il. Wenn eine ganze Funktion F(t):¢, in K in swei 
ganze Funktionen A(t): a, und B(t):b, zerlegbar ist, so ist die 
ganze Funktion F(t) der n +1 Variablen 
(3) L,Y, 2,°*+,t 
in die zwei ganzen Funktionen A(t), B(t) derselben n+ 1 Variablen 
zerlegbar. 

Nun kann man nach dem Algorithmus des gréBten gemeinschaftlichen 
Teilers eine Funktion F(#):¢, als ganze rationale Funktion von ¢ in 
K(z,y,2,---) nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren der Form 

83* 
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A(t): a, zerlegen. Umgekehrt ergibt eine Zerlegung von F(¢) in unzer- 
legbare Faktoren des Bereiches O(2, y,2,---,¢) eine Zerlegung von 
F(t): in Faktoren der Form A(¢):a,. Demnach ergibt sich nach II: 
Ill. Eine ganze Funktion der n+ 1 Variablen x,y,2,---,t 
in Q laBt sich in eine endliche Anzahl unzerlegbarer Funktionen 
zerlegen, und diese Zerlegung ist, von konstanten Faktoren ab- 
gesehen, nur eine einzige. 
Die Voraussetzung 3 ist daher auch fiir den Bereich O(, y, z, -- -, é) 
erfiillt und der Beweis des Satzes III damit allgemein gefiihrt.*) 


§ 3B. 
Gegenseitige Reduktion zweier Korper. 


Es sei 2 ein beliebiger Rationalititsbereich algebraischer Zahlen. Ich 
betrachte zwei Normalkirper iiber Q 


(1) Q(z), = Ay) 
von den Graden » und m. Die irreduziblen Gleichungen, durch die diese 
Kérper erzeugt werden, seien 


(2) p(x) = 0; vy) = 0, 
so daB m(x) und w(y) irreduzible Funktionen n“" und m® Grades sind, 
in denen der Koeffizient der héchsten Potenz der Variablen = 1 ist. Aus 
einer ganzen Funktion F(z, y) in Q lassen sich durch (2) die n® und 
héheren Potenzen von z und die m“ und héheren Potenzen von y elimi- 
nieren. Eine in dieser Weise behandelte Funktion, die also in bezug 
auf x von niedrigerem als dem n*” und in bezug auf y von niedrigerem als 
dem m” Grade ist, soll der Kiirze halber eine reduzierte Funktion heiBen. 
Es seien jetzt 
(3) t=, y=6 
irgend zwei bestimmte Wurzeln der Gleichungen (2). 
Mit 
(4) %, ¥ 
sollen die Galoisschen Gruppen der beiden Kérper bezeichnet sein. Die 
Substitutionen dieser Gruppen seien 


(5) 9, wv 


und mit 
(6) z\p, ylv 
*) Vgl. H. Weber, ,,Lehrbuch der Algebra‘, 2. Auflage, Bd. 1, § 20 und den 


Artikel ,,Les fonctions rationnelles“ in der franzésischen Ausgabe der ,,Encyklopiidie 
der mathematischen Wissenschaften“. Bd.I 2, Seite 230. 
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werden die Zahlen bezeichnet, in die zwei Zahlen xz, y der Kérper (1) 
durch die Permutationen (5) iibergehen. 

Wenn die Funktion g(x) durch Adjunktion einer Wurzel § der zweiten 
Gleichung (2) reduzibel wird, so sagen wir, der Kérper Q(y) reduziert den 
Korper Q(z). 

Es mu8 dann eine nicht verschwindende, reduzierte ganze Funktion 
in Q, f(x,y) der beiden Variablen x und y geben, die der Bedingung 
(7) f(a, B)=0 
geniigt. Diese Funktion f(z, y) sei von solchen Faktoren befreit, die nur 
von x oder nur von y abhingen. Sie sei ferner so gewahlt, daB sie in 
bezug auf 2 von méglichst niedrigem Grade ist. 

Dadurch ist die Funktion f(x, y) bis auf einen konstanten Faktor, 
der eine beliebige Zahl in Q ist, eindeutig bestimmt. Denn ist f’ eine 
zweite Funktion derselben Art, also in bezug auf « von demselben Grad 
wie f, und sind a,, a, die Koeffizienten der héchsten Potenz von z in 
beiden Funktionen, so ist 

ay f — af” 
von niedrigerem Grade in x und mu8 folglich identisch verschwinden. 
Es ist also 

ay f = af A 
und da a), a Funktionen von y allein sind, die nach Voraussetzung in 
f und f’ nicht enthalten sind, so folgt das Gesagte. 

Wenn irgend eine nicht identisch verschwindende reduzierte ganze 
Funktion F(z, y) in Q fir =a, y= verschwindet, so ist F(x, y) durch 
f(x,y) teilbar; denn zunichst muB F(z, y) als Funktion von z allein 
durch f(z, y) teilbar sein, weil der Rest der Division, der gleichfalls fir 
z=«, y= verschwinden wiirde, von niedrigerem Grade wire als f(z, y), 
und daraus folgt die Teilbarkeit auch der Funktionen zweier Variablen 
nach § 3, IL. 

Daraus ergibt sich weiter, daB f(x,y) auch als Funktion von y be- 
trachtet, von méglichst niedrigem Grade ist. Denn ist irgend eine reduzierte 
ganze Funktion F(z, y) in Q gleich Null fir c—a, y=, so ist sie 
durch f(a, y) teilbar, und daher gewiB nicht von niedrigerem Grade als 
diese. Demnach hat die Funktion f(a, y) eine Wurzel mit ~(y) gemein 
und #(y) ist reduzibel in Q(«). Damit ist bewiesen: 

IV. Wenn der Korper Q(%) durch Q(y) redusiert wird, so 
wird auch Q(y) durch Q(x) redusziert. Die Korper reduzieren 
sich gegenseitig. 

Es sei nun 


fla, 9) = F(@, 9) 
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die oben definierte Funktion vom niedrigsten Grade n’, m’ in x und y. 
Es ist dann f(z, 8) in Q(y) unzerlegbar, weil sonst der Grad n’ noch 
erniedrigt werden kénnte, und da f(z, 8) mit p(x) eine Wurzel gemein 
hat, so ist p(x) durch f(z, B) teilbar. 

Es gibt also n’ Wurzeln « von (x): a, %,---,«@,,, fiir die f(a, A) 
verschwindet, und die Substitutionen 
(8) @’ = (a, a), (a, Hy), -- +, (0, @y) 
bilden eine in ® enthaltene Gruppe vom Grade n’. Folglich ist n’ ein 
Teiler von ». Wir setzen 
(9) ; n= nw. 
Ebenso ist #(y) als Funktion von y durch f(a, y) teilbar, und es gibt also 
eine in Y enthaltene Gruppe vom Grade m’ 
(10) ¥” = (B, Bi)» (Bs Bs)s = *s (Bs Bu) 
fiir die 
(11) m= m'y 
ist. Ist B, eine der durch (10) bestimmten Zahlen, so ist f(a, B,) = 0, 
und f(z, B,) hat eine Wurzel mit f(z,8) gemein, und ist also durch 
f(z, B) teilbar. Folglich ist auch 


(12) f(y, By) = 9 
wo a, irgend eine der durch (8) bestimmten Wurzeln ist. 
Zerlegen wir die Gruppe Y nach (11) in » Nebengruppen 
(13) Y=, + y+: + ¥'Y,, 
so geht durch jede dieser Nebengruppen die Funktion f(z, 6) in eine 
andere Funktion iiber, die mit 


f(z, B) | y= fh (2, B), 
(14) f @, B)| vs —h(z, B), 
f(2, B) | Y= L@, B) 


zu bezeichnen sind. Diese Funktionen von z sind alle voneinander ver- 
schieden, und keine zwei von ihnen haben einen gemeinschaftlichen Teiler, 
und da man auf eine Gleichung der Form: 
p(x) — f(z, B) F(a, B) 

alle Substitutionen der Gruppe Y anwenden kann, so folgt, daB g(z) 
durch jede der Funktionen (14), mithin auch durch ihr Produkt, teilbar 
ist. Dieses Produkt ist aber durch die Substitutionen der Gruppe Y un- 
geaindert und ist folglich in Q enthalten. Es mu daher, da g(z) in Q 
irreduzibel vorausgesetzt war, abgesehen von einem konstanten Faktor, 
mit g(x) tibereinstimmen: 


p(x) = Cf, (a, B) f.(2, B) --- f,@, B)- 
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Da alle diese Faktoren von gleichem Grade sind, so mu v ein Teiler des 
Grades n von g(x) sein: 


(15) n=n'v, 


und »v ist also ein gemeinschaftlicher Teiler von m und m. Der relative 
Grad des Kérpers Q(x) im Rationalitiitsbereich Q(y) ist dann mn”, und 
die mn” Zahlen 

h=0,1,2,---,n”—1 

> a , “) =? ? 
(16) OP Galera aoe 


bilden eine Basis des Kérpers Q(x, y), der aus den beiden Kérpern Q(z) 
und Q(y) zusammengesetzt ist. Denn wenn die Zahlen (16) linear ab- 
hingig waren (in bezug auf Q), so miiBte eine Relation von der Form 
bestehen 
B, + Bua + Bo® + ---+ B,_,e"-' =0, 

worin die B, ganze Funktionen in 2 von f, héchstens vom Grade m— 1 sind. 

Da aber die Funktion f(z, 8), deren Wurzel « ist, in Q(y) irreduzibel 
ist, so miissen die B, alle = 0 sein, und dies wire nur méglich, wenn 
sie identisch Null wiiren, da die Funktion m” Grades w(y), deren 
Wurzel £ ist, in Q irreduzibel ist. 

Hiernach ist der Grad des Kérpers Q(z, y) 


mn 


v 


In dieser Betrachtung kann durchweg Q(z) mit Q(y) vertauscht werden; 
dann treten die Gruppen ®, %’ an Stelle von Y, ¥’ und uw an die Stelle 
von v. Es ergibt sich der Grad des Kérpers Q(z, y) gleich mn:m und 


es folgt, daB » =v ist. Wir fassen das hiermit Bewiesene folgendermaBen 
zusammen: 


V. Wenn zwei Normalkirper Q(x), Q(y) der Grade n, m 
sich gegenseitig reduzieren, so miissen die Gruppen 0, der 
beiden Korper je einen Teiler ', ¥' von gleichem Index v haben, 
und der Grad des zusammengesetaten Korpers Q(x, y) ist gleich 
mn: v. 

Sind n und m teilerfremd, so kinnen sich die Kérper Q(x) 
und Q(y) nicht reduzieren, und der Grad von Q(a, y) ist gleich mn. 

Um den aus Q(x) und Q(y) zusammengesetzten Kérper Q(x, y) dar- 
zustellen, nehme man irgend eine rationale Funktion in Q: 


(17) 4 = (2, y) 


von x, y, deren mn Werte alle voneinander verschieden sind, wenn man 
fiir « und y die simtlichen Kombinationen je einer Wurzel von g(x) und 
v(y) setzt. Es ist bekannt, daB man dies z. B. durch eine lineare Funktion 
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von z und y mit rationalen Zahlenkoeffizienten erreichen kann. Diese 
GréBe z ist dann die Wurzel einer Gleichung 


(18) F(z) =0 


vom Grade mn, mit lauter verschiedenen Wurzeln, und jede GréBe in 
Q(z, y) kann rational in Q durch z ausgedriickt werden. Es ist also 


Q(x, y) = Qe) 
und wenn, wie vorausgesetzt, Q(x), 2(y) Normalkérper sind, so ist auch 
Q(z) ein Normalkirper- 

Wendet man die Permutationen der Gruppe , Y der Kérper Q(z), 
Q(y) auf die GréBe z an, so erhilt man eine Gruppe von mn Permutationen 
(19) oY = ¥9. 

Die Permutationen der Gruppe ® sind mit denen der Gruppe Y vertausch- 
bar, was in der Bezeichnung (19) zum Ausdruck kommt. 

Diese Gruppe (19) ist aber nur dann die Galoissche Gruppe des 
Kérpers Q(z), wenn die Kérper Q(x), Q(y) einander nicht reduzieren, 
also die Funktion F(z) irreduzibel ist. Wenn sich die Kérper reduzieren, 
so ist der Grad von Q(z) nach V. gleich mn:yv, und es muB sich also 
von F(z) ein irreduzibler Faktor /(z) von diesem Grade absondern, dessen 
Galoissche Gruppe 9 die Gruppe des Kérpers Q(z) ist und in OY als 
Teiler vom Index yv enthalten ist. 

Um die Gruppe © zu finden, bemerken wir, daB in jeder rationalen 
Gleichung G(a, 8) = 0 zwischen den beiden Wurzeln «, 8 wegen der 
Irreduzibilitét von f(x, 8) auf « alle Substitutionen gy’ der Gruppe ®’ an- 
gewandt werden diirfen, und aus dem gleichen Grunde darf man auf £ 
die Substitutionen w’ der Gruppe Y’ anwenden. 

Demnach ist 
(20) f(a\g’, B\v’) =9, 
was nichts anderes als die Gleichung (12) ist. Ist aber y, eine nicht in 
Y’ enthaltene Permutation von Y, so hat 


(21) f(x, B\¥,) = 9 

nach (14) keine der @|q’ zur Wurzel, und wenn z= a/|qg, eine Wurzel 
von (21) ist, so ist g, nicht in ©’ enthalten, und die Gesamtheit der 
Warzeln von (21) wird ausgedriickt durch a|p’g,. Man hat also 

(22) fal’, B\v'v,) =0 

und auf die Gleichung 

(23) f(a, B) =9 

kénnen daher alle Permutationen 0’g, ¥’y, angewandt werden. Es ent- 
spricht daher jeder Nebengruppe ¥Y’y, von Y’ eine bestimmte Neben- 





Zyklische Zahlkérper. 41 


gruppe ®’g, von ®’, und man kann auf die Gleichung (23) jede Permu- 
taticn 
og, ¥'v, 

anwenden, aber keine andere. Die Gruppe © zerfillt in die Nebengruppen 
(24) d= Og, + Vg, +--+ %'g,, 
und die Nebengruppen (24) sind in bestimmter Weise den Nebengruppen 
(13) von Y zugeordnet. 

Die Gruppe © des Kérpers Q(z, y) erhilt dann den Ausdruck 
(25) 0 = 9g, ¥'¥, + Og, Y'¥, +--+ + 0'G,¥'y,, 
wofiir man auch schreiben kann 
(26) 0 =O'Y'g,y, + OV’ gd, +--+ + 0'Y'g,y,. 


g§ 4. 
Anwendung auf zyklische Korper. 


Wir wenden diese allgemeinen Sitze auf den Fall an, daB Q(x), Q(y) 
zyklische Kérper sind. 
Thre Gruppen sind dann 


(1) o=—1, 9, 7’, ose, mF, 


Y= 1, Y, y’*, ek ~. 
Wenn die Kérper einander reduzieren, so sind die Gruppen 9’, ¥’ folgende: 
o = 1, 9’, y,-- +, 9", 


2 ; 
( ) y =1, v”’, wy", +s, g~*, 


und die durch § 3 (13) und (24) geforderte Zuordnung der Nebengruppen 
kann so geschehen 

(3) 0’, Og, Og’, ---, Og’, 

¥’, vy, ¥'y*, > Yyrm4, 

wenn g” die niedrigste Potenz von @ ist, die in ©’ enthalten ist. 

Denn wenn %’g und ¥’y* einander entsprechen, so entsprechen auch 
®’g’ und Y’y* einander, und wenn daher ab durch v teilbar ist, so muB 
auch b durch y teilbar sein. Folglich ist a relativ prim zu v, und wir 
kénnen ~* durch w ersetzen. Nach § 3 (26) besteht dann die Gruppe 0 
aus den folgenden Permutationen: 


(4) 0 = g*"+*y"te 
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Wenn insbesondere m durch n teilbar angenommen ist, so ist in 0 ein 
Teiler vom Grade m und vom Index m: y enthalten: 


(5) P=(p9v)* a=0,1,----m—1, 
durch den © so dargestellt wird: : 


(6) @==zPy" b=0,1,--,—-1. 


Eine zu P gehdrige Zahl z des Kérpers Q(x, y) hat n:v verschiedene 

konjugierte Werte: 

%oy 21, 24) °°", Bn a® 
die durch die Permutationen © zyklisch ineinander iibergehen, und Q(z) 
ist also ein zyklischer Kérper vom Grade n: v. } 

Der Relativgrad von Q(2, y) in bezug auf Q(y) ist aber ebenso groB, 
und darum ergibt sich, dab Q(z, y)=—Q(a,y) ist. Damit ist folgender 
Satz bewiesen: 

VI. Wenn zwei zyklische Korper Q(x), Q(y) der Grade 
n, m eimnander redusieren, und m durch n teilbar ist, so lapt 
sich der zusammengesetete Kirper Q(x, y) auch aus den beiden 
zyklischen Kérpern Q(y), Q(2) zusammensetzen, worin Q(2) nur 
vom Grade n:v ist. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung und Verschirfung dessen, was 
Kronecker die Komposition der Abelschen Gleichungen nennt.*) 

Wir kénnen den Satz in einer Weise aussprechen, bei der es gleich- 
giiltig ist, ob sich die beiden Koérper reduzieren oder nicht. 

Nennen wir die Gruppe P die aus ® und Y komponierte zyklische 
Gruppe und Q(z) den aus Q(x) und Q(y) komponierten zyklischen Kérper, 
so gilt folgendes: 

VIL. Zu der aus der Gruppe %, Y der zyklischen Korper 
Q(x), 2(y) komponierten zyklischen Gruppe P gehirt ein zyklischer 
Kérper Q(2), dessen Grad gleich n oder ein Teiler von n ist, 
und es ist 


(7) Q(z, y) = Q(z, y). 


*) Kronecker, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882. H. Weber, Crelles 
Journal Bd. 132, Seite 168. 
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§ 5. 
Kritische Primideale. 

Es sei Q irgend ein algebraischer Zahlkérper, und Q(z) ein relativ 
normaler Kérper iiber Q vom Grade m. Ein Primideal $ in Q zerfallt 
in Q(z) in folgender Weise in Primideale p: 

(1) B= (Pi Ps -- PY, 


und die Relativnorm 9 von p in bezug auf den Kérper Q: 


(2) Np) = ¥, 

ist eine Potenz von $. Die drei natiirlichen Zahlen e, f, g geniigen der 
Bedingung 

(3) efg=n 


und sind also Teiler des Kérpergrades ». Die Zahl f heiBt der Grad, 
g das Gewicht der konjugierten Primideale p, und g heiBt auch das Ge- 
wicht von $ (alles in bezug auf den Kérper 2) (Algebra Bd. Il, § 178). 
Die drei Zahlen e, f,g sollen die charakteristischen Zahlen von % 
(im Kérper Q(z)) heiBen. 
Das Primideal $ heiBt hritisch im Koérper Q(2) wenn g gréBer ist 


als 1. Die kritischen Primideale miissen in der Kérperdiskriminante auf- 
gehen und es gibt daher nur eine endliche Anzahl kritischer Primzahlen. 
(Algebra § 183.) 

Ich bezeichne mit © die Gruppe des Kérpers Q(z) und mit # ihre 
Permutationen. 

Zu jedem Teiler 0’ von © gehdrt ein in Q(z) enthaltener Kérper Q(2’), 
der aus allen den Zahlen aus Q(2) besteht, die durch ©’ ungedndert bleiben. 

Der Kérper Q(z’) ist dann und nur dann ein Normalkirper, wenn 0’ 
ein Normalteiler von © ist. (Algebra Bd. I, § 162.) 

Zu einem Primideal p gehért eine Gruppe X von Permutationen, die 
nach Hilbert die Trédgheitsgruppe von p heiBt, deren Permutationen zy durch 
die Bedingung charakterisiert sind, daB fiir jede ganze Zahl @ in Q(¢) 
(4) o|7 = (mod p). 


Der Grad dieser Gruppe ist gleich dem Gewicht g von und besteht 
also fiir ein nicht kritisches § aus der einzigen identischen Permutation. 
X ist ein Normalteiler von ©, denn aus (4) folgt, wenn man @ durch 
o|3-* ersetzt: 

«@|-'7% =o (mod p), 


und folglich ist #-*y@ in X enthalten. 
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Uber die Gewichte der Primideale gelten die folgenden Sitze: 
VIL. Hat ein Primideal B in Q(z) das Gewicht g und 
in einem Normalteiler Q(z) von Q(2) das Gewicht g’, so ist g 
ein Vielfaches von g’. Wenn also % in Q(z) nicht kritisch ist, 
so ist es auch in Q(z’) nicht kritisch, und wenn B in Q(z’) 
kritisch ist, so ist es auch in Q(2) kritisch. 
Denn das Primideal p in Q(z) ist in einem bestimmten Primideal p’ 
in Q(z’) enthalten, und dieses in einem Primideal $ in Q. Ist also B 
teilbar durch p’” und yp’ durch p’, so ist $ teilbar durch p’” und das 
Gewicht von $ in Q(z) ist also 


(5) g=hg’. 
IX. Sind Q(z,), Q(2,) zwei Normalkirper, in denen $B die 
Gewichte 9, , 9, hat, so ist das Gewicht g von B% in dem zusammen- 
gesetaten Korper Q(2) = Q(4,, 2.) ein Teiler des Produktes 9,9. 
Sind 0,, O,, © die Gruppen der drei Kérper Q(z,), Q(2,), Q(z), so 
ist nach § 3 jede Permutation # aus © zusammengesetzt aus zwei Permu- 
tationen #,, #, der Gruppen 9,, 9,: 
2 = 9,9, — 9,9, 


-(wenn auch im allgemeinen nicht umgekehrt jedes Kompositum #,#, zu 
© gehért). 


Sind also p, und p, die Primideale der Kérper Q(z,), 2(2,), in denen 
ein Primideal p des Kérpers Q(z) aufgeht und 7 = 7,7, eine Permutation 


der Trigheitsgruppe X von $ in Q(z), so ist fiir irgend zwei ganze Zahlen 
@,, @, aus Q(z,) und Q(z,) 


@,|% = @,|%, = @, (mod p,), 

@s\% = @;|%, = @, (mod p,), 
und folglich sind z,, z, in den Triigheitsgruppen X,, X, von $ in Q(z,), 
Q(z.) und x in X,X, enthalten. Der Grad von X,X, ist aber gleich g,9,, 


und nach einem allgemeinen gruppentheoretischen Satz ist daher g ein 
Teiler von 9,9, W. z. b. w. 


Nimmt man g, = g, = 1 an, so folgt aus IX: 
X. Ist B® weder in Q(#,) noch in Q(z,) kritisch, so ist es 
auch in Q(2,, 2) nicht kritisch. 
Zu der Tragheitsgruppe X des Primideals p gehért ein Kérper Q,, 
der aus allen Zahlen w des Kérpers Q(z) besteht, die der Bedingung 


(6) a|x=o 


geniigen. Daraus folgt, daB in dem Trigkeitskérper das Primideal $ nicht 
kritisch ist. Denn wenn m dem Kérper 2, angehért, und p’ das durch p 
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teilbare Primideal dieses Kérpers ist, so reduziert sich die Bedingung (4) 
auf die Identitat 
o =o (modp’), 


und die Triagheitsgruppe von p’ ist also die Einheitsgruppe. * 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

XI. Wenn ©’ ein Normalieiler der Gruppe © des Kaorpers 
Q(z) ist, der die Gruppe X als Teiler enthdlt, so ist $ in dem 
zu ©’ gehdrigen Korper Q(z’) nicht kritisch. 

Denn wenn 0’ die Gruppe X enthiilt, so ist Q(z’) in 2, enthalten, 
und da $ in Q, nicht kritisch ist, so ist es nach VIII auch in Q(¢’) 
nicht kritisch. 

Sind die Gewichte g,, 9, von $ in zwei Kérpern Q(z,), Q(z.) zu- 
einander teilerfremd, so ist das Gewicht g in Q(z,,2,) nach VIII sowohl 
durch g, als durch g,, also auch durch g,g, teilbar. Andererseits ist g 
nach IX ein Teiler von g,g, und folglich ist g = g,g,. Da die Gewichte 
auBerdem Teiler der Kérpergrade sind, so folgt: 

XII. Sind die Grade n,, n, zweier Korper Q(2,), Qe) 
teilerfremd, so ist das Gewicht g eines Primideals § in Q(z,, #3) 
gleich dem Produkt der Gewichte 9,9, in den Komponenten. 


g 6. 
Zyklische Korper vom Primzahlpotenzgrad. 


Man kann, wie es Gauf bisweilen getan hat, Begriff und Bezeichnung 
der Kongruenz auf gebrochene Zahlen ausdehnen, wenn diese Zahlen sich 
so darstellen lassen, daB der Nenner relativ prim zu dem Modul ist, 
indem man eine ganze Zahl £, die der Kongruenz a =1 (mod m) ge- 
niigt, mit 


(1) § = — (mod m) 


bezeichnet, wenn « relativ prim zu m ist. 

Wir wollen ferner eine Zahl, die, wenn sie in einfachster Weise 
durch einen Idealquotienten dargestellt ist, dessen Nenner teilerfremd zu m 
ist, ganz nach dem Modul m, und eine Zahl, in der Zahler und Nenner 
teilerfremd zu m sind, fremd zu m nennen. 

Eine nach dem Modul m ganze Zahl kann durch Multiplikation mit 
einer zu m teilerfremden ganzen Zahl in eine absolut ganze Zahl ver- 
wandelt werden. 

Jede Zahl, die nach dem Modul m ganz ist, ist dann mit einer 
absolut ganzen Zahl nach m kongruent. 





46 H. Waser. 


Es sei jetzt 2 ein beliebiger algebraischer Zahlkérper, dessen Prim- 
ideale mit $8 bezeichnet werden. Die im absoluten Rationalititsbereich 
genommene Norm 
(2) N() = P 
ist eine Potenz einer natiirlichen Primzahl p. (In dem besonderen Fall, 
wo Q selbst der natiirliche Rationalititsbereich ist, ist P=p.) Es sei 
Q(z) ein zyklischer Kérper iiber Q, dessen Relativgrad 


(3) n= ie 
eine Potenz einer natiirlichen Primzahl 4 ist. 

Ist $ in Q(z) kritisch, so soll auch die natiirliche Primzahl p in 
Q(a) kritisch heiben. 

Die zyklische Gruppe des Kérpers Q(x) sei 
(4) &=1,9, 9*,---, g"-". 

Ist @ gréBer als 1, so ist in Q(x) ein Unterkérper Q(z’) vom Grade 
(5) n’ = Ae-1 
enthalten, dessen Gruppe 
(6) o’ _— 1, g’, g", rey g”- 1a 
ist, und der zu der Gruppe 

o= 1, 9”, 9g"; cit g@- 
gehért. Der Relativgrad von Q(x) in bezug auf Q(x’) ist gleich 4. 

Es sei p ein Primideal in Q(x), p’ das durch p teilbare Primideal 
in Q(”’) und $ das durch p teilbare Primideal in Q. Die Trigheits- 
gruppe X von p besteht aus allen Permutationen zy, die der Bedingung 
geniigen, daB fiir jede ganze Zahl @ aus Q(z) 


(7) o|y=@ (mod p). 
Gehért also y’ der Gruppe X und ®’ zugleich, also dem Durchschnitt 
dieser beiden Gruppen an, so ist fiir jede ganze Zahl ow’ aus Q(z’) 
(8) a'|z’ =o (mod y’), 
und daraus ergibt sich: 
Der Durchschnitt von X und ’ ist in der Triigheitsgruppe 
X’ von p’ im Korper Q(a’) enthalten. 
Ist nun $ in Q(x) kritisch, so ist der Grad von X gréBer als 1 und 
X ist entweder gleich © oder in ©’ enthalten. Der Durchschnitt von X 
und ® ist im ersten Fall =’, im zweiten =X, und wir erhalten 
den Satz: 
XI. Hin Primideal %, das in Q(x) kritisch ist, ist auch 
in Q(x’) kritisch. 
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Um diese Betrachtung auf Q(z’) u.s. f. anzuwenden, leitet man aus 

Q(z) eine Kette von @ zyklischen Kérpern tiber Q ab: 

(9) Q(z), Q(z’), Q(x”), ii Q(xe-), : 

deren jeder in dem vorangehenden enthalten ist und in bezug auf den 
folgenden den Relativgrad 4.hat. Der letzte von ihnen ist in bezug 
auf 2 vom Grade 4 und von der Gruppe © und gehért zu der Gruppe 0’. 
Ist $% in einem dieser Kérper kritisch, so ist es in allen, insbesondere in 
Q(a?-*), kritisch (nach VIII und XIII). 

Wenn nun das Gewicht g von $ in Q(z) kleiner als m ist, so ist 
die Tragheitsgruppe X in ’ enthalten, und aus XI wiirde folgen, daB 
¥ in Q(z@-") nicht kritisch sein kénnte. Daraus folgt dann der wich- 
tige Satz: 

XIV. Wenn ein Primideal $% des Korpers Q in dem 
zyklischen Korper Q(x) vom Grade n= i¢ kritisch ist, so fillt 
die Triigheitsgruppe von 8 mit der Korpergruppe zusammen und 
(9) $=—>" 
ist die n* Potenz eines Primideals in Q(z). 

Da also das Gewicht von g in bezug auf Q gleich m ist, so ist der 


Grad gleich 1, also, wenn mit ® die im Kérper Q genommene Relativ- 
norm verstanden wird: 


(10) Np) = F, 


und hiernach ist die absolute Norm von p nach (2) 
(11) N(p) = P (Algebra Bd. II, § 175). 

Nach (2) ist P die Anzahl der nach $$ ganzen und inkongruenten 
Zahlen des Kérpers 2, und ebenso groB ist nach (11) die Anzahl der 
nach p ganzen und inkongruenten Zahlen des Kérpers Q(z). Daraus 
folgt, immer unter der Voraussetzung, dab p in Q(x) kritisch ist, 

XV. Jede nach » ganze Zahl in Q(x) ist mit einer ganzen 
Zahl in Q nach dem Modul » kongruent. 

Ist $ in Q(x) nicht kritisch, so ist g = 1 und ef =n, und es gilt 
ein dem Satz XIV entsprechender Satz fiir die Zahl f. Ist f>1, so ist 
in ® ein Teiler ¥ vom Grade f enthalten, zu dem das Ideal p gehért, 
der nach Hilbert die Zerlegungsgruppe von yp heift. Diese Gruppe besteht 
aus den Potenzen einer Substitution y, die durch die Kongruenz 


(12) @| =o” (mod p) 
definiert ist, und alle Substitutionen » von ¥ befriedigen eine Kongruenz 
(13) o|\~= oF (mod p), v=0,1,--,f—1. 
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Ist also ’ wieder eine Zah] in Q(x’), und yw’ zugleich in und in ¥ 
enthalten, so ist 

(14) o' |p’ =a’ (mod y’), 

und daraus folgt, daB der Durchschnitt von ®’ und ¥ in der Zerlegungs- 
gruppe von p’ enthalten ist. Dieser Durchschnitt ist aber Y selbst, wenn 
f <n ist und 0’, wenn f = ist; also: 

XVI Ist 9 >1 und der Grad von % in Q(x) grifer als 1, 
so ist der Grad von $ in Q(z’) ebenfalls grifer als 1. 

Ist 4 irgend eine nach $$ ganze Zahl des letzten der Kérper (9), 
Q(2e-), der zur Gruppe %’ gehirt, so folgt, wenn f<n ist, da Y und 
folglich , in diesem Fall in ’ enthalten ist, aus (12) 

(15) =? (mod p) 

und diese Kongruenz ist auch erfiillt, wenn fiir den Modul p das durch p 
teilbare Primideal in Q(2@-")) gesetzt wird. Diese Kongruenz aber be- 
weist, daB $% in Q(xz¢-") vom ersten Grade ist. (Algebra Bd. II, § 178.) 

Hieraus folgt aber nach XVI, daB f nicht zugleich gréBer als 1 und 
kleiner als » sein kann. Dies mit XIV zusammengenommen gibt den 
folgenden Satz: 

XVIL Es gibt in einem zyklischen Korper von Primzahl- 
potenzgrad n nur die folgenden drei verschiedenen Arten von 
Primidealen: 

1) $=p",f=1 _ kritische Primzahlen, 
2) B=—p, f=n $Y uneerlegbar, 
3) B=—p,p,---p, YB in n Primideale ersten Grades zerlegbar. 


§ 7. 
Kongruenzbedingung fiir die kritischen Primzahlen 
des zyklischen Kérpers. 

Ist p eine von 4 verschiedene kritische Primzahl, so nehmen wir 
eine ganze Zahl x in Q(x) an, die durch p, aber nicht durch p? teilbar 
ist, und bilden die Gleichung n*” Grades in Q, der diese Zahl geniigt: 
(1) f(x) =a" + a,a"-'4+---+a,_,27+a,=0, 


deren Koeffizienten ganze Zahlen in Q sind. Die Wurzeln dieser Gleichung 
sind die konjugierten Werte von z: 


(2) a, x\p=%, a\p* = m,,---,a\g*-'=—2,_,, 


und da die Triigheitsgruppe nach XIV mit der Kérpergruppe zusammen- 
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fillt, so sind alle diese Zahlen durch p, aber keine von ihnen ist durch 
p* teilbar. 

Daraus folgt, dab die symmetrischen Grundfunktionen «,, a, ---, 0, 1) % 
alle durch p, und weil sie in Q liegen, durch $ teilbar sind, daB aber 


@, = + 4M, %y°**H,_, 


durch $ und nicht durch ¥* teilbar ist. Die Derivierte von f(z): 
(3) f' (a) = na*-! + (n—1) aa"? +--+ +a, 


ist teilbar durch p"~*, aber nicht durch p", denn die Koeffizienten 
W,°°*; @_, sind durch $, also durch p” teilbar, und ma"~* ist durch 
p"-!, aber nicht durch p” teilbar, weil » nach Voraussetzung relativ prim 
zu » ist. 

Andererseits ist 


(4) f(a) = (w—m) (4@—m)--- (4#—2,_1), 
und folglich sind alle Differenzen 


(x—%,), (7—2y), sign (a—2,_,) 
durch p, aber keine von ihnen ist durch p? teilbar. 
Daraus ergibt sich, daB die Quotienten 


s—% s=% ... $=%- 


— m ’ ". 
oder, was dasselbe ist, 
(5) 
fremd zu » sind. 


Ebenso ist 2:2, fremd zu p und folglich gibt es nach XV eine 
durch $ nicht teilbare Zahl « in Q, die der Kongruenz 


bi 
+ === 1 
n-1 


= =a (mod p) 


geniigt. Wendet man auf diese Kongruenz die Permutationen der Gruppe ® 
an, so folgt: 


(6) = =a,---, nat =a (mod p), 
und durch Multiplikation dieser Kongruenzen: 
(7) «" =1 (mod p). 
Multipliziert man » von den Kongruenzen (6), so folgt 
* =a" (mod p) 


Mathematische Annalen. LXVII. 
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und aus (5) folgt, daB keine der Zahlen 
a, a, tery a1 
nach p mit 1 kongruent ist. Es ist also » der kleinste positive Exponent, 
fiir den die Kongruenz (7) besteht, und jeder andere Exponent yu, fiir den 
«* =1 ist, muB durch n teilbar sein. Nach dem Fermatschen Satz 
(Algebra Bd. II, § 167) ist aber 
«’-1=1 (mod p), 
und folglich ist P—1 durch m teilbar. Wir haben also den Satz: 
XVIII. In einem zyklischen Korper vom Grade 1° kinnen 
auBer 4 nur solche Primzahlen p kritisch sein, die der Bedingung 


(19) P=1 (mod 2g) 
geniigen. 
§ 8. 
Kritische Primzahlen in komponierten zyklischen Koérpern. 
Es seien nun Q(x), Q(y) zwei zyklische Kérper von dem gleichen 
Grade n, der eine Potenz einer Primzahl 4 ist: 
(1) n= i, 
und das Primideal $§ sei in beiden Korpern kritisch. Wie verhilt sich 


$ in dem zusammengesetzten Kérper Q(z, y)? Diese Frage ist viel 
schwieriger zu beantworten, wenn es sich um die Primzahl 4 handelt, 
als im andern Fall, und wir nehmen daher zuniichst an, es gehe B nicht 
in A auf. 

Ist p ein Primideal in Q(x), q in Q(y), p’ ein in p und gq auf- 
gehendes Primideal in Q(z, y), so ist nach § 7, XVIII 


(2) P=1 (mod n) 
und nach § 6, XIV 
(3) B= p" = a". 
Wir nehmen eine durch p aber nicht durch p? teilbare Zahl a in 


Q(x) und eine durch q aber nicht durch gq? teilbare Zahl x in Q(y) an. 
Dann ist wegen (3) 


(4) §= 
eine zu p’ fremde Zahl in Q(z, y). 

Es seien ®, ¥ die Gruppen von Q(z), Q(y) und 
(5) Hy = |G", ty = x\y" 


die konjugierten Werte zu a und x, die in bezug auf die Teilbarkeit 
durch p und q sich alle gleich verhalten. 
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Nach § 7 sind die Differenzen 


%— HM, W— My, ***, H— Ay 


durch p, aber nicht durch p? teilbar und folglich sind die Quotienten 
Saree. 6 oo, eee ’ 
s ? -. ? e * 
fremd zu p’, und die Differenzen 
(6) E—Elp, €—E'g*, ---, §—Elg*-? 


sind alle durch p’ nicht teilbar. Die Permutationen 


Pr Y, +>, Gm 
kommen also in der Trigheitsgruppe von p’ nicht vor, und aus dem 
gleichen Grunde kommen auch die Potenzen von w bis zur (n—1)™ 
nicht darin vor. Ist also X die Trigheitsgruppe von p’ in Q(z, y), so 
sind die Systeme 
(7) X, Xp, Xy*, ---, Xg"-* 
alle voneinander verschieden, und keine zwei enthalten ein gemeinschaft- 
liches Element. Da nun X wenigstens vom Grade m ist (nach VIII), so 
ist die Gesamtheit der Systeme (7) wenigstens vom Grade n* und da die 
Elemente von (7) alle in ®¥ vorkommen, so kann es auch nicht von 
héherem Grade sein. Es ergibt sich also 
(8) OY =X + Xp + Xp? +--- + Xy"* 

Demnach mu auch y in einem der Systeme Xq’ vorkommen, und 
da keine Potenz von wy, deren Exponent kleiner als m ist, in X enthalten 
ist, so muB y relativ prim zu » sein. Demnach kénnen wir ohne Be- 
schriinkung der Allgemeinheit y = — 1 annehmen und finden dann, dab 
gw in X enthalten ist. Dann aber ist X mit der Gruppe. 

O=—1, py, gy, ---, pty"? 
identisch. Gehdrt also z zu dieser Gruppe, so ist % nach § 5, XI in 
Q(z) nicht kritisch, AuBerdem kann in Q(z) keine Primzahl kritisch 
sein, die nicht schon in Q(x) oder in Q(y) kritisch ist (§ 5, VIII, IX). 

Hierdurch ist aber der folgende Satz bewiesen (§ 4, VII): 

XIX. Sind Q(x), Q(y) zwei zyklische Korper vom 
Grade 4%, und ist Q(z) der aus beiden komponierte szyklische 
Kiérper, so ist der Grad von Q(z) ein Teiler von 2%, und es 
ist Q(a, y) = Q(z,y). Ist die von 4 verschiedene Primzahl p 
in Q(x) und in Q(y) kritisch, so ist p in Q(z) nicht 
kritisch. *) 


*) Meine Vermutung, daB dieser Satz auch fiir die Primzahl 4 gelten méchte, 
wodurch das Folgende groSenteils unnétig wiirde, bestiitigt sich nicht. In dem aus 
4* 





§ 9. 
Der Kroneckersche Satz iiber zyklische Korper. 


Wir wollen die vorstehenden Untersuchungen anwenden auf den 
Beweis des Kroneckerschen Satzes, daB die Gesamtheit der im absoluten 
Rationalitatsbereich % Abelschen Korper durch die Kreisteilungskirper 
erschépft wird. 

Bekanntlich ist dieser Satz allgemein bewiesen, wenn er fiir zyklische 
Kérper, deren Grad eine Primzahlpotenz ist, bewiesen werden kann. 
(Algebra, Bd. II, § 208). Ist also R(x) ein solcher Kérper vom Grade 
m=A¢, in dem die von 4 verschiedene Primzahl p kritisch ist, so ist 
p—1 nach § 7, XVIII durch » teilbar, und aus der Kreisteilungstheorie 
ist bekannt, daB es einen aus p™ Einheitswurzeln zusammengesetzten 
zyklischen Kérper n*" Grades R(y) gibt, in dem nur die Primzahl p 
kritisch ist. In dem aus R(x) und R(y) komponierten zyklischen Kérper 
R(z) ist also p nach XIX nicht mehr kritisch, und keine andere Prim- 
zahl, die nicht in R(x) kritisch ist, ist in R(z) kritisch. AuBerdem ist 
R(x) in Ry, z) enthalten. Es ist also der Kroneckersche Satz nur noch 
fiir R(z) zu beweisen, in dem p nicht mehr kritisch ist. Indem man so 
sukzessive alle von 4 verschiedenen kritischen Primzahlen eliminiert, 
gelangt man zu dem Ergebnis: 

XX. Zum allgemeinen Beweis des Kroneckerschen Satzes ist 
nur erforderlich, ihn unter der Voraussetzung nachzuweisen, dap 
in R(x) keine andere Primzahl als i kritisch ist. 

Von hier an stiitzt sich der Beweis auf den Satz, den zuerst 
Minkowski bewiesen hat:*) 

XXI. Es gibt auper dem Korper der rationalen Zahlen 
keinen algebraischen Zahlkirper ohne kritische Primzahlen. 

Wenn es also noch gelingt, durch Kreisteilungskérper die kritische 
Primzahl 4 herauszuschaffen, so ist der Beweis vollendet. 


den beiden quadratischen Kérpern (7), n(y2) zusammengesetzten biquadratischen 
Korper R(i, V2) ist (1+ 1): V2 eine ganze Zahl wegen 


(’ tity) 2i(3 +272). 


Da nun 3+2/2 eine Einheit ist, so ist hier 2 ein Biquadrat und das Gewicht in 
R(i, V2) gleich 4. 

*) Minkowski, Crelle, Bd. 107, Seite 295. Geometrie der Zahlen, Seite 130, Dio- 
phantische Approximationen, Leipzig 1907, Seite 127. Weber, Algebra, Bd. II, § 189. 
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§ 10. 
Zyklische Korper vom Grade 2¢, 
Der Fall 4=2 bildet in gewisser Hinsicht eine Ausnahme, was 
daher riihrt, daB der Korper der *” Einheitswurzeln, wenn m eine Potenz 
von 2 und gréBer als 4 ist, nicht zyklisch ist. Jede Quadratwurzel laBt 


sich, wie bekannt, durch die GauSschen Summen als Kreisteilungszahl 
darstellen, und wir nehmen also in 


n= 2¢ 
e@ > 1 an. In dem zyklischen Kérper R(x) sind die konjugierten Zahlen 
oy Vy, Vey ***y Vy_y 
entweder alle reell, oder alle imaginir und dann paarweise konjugiert 
imaginir. Ist 2) konjugiert imaginiir mit z,, so ist x, konjugiert imaginar 
mit z,, und folglich ist z,,—2,, also v = > n. 
Die beiden Summen 


& = yt ty t+: +29, 


(1 
4 B= a + ayt+--- +44 


sind daher, wenn > 2 ist, reell, und man kann die erzeugende ganze 
Zahl « in R(x) so wihlen, daB & — & von Null verschieden ist (Algebra 
Bd. Il, § 209). Der Kérper #(£) ist quadratisch und folglich ist 


&+& =A, 
&, —§, = VB, 


worin A und B ganze rationale Zahlen sind, und zwar B positiv. 

Wire B ein Quadrat, so wiiren &, &, rational und §(&) hiitte keine 
kritische Primzahl. Nach § 6, XIII hatte dann auch R(x) keine kritische 
Primzahl und folglich ist B keine Quadratzahl. 

Andererseits ist jede ungerade Primzahl kritisch, die in B zu einer 
ungeraden Potenz erhoben vorkommt. Denn ist B=C*d und C* die 
gréBte in B aufgehende Quadratzahl, so ist R(~) mit R(Vd) identisch 
und jede ganze Zahl dieses Kérpers hat die Form 


(2) 


@ 


? ? 


_«+yVa 
2 


= — ‘ 


worin und y ganze Zahlen sind. Wenn also p ein in d aufgehendes 
ungerades Primideal ist, so ist @ =o’ (modp). Wenn wir also nach 
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§ 9, XVIII annehmen, daB in Q(x), und folglich auch in Q(§), nur die 
Primzahl 2 kritisch sei, so kénnen wir 
(3) & —§&-aVv? 
setzen, worin @ eine ganze rationale Zahl ist. 
Die 4n”" Einheitswurzeln 


ni 


bestimmen einen Abelschen Kérper 2n*" Grades, und die zweigliedrigen 
Perioden r +7~' einen zyklischen Korper R(y) vom n‘® Grade, in dem 
nur die Zahl 2 kritisch ist. Setzt man also 
(4) No = Yo + Ye + ** + Y,~2> 
=H + Ys t+ + Yn-1) 
und wahlt y so, daB ») —, nicht verschwindet, so ist 
(5) to - hh = by2, 
worin wieder 6 eine ganze rationale Zahl ist. Nun bilden wir nach 


§ 4, VII den aus R(x) und R(y) komponierten zyklischen Kérper R(z), 
der nach der Formel 


(6) R(x, y) = REZ, y) 
den Kérper R(x) ersetzen kann. Sind , Y die Gruppen von R(x) und 


Ry), so ist die Gruppe von R(z) in 
(7) Q=1, oy, py*,---, gr ty 
enthalten. Diese enthilt aber einen Teiler vom Index 2: 
(8) Q = 1, g*v®, ptyt,---, prt yr? 
Setzen wir 
(9) fo = Eom + Sim» 
&: = fom + &:%, 
(10) bo — & = (Fo — 51) (Mm — 4), 
so bleibt ¢, durch Q ungeiindert und erhiilt durch die ganze Gruppe OY 
nur die beiden Werte §, €,, die mach (10) voneinander verschieden sind. 
Nach (3) und (5) ist aber 
(11) & — 6 = 2ab 
rational, und da auch § + §, rational ist, so sind ¢ und §, rational. 
Daraus folgt aber, daB der Grad des Kérpers ®(z) kleiner als n 
sein muB, daB also R(x), R(y) eimander reduzieren. Der Grad von R(z) 
ist aber wieder eine Potenz von 2, deren Exponent kleiner als @g ist, 
und in ®(z) ist keine andere Primzahl als 2 kritisch. Hierdurch ist 
der Beweis des Kroneckerschen Satzes (§ 9) fiir den Fall 4 =2 durch 
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volistiindige Induktion erledigt. Denn fiir »—2 steht er, wie oben 
bemerkt, fest, und wenn wir ihn fiir alle niedrigeren Potenzen von 2 als 
richtig voraussetzen, so folgt er hiernach fiir die zyklischen Kérper vom 
Grade 2¢. 


$ 11. 
Die ungerade kritische Primzahl 2. 


Um den Fall eines ungeraden 4 zu erledigen, bediirfen wir noch eines 
Hilfssatzes, den wir nach dem Vorgang von Hilbert*) beweisen. 

Es sei 4 eine ungerade Primzahl und R(x) ein zyklischer Kérper vom 
Grade » = 4°, in dem nur die Primzahl 4 kritisch ist. 

Es sei 

22 
(1) r=e'* 
eine A@+” Einheitswurzel und 
(2) e=r 
eine n® Kinheitswurzel. 

Aus der Kreisteilungstheorie ist bekannt, daB die Zahl r einen zyklischen 
Kérper R(r) vom Grade n(A4—1) erzeugt, in dem ein zyklischer Kérper 
n Grades R(y) enthalten ist, der durch die Kreisteilungsperioden 
(3) yor tert ttt ee. po 
erzeugt wird, wo ¢ eine primitive Kongruenzwurzel von An ist. 

Der Kérper R(e) ist in R(r) enthalten und ist vom Grade 4¢-'(4—1). 

In R(r) und Re) ist nur die Primzahl 4 kritisch und es ist, von 
Kinheitsfaktoren abgesehen, wenn zur Abkiirzung 
(4) 6=1l1-—éeé 
gesetzt wird, 


(5) 4 = of *a-0 (Algebra Bad. II, § 199). 
Die Zahl o ist ein Primideal ersten Grades in #(«). 
Da nach Voraussetzung 4 in R(x) kritisch ist, so ist, wenn unter p 
ein Primideal in (x) verstanden wird, nach § 6, XIV 
(6) A=p". 
Wir suchen zuniichst eine Zahl § des Kérpers R(e,7) zu bestimmen, die 
die Eigenschaft hat, daB die nach ® konjugierten Zahlen 
(7) r= 8lg" 
alle inkongruent sind nach einem in p aufgehenden Primideal p’ als Modul. 
*) Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. Bericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 1894/95, § 103. 
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Wir betrachten zu diesem Zwecke die in R(¢, 2) enthaltenen Resol- 

venten von Lagrange: 

(8) L(é, %q) = % + €x, + Oat, + +--+ o*H,_1, 

indem wir x so wihlen, da keine dieser Resolventen verschwindet, welche 
primitive »* Einheitswurzeln « wir auch nehmen (Algebra Bd. II, § 209). 
Es ist dann 

(9) L(é, %)|\p = L(e, %,) = &*L(e, a), 

und die Zahlen 

(10) L(e, x)", L(s*, to) L(e, %)~*, 

worin a eine beliebige ganze rationale Zahl ist, sind in Ri(e) enthalten. 

Ist nun 4 in R(x) kritisch, so ist © die Trigheitsgruppe von p, 

und es ist 

% =%,=%4,=---=2,_, (mod p), 
also 
(11) L(é, %) = %(1+e+e2+---+e"-') =0 (mod p), 
und daraus folgt, daB (L(e,2,))* durch o teilbar ist, und wenn ¢ eine 
von « verschiedene primitive nm“ Einheitswurzel ist, so sind die beiden 
Zahlen 

L(é,%)", Le, 2)" 

durch dieselbe Potenz von o teilbar. 

Es ist immer méglich, die primitiven »“” Einheitswurzeln ¢ und ¢ 
so anzunehmen, daB auch ¢¢’ eine primitive mn Einheitswurzel ist. Unter 
dieser Voraussetzung setzen wir 

Lise’, x, 
(12) 7 em ? 
und so folgt aus (10): 
(13) 0\p =e". 

Da nun o ein Primideal ersten Grades in R(é) ist, so ist jede zu A 
fremde Zahl dieses Kérpers nach 6 mit einer durch 4 unteilbaren ganzen 
rationalen Zahl kongruent und da 7" in R(«) enthalten ist, so folgt aus 
dem Fermatschen Satze: 

(14) n*?@-) =1 (mod 6). 


Demnach laBt sich eine ganze rationale Zahl a so bestimmen, dab 
n"¢-) =1 + ae (mod 6°), 


und aus ¢ = 1 — 6 folgt mittels des binomischen Lehrsatzes 


é* = 1 — ao (mod 6’), 
folglich 


(15) e*y"@-) = 1 (mod 6°), 
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und es laBt sich nun beweisen, daB aus (15) die Kongruenz folgt: 
(16) e*y"@-) = 1 (mod o"). 
Um den Zusammenhang unserer Schliisse nicht zu unterbrechen, 


wollen wir den Beweis dieses Satzes aufs Ende verschieben und ihn einst- 
weilen voraussetzen. 


Definieren wir unter dieser Voraussetzung eine Zahl — durch die Formel 
(17) a i Ce: 


so ist & eine Zahl des Kérpers R(r, xz) und nach dem binomischen Satze 
folgt durch Erheben zur Potenz A: 


oo? — © ai f+ do-** ga-1 or do-®' a-0g, 
o” 


a 
e 7 


Die Koeffizienten der Potenzen von & auf der rechten Seite sind ganze 
Zahlen und links steht nach (16) eine nach 4 ganze Zahl, und daraus 
folgt, daB auch — eine nach 4 ganze Zahl ist. 

Wenden wir auf (17) die Permutation @ an, so folgt nach (13): 


(18) yagi * angi?" _ 1) me gi" yp —t). 


Es ist aber, von einem Einheitsfaktor abgesehen, 


0 


a= ("17-1 = 


und r und y sind fremd gegen A. 
Es ist also 


~a-y 
, 


sf—1 
é —i1 


7 
eine Einheit und &|m — & ist nicht durch p’ teilbar. Daraus ergibt sich: 
XXII. Im Korper R(e, x) gehiren die Permutationen 
p; gy’, gy’, ‘ak g*-* 
nicht zu der Tridgheitsgruppe von y’. 

Nehmen wir jetzt zunichst 9 = 1 also » =A als Primzahl an, so ist 
(19) o=1, 9, 9’, --+, og! 
die Gruppe des Kérpers R(x), und die Grappe von R(r) ist zyklisch 
vom Grade 


m = A(A—1). 
Sie sei 


(20) ¥=1, ¥, W-- 93; 
die Gruppe von R(e, x) ist in ®Y enthalten und die Tragheitsgruppe X 
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von p’ ist wenigstens vom Grade m (§ 5, VIII). Hieraus schlieBt man 
wie in § 8, daB 
(21) OY =X + Xp+ Xg?+---+Xq'-! 
sein muB; X kann nicht mit ¥ identisch sein, weil sonst z zu X gehdren 
wiirde, und daher nach § 5, XI 4 in R(x) nicht kritisch wiire. 

Der zu der Gruppe X gehdrige Teilkérper von R(r, x) hat aber nach 


§ 5, XI keine kritische Primzahl und ist sonach der absolute Rationali- 
titsbereich. 


Dies besagt nichts anderes, als daB X die Gruppe des Kérpers R(r, x) 
ist, und daB folglich R(r, 2) und R(r) von dem gleichen Grade und mit- 
hin identisch sind. Es ist folglich z in R(r) enthalten und damit bewiesen: 


XXIII. Jeder im absoluten Rationalititsbereich zyklische Korper 
von ungeradem Primzahlgrad i ist ein Kreisteilungskirper. 


Ist @ gréBer als 1, so betrachten wir neben der Gruppe ® die Gruppe ¥ 
des Kérpers #i(r), dessen Grad 


m = 4°(4—1) 
ist, und die in ® enthaltene Gruppe 
®, =1, g, g, ---, g*-4, 
durch die ® in der Weise dargestellt wird: 
(22) D = Oy + Dep + Oy? + --- + Og". 


Nach dem Satz XXII ist die Triagheitsgruppe X von p’ in ®,¥ ent- 
halten, und der Grad von X ist also kleiner als mn. Eine zu 9,¥ ge- 
hdrige Zahl z ist folglich rational, da R(z) nach § 5, XI keine kritische 
Primzahl enthalt, und folglich ist die Gruppe des Kérpers R(r, x) in ®,¥ 
enthalten. Die Kérper ®(z) und W(r) reduzieren einander, und es tritt 
der Satz § 4, VI in Kraft. 

Nach diesem Satze ist 


(23) R(x, r) = RG, vr), 


und ¥(z) ist ein zyklischer Kérper, dessen Grad eine Potenz von 4 ist, 
aber niedriger als der Grad von (x), und in dem gleichfalls nur 4 
kritisch ist. 

Daraus ergibt sich wieder die Richtigkeit des Kroneckerschen Satzes 
auch fiir diesen Fall durch vollstiindige Induktion. 

Zur Vollendung dieses Beweises ist nur noch erforderlich, die Kon- 
gruenz (16) aus (15) herzuleiten. Dies gelingt durch das folgende von 
Hilbert auf den Fall @ = 1 angewandte Verfahren. 

Es sei zuniichst ¢ eine beliebige durch 4 nicht teilbare natiirliche 
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Zahl, und es werde mit 4_, die Zahl bezeichnet, die aus 4 durch die 
Substitution (¢, e~°) hervorgeht. Dann setzen wir 


L(e~*e’~*, 2) L(ee’, 2) P-? 4-1 (4-1) 
6) = —_—_—_————aSXa—asx_se — > 
(24) |: L(e’~*, 2) L(e’, 2)° | "7. 1 ; 


was nach (13) eine Zahl in R(e) ist. 
folgt nach (15) ? 


(25) Qe" = es gfegte-9 = 1 (mod o’), 

und da © als Zahl in R(e) nach o mit einer rationalen Zahl kongruent 
ist, so folgt aus dem Fermatschen Satze und aus (25): 

(26) @" =O =1 (mod ¢). 

Wenn wir daher 

(27) O0=—1+%6 

setzen, so ist # eine nach 6 ganze Zahl in R(e). Aus dem binomischen Satz 


V—1+1064+---+ &#oe’ 


Erheben wir in die Potenz n, so 


folgt wegen (5): 
4=1 (mod o’), 
und wenn wir also wie in (27) 
O=—1+ Io’ 
setzen, und abermals in die Potenz 4 erheben, so folgt 
0” = 1 (mod o*), 
und wenn wir auf diese Weise weiter schlieBen, so folgt 
(28) ©” = 1 (mod o”"). 
Nehmen wir nun an, daB 
etyr@-1) — J 
durch o* aber nicht durch o** teilbar sei, so folgt aus (15): 
(29) e>1) 
und wenn wir setzen: 
(30) ety" @-) = 1 + bo® (mod o**'), 


so kénnen wir b als eine durch / nicht teilbare ganze rationale Zahl an- 
nehmen, und aus (25) ergibt sich 


(31) 6" =(1+bo0%.) (1+ bo’) (mod ot’), 


und wenn e+ 1 =n wiire, nach (28) 
(32) 6" = 1 (mod o**"). 
Aus (31) und (32) zusammen folgt aber 
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(33) b(o..+co°) =0 (mod o**"*) 
oder 


e_.\* 
(34) (%=*) =—e (mod 6). 
Nun ist fiir jedes positive a 


a ee oe 
und da «= 1 (mod ¢) ist, 
(35) 1—*# —a (mod 6). 


1—e 


Diese Formel gilt auch fiir negative a; denn es ist 


und demnach ist 


also nach (34) 
(36) (— ce)’ =— ce (mod 6). 
Dies ist aber unméglich, wenn —ec eine primitive Kongruenzwurzel 


yon » und e< 2 ist. Damit ist der Beweis des Kroneckerschen Satzes 
beendigt. 
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Zur Darstellung der Zahlen als Summen von 5‘* und 7" Potenzen 
positiver ganzer Zahlen. 


Von 


A. Wrerericu in Minster i./W. 


In der vorliegenden Arbeit soll nachgewiesen werden, daB sich 
eine jede positive ganze Zahl als Summe von hichstens 59 fiinften 
Potenzen positiver ganzer Zahlen darstellen la8t. Wenn auch wahr- 
scheinlich bereits 37 fiinfte Potenzen zur Darstellung aller Zahlen ge- 
niigen, so liegt doch die Zahl 59 so weit unterhalb der von Herrn 
Maillet*) angegebenen Grenze 192, daB mnachstehende Untersuchung 
wohl gerechtfertigt sein diirfte. Im zweiten Teile soll sodann bewiesen 
werden, daB eine jede positive ganze Zahl als Summe einer festen, end- 
lichen Anzahl 7** Potenzen dargestellt werden kann. 


1. 


1. 
Es sei z irgend eine positive ganze Zahl. Es sei 


4,=2—8, wo e=0Q,l, 


je nachdem z ungerade oder gerade ist, so daB also 2, stets ungerade ist. 
Ferner sei 


P+Q<4,<2°(P+Q), 


P = 15. 2°+7(2*-8. 1377 4 1)* — 1579 - 25°+8, 
Q = 15% . 25»+50 
ist. 
Ich setze sodann 
4,=2,—P, 
*) Maillet, Quelques extensions du théoréme de Fermat sur les nombres poly- 
gones. (Journal de Mathématiques, Ser. V, Bd. 2, 1896, 8. 363—380.) 
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so daB sicher 
Q<%< 2(P+Q) 
ist. Nunmehr kann ich stets eine Zahl A, wo OX A< 15-2"** ist, 
so bestimmen, dab 
£5 = 4, —A®=—15-2"+*. M 
wird, wie leicht zu ersehen, da (15 -2**+*) = 2”+™ prim zu 5 ist. 
Ersetze ich hierin A durch eine Zahl 
A,=A+15-2°+*.2,, wo 1,=—0,1,2,3 
ist, so sei alsdann 
4, =z, —A?> = 15- 2"+* M,. 
Da A ungerade ist, so ist A*‘=1 (mod. 4), und es ergibt sich, daB 
M, = M — 5r, (mod. 4) 
wird. Ich will nun 1, so bestimmen, daB M,=3 (mod. 4) wird. Dieses 
ist der Fall, wenn ich t,= M+ 1 (mod. 4) setze. 
Ist demnach jetzt 0<A<15-2"*™”, so kann ich stets be- 


wirken, daB ’ 
f, = 4, —A®°=15-2"+*. M 


wird, und daB zugleich M die Form 4N +3 hat. 


Dann ist aber 
Q —_ 15° " Forte’ < g. < 25(P+ Q), 


0<% <2°(P+Q). 


Hieraus ergibt sich endlich 


o<cm<ctt?.. 
15-2 


2. 
Ich setze nunmehr 
M, = M — 15 - 2" - B’, 
wo 
y = 2,3,4,5,6 
so zu bestimmen ist, dab »+3-+y=0 (mod. 5) wird. 
Hierin soll dann B so gewihit werden, dab 
0 < M, < Qtrv—18 
wird. 
Offenbar kann ich stets bewirken, dab 
M, < 15* - 2" - [B’*—(B’ — 1)} 
wird, wenn ich mit B’ den gréBten Wert bezeichne, den B annehmen 


kann, d. h. wenn ich 
1 


, M \5 — _ P+Q 
B’ = (ss) und hierm M = 5.art? 
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setze. Es ist nun aber B® — (B’—1)°<5-B’*. Ich kann also sicher 


erreichen, daB 
4 


oa ’ - d 5 
M, <5-15*- 2". B’* =5- 15*. "(oT ) 
15° - 2” 
wird. 


Ist daher 


4 


9Ar— Ht. Dy _M , 
2-18 > 5. 154.2 ra) 


so kann ich immer M, < 2*’-"* machen. Es soll also sein 
27-9 > 5°. 15*- 29. Me, 
oder, indem ich fiir 4 seinen gréBten Wert 6 setze, 


25*-%3 > 150-5. M, 
gor >, 5 Vo-(P+@ 


ort? ? 
2-4 >5-Y5-(P+Q), 
2” > 2”, 
v > 95. 
Es ist nun aber y sicher dann gréBer als 95, wenn z> 2° ist. 


Ist daher dieses der Fall, d. h. ist 2 >2™°, so kann ich stets durch 
geeignete Wahl von B bewirken, dab 


0 < M, < Dtv—18 
ist. 
3. 
Ich habe also gefunden, daB ich 
a=e+ P+A°+ 15. 2'+8. (15*.2".B°+ M,) 
setzen kann, wo M, eine nicht negative Zahl von der Form 4N+3 
und < 2**-%* ist. Setze ich noch 
15° . 27+ 8+" B® = BS, 
so erhalte ich endlich 
z=e+A°+B°+ 15. 2’+7. [(2?"-*. 1377 + 1)? + 2M] — 1579 - 25+ *. 
Es sei (2°°-*-1377+1)?+2M,=G gesetzt. 
Da M, die Form 4N+3 hat, so ist bekanntlich 
M, = (2,)* + (2, + 1)? + 2(2m, + 1)*. 
Setze ich endlich 
22-6. 1377 +1 =—4n+1, 
so wird 


G = (4n +1)? + 2(2n,)? + 2(2n, + 1)? + 4(2n, + 1)*. 
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Folglich wird 
2°. G = 2(16n + 4)? + (16n,)? + (16m, + 8)? + 2(16n, + 8)*. 
Es ist nun 
2[(16m + 4)* + (16, + 8)*] = [16(n + n,) + 12}? + [16(m —n,) — 4). 
Ferner ist 
[16(m + n,) + 12} + [16n,]? 
= 2{[8(m +m, +n,) + 6? + [8(m—m, +n) + 6)} 


[16(n —n,) —4]}* + [16n, + 8}? 
= 2([8(n +m —m) + 2}? + [8(n—m,—,) —6P}. 
Demnach ergibt sich 
2*. G = [8(n+n, +n,)+ 6) + [8(n—n, +n,) + 6P 
+ [8(m +n, —n,) + 27 + [8(n—n, —n,) — 67 
= 9" + 99" + 5° + 
Hierbei ist der gréBte, resp. kleinste Wert, den ein y,; annehmen kann, 
gleich, 2(4n+1)+8u, wenn uw < 2**-* den gréBten Wert bezeichnet, 
den 2n,, resp. 2n,+1 und 2n,+1 annehmen kann Es ergibt 
sich also sicher 
28-8 . 1377 + 2 — 22-8 < y, < 29-5. 1377 + 2 + 29"-8 
oder auch 
‘i. 1 1 on 3 1 
[43 + ot seat] <u <2" [48+ 3 + ser]: 
Ich kann demnach 
y, = 43-2 + y/ 
setzen, wo dann sicher 
is 
a <M <u 
ist. 
Da nun y, die Form 4N+2 hat, so hat ein jedes y,; dieselbe 
Form. Ich kann daher y; als Summe dreier Quadrate darstellen 
Ye - Vik + Yi; + Yi, 
wo alsdann ein jedes y,,< 2”~* ist. 
Ich erhalte daher endlich 


2. G = SS" [43-27 + yi t ye t BP, 


i=1 


wo also jedes y,,< 2"-? ist. 
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Folglich wird 


4 
em e+ ABS +15-2°+8. S$) [43.294 yh + yh + yh}? — 1579 - B48, 
i=1 
d. h. 
e=e+A°+B'+ 72, 
wenn ich zur Abkiirzung 


4 


of = 15-278. S$) [43 - 2” + yh + yh + yh? — 1579 - 25°48 


i=1 
setze. 


4. 
Zwischen vier beliebigen Zahlen «, u,, v,, w, besteht nun die Identitat 
A, = (8a+u,)° + (8a—u,)° + (8a+0,)° + (8a—»,)° 
+ (8a+w,)> + (8a—w,)’ + (@+u,+0,+,)* 
+ («—u,—¥,— 0° + (@—u,+0,+0,)* + («a +u,—0,—w,)* 
+ (a+4u,—0,+ 0) + (@—u,to,—w) + (a+u,+0,—w)® 
+ («—u,—v,+ w,)° 
= 2a{60[43a? + u? + 02 + wZ} — 8 - 1579 a}. 
Es wird also 


4 4 
> 4, = 15- 2a. >) [43.0% + u2+ 02+ w2}? — 2%. 1579 - aw. 
ial 


fi=1 


Setze ich nunmehr hierin 


em 2", UH, % = Yer, Wy = si, 
so erhalte ich 


4 41 
>A- 15. 2°+8. S$" [43-29 + yi + yh + yb? — 2°- 1579 - 25% = ¢’, 
i=1 i=1 
Da nun A, die Summe 14 fiinfter Potenzen ist, so kann ich also & 
als Summe von héchstens 4.14 = 56 fiinften Potenzen darstellen, wobei 
wegen y,,< 2’-* alle Potenzen positiv sind. Hiermit ist also bewiesen, 
daB sich eine jede Zahl z>2°*® als Summe von héchstens 59 finften 
Potenzen positiver ganzer Zahlen darstellen laBt. 


5. 


Es bleibt demnach noch nachzuweisen, daB sich auch alle Zahlen 
<2°*® in héchstens 59 fiinfte Potenzen zerlegen lassen. 
Mathematische Annalen. LXVII. 5 





A. Wrererics. 


Es sei z eine dieser Zahlen. Ich setze dann 
4,=—2—A,°. 


Wie schon oben bemerkt, kann ich dann durch geeignete Wahl von A, 
bewirken, daB 


4 
“,<5-2° 
wird. Ist ferner 
a= 4, — Ay’, 
so kann ich ebenso erreichen, daB 
4 4 G 
fy << 5-8? <5-5°- 
wird. Ebenso finde ich fir 
8, = 2, — A,°, 
4 


ry 1+ 
2, <5 + &s <5 


daB ich 


machen kann. 
Angenommen, ich hiitte nun 


nner 


gefunden, so setze ich 

&y = 2-1 — A,¥, 
und finde alsdann, daB ich durch geeignete Wahl von A, bewirken 
kann, daB 


eae eT 


wird, d. h. daB 


aes gs? B. ( 6 


wird. Setze ich nun fiir 2 seine obere Grenze 2° ein und setze v = 22, 
so erhalte ich durch eine einfache Rechnung, dab 
gq < 50000 
gemacht werden kann. 
Ich kann daher eine jede Zahl z< 2° gleich 


22 

a AY + 9 

i=1 
setzen, WO 4%. < 50000 ist. Kann man demnach die Zahlen < 50000 
als Summe von héchstens 37 fiinften Potenzen darstellen, so ist jede 
Zahl «<< 2™° die Summe von 22 + 37 = 59 fiinften Potenzen. 
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6. 


Aus der am Schlusse folgenden Tabelle ergibt sich nun, daB sich 
die Zahlen von 1 — 3000 als Summe von héchstens 37, und speziell die 
von 500—3000 als Summe von héchstens 28 fiinften Potenzen darstelien 
lassen. Es sei 2), irgend eine der Zahlen < 50000. Ist alsdann 2,, < 3000, 
so ergibt sich aus der Tabelle, daB z,. gleich der Summe von hiéchstens 
37 fiinften Potenzen ist. Es sei daher 3000 <z,,< 50000. Ist nun 
zunichst %. > 33500, so setze ich 4%, = 8° + 2, ist dagegen 
17500 < Z, < 33500, so setze ich 2, —7°+ 4, und finde so leicht, 
da 8° — 32768 und 7° = 16807 ist, daB sicher 500 < z,, < 17500 ist. 

Ist jetzt 8500 < z,, < 17500, so setze ich 2, — 6° + z,, und erhalte 
wegen 6°= 7776, daB 550<z,,< 10000 ist. Ist dann 4000< z,,< 10000, 
so setze ich 2,—¢-5+ 4 ,, wo ¢=1 oder 2 ist, und finde so, daB 
500 < 4, < 4000 wird. Indem ich dann endlich noch, falls 2,, > 3000 
ist, %, = 4°+ 2, setze, erhalte ich, daB ich durch Subtraktion von 
héchstens 27 fiinften Potenzen eine Zahl z,, bestimmen kann, die zwischen 
den Grenzen 500 und 3000 liegt, also nach der Tabelle durch héchstens 
28 fiinfte Potenzen dargestellt werden kann. 


Hiermit ist demnach der zu Beginn ausgesprochene Satz allgemein | 
bewiesen. 


I. 
1 


Es sei z eine beliebige positive ganze Zahl. Es sei 
(P— Q) " Qiv <e< (P— Q) ‘ givtm, 


P=’. Qir+78 4 7 33-2, 
Q = 5627904 


und 
a = 3*.5-7-11 
gesetzt ist. 


Nun ist sicher 


G- Q,) oe >(Prs1 = Q,41) “Hes, 
wo fiir einen Augenblick die GréBen P, Q mit Indizes versehen sind; 
das heiBt aber: die obere Grenze fiir z ist gréBer als die nichstfolgende 
untere, die Grenzen greifen tibereinander. Ich kann daher stets z zwischen 
zwei derartige Grenzen einschlieBen. 
Ich setze dann 
4=2+Q- 2 


P-.2'° <<, <P. Qiv+tt 


so daB 
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ist. Dann kann ich, wie leicht zu ersehen, da g(x-2°*+*) prim zu 7 
ist, stets zwei Zahlen A, und A,, von denen wenigstens eine, etwa A,, 
ungerade ist, derart bestimmen, dab 


a, = 2,—A,'—A,'=—a- 25*+8. M 

wird, wo 

OSA, <a- 25"+8 
und 

0 < A, <a: Q3r+8 
ist. 

Ersetze ich dann A, durch 
AOA, + 2-248, 


t,=0,1,---,7 


wo 
ist, so wird 
£49 = 2, — A,’ — AO = w- 25*+8. M.. 
Hierin ist 
M,= M—7rt, (mod. 8), 
d. h. 
M,= M+ +1, (mod. 8). 
Es soll nun t+, so bestimmt werden, daB M,;=3 (mod. 8) wird. 
Dieses ist der Fall, wenn ich t;=3— M (mod.8) wihle. 
Ist demnach 0 < A, < 2- 2°”+™, so kann ich stets 
f= 2,—A,'—A,'=—2- 29°+8. M 
so bestimmen, daB zugleich M die Form 8N + 3 hat. 
Es ist alsdann sicher 
83? . z - BI 8 < 8, <P. Qtr, 
Demnach wird endlich 
33? . Q4r—10 < M< t a Qiv+i3. 
ri 


> 
Ich setze nunmehr 
M, = M — 33? . 247-0 
so daB sicher 


0< HM, < 2. eres 


oder 
0 <M, < 2°. Q187+% 
0 < M, < 9isy + 182 
ist. 
Es sei nun 
3v+1+¢«=0 (mod. 7), 


wo ¢= 3,---, 8,9 ist. 
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Dann will ich zu bewirken suchen, da8 nach Subtraktion des Aus- 
druckes 2 


j 
3°. (5-7-11)*- 2 ->'B; 
i=1 
die Differenz 


j 
M’ = M, — 3°. (5-7-11)*. 2°. SB < ar-10 


f=1 
wird. 


Bezeichne ich 3°-(5-7-11)*-2* kurz mit 4, so kann ich, wie es 
aihnlich in I. gezeigt wurde, stets 


1 
M, = M,—4-B< 7-47 +p? 


machen, wenn ich unter w den gréBten Wert verstehe, den M, annehmen 
kann, d. h. wenn p = 2%*+%8 ist. 


Ebenso kann ich erreichen, daB 


1 6 6 1 6 6\? 
M, = M,—4-B,'<7-4'-Mii< eS ar (+4). (7) 
wird. Ich finde so endlich, daB ich bewirken kann, dab 


M = My MB tte GY TH) G) 


wird, d. h. daB 
ee 


? 
» 
M’<7'-a- (53) 
wird. 


Es soll nun 2*”’-” gréBer als diese Grenze sein: 


‘ » (i) 
Qtr-0 5, 7-4-(565) . 


Da 77-4 < 2® ist, so ist dies sicher der Fall, wenn 


gen oe (5) 


6\J 
Qtr-10 > 95. (gitr+9r)(3) 


, 
j 
asy+97- (£) 
> 


Qtr > 9 





A. Wrererica. 


by — 95 > (18 +97)-(F)’ 


ist. 
Setze ich hierin z. B. j = 12, so ergibt eine einfache Rechnung, dab 
dann obige Ungleichung sicher erfiillt ist fiir 


v > 95. 


12 
Durch Subtraktion von a. >’ B; kann ich daher bewirken, da8 
f=1 
0 < M’ < giv—10 
wird. Alsdann wird 


2 = — 5627904.2" + A. +A, 


12 
+ BB. T-11.2r+8.| 35%. 26-104. 38. (5-7-1182. 57-8 + I], 
i=1 
wo also 0 < M’< 2**-", und M’, wie vordem M,, die Form 8 N+ 3 hat. 
Bezeichne ich allgemein mit P, einen Ausdruck, der als Summe 
von x 7*" Potenzen dargestellt werden kann, so erhalte ich also 
e= Pi, + 3*-5-7-11-25"+®. (33. 24-8 + 4M’) — 5627904- 2" 
oder auch 
a= P,, + 3?-5-7-2"+*. G — 5627904 - 2"”, 
wenn ich kurz 
G = 3?-11-2?"-5.(33*.2#*-§ + 4M’) 


setze. 
Es ist nun 
4M’=4(8N+3) =16N + 12. 
Also kann ich 4M’ in die Summe dreier Quadrate 
4M’ = (4n,+ 2)? + (4n, +2)? + (4n, + 2)? 
zerlegen, wo sicher 
4n,+ 2 < 2%"-5 


ist. 
8. 


Es besteht nun die Identitat, die allgemein in meiner Arbeit*): ,,Be- 
weis des Satzes, daB sich eine jede ganze Zahl als Summe von hichstens 
neun positiven Kuben darstellen liBt“, aufgestellt worden ist: 


*) Mathematische Annalen Bd. 66, p. 95—101. 
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G — 6-83.28 4. [B54 2-8 + (Am, +2) + (Amy +2) + (Aimy +2)") 


~ >. 22-44 4n4 2) +4 [33- 29-4 4n,— 295}. 
i=1 
Ist ¢° irgend eimer der Kuben [33-2*”-*+ (4m,+ 2)]*, so ist also 


33 -Qiv—4 a Qir—5 < ¢; << 33. 22-4 + teat” 
d. h. 


J we 
a= << 55° 2". 
Ich kann demnach 


¢, = 2-2°"+ ¢/ 
setzen, wo dann 


1 v d 3 v 
gg P< < gy 2? 
ist, und wo ¢; ebenfalls die Form 4N + 2 hat. 
Es ist also 


¢; = a} ss y? + 2} 
und folglich 


¢, = 2-29 + 42 + y2 + 23, 
WO 2;, resp. y,, 2, sicher <Vi- 2” ist. 
Ich erhalte daher jetzt 


6 
2— Py + 39-5. 7-274. S$) (2-2 +22 + y? +27)° — 5627904. 2, 


i=1 


4. 


Es seien @, 2,, 2, 2%, vier beliebige positive ganze Zahlen. Ich setze 

alsdann zur Abkiirzung 

a,” + ay? + a," = o,, 

a, + 2, + 2, = 6, 

047%," + 1,72," + 14°25? = Oy9, 

a,° + 2° + 2° = 6,, 

a,*x4? + a,x, + 2*2,? + 2*2,* + 2,'2,* + 2,°%,’ = Oy, 

147572,” = Oye. 


Es sei dann ferner 


2a-9(2) = > {(a+2)' + («@—a)"}; 


i=1 





A. Wrererics. 


2a-(x) = (« +4, + ay)" + (@—2, — 45)’ + (@ +4, — 25)" 
+ (@— 2, + 3)" + (@ + 2, + 5) + (@— 4, — 2)" 
+ (@+ 2, — 45)’ + (a@— a, +25) + (a+ %, +215)! 
+ (@— a, — 45)" + (a+ 2, — 25)" + («— 2, + 45)"; 
2a -4o(x) = (Pa +2, + 2, +25)’ + (a — x, — a, — 2)" 
+ (@a— x, + % +25)" + (Ga +2, — 2, — 25)! 
+ (@a+2,—2,+2,)' + (#e—2,+4,—2,)' 
+ (@a+2,+2,—2,)' + (#a—2,—2,4+42;,)'. 
Dann wird 
p(x) = 76, + 35a*o, + 2late, + 3e%, 
v(x) = 286, + 2106,, + 1400*6, + 420a*-6,, + 84ato, + 6-a%, 
Ag(@) = 289-6, + 4208-6,, + 2520-#- 6... + 1408°- a?- 6, 
+ 840- 8°. a?-6,. + 84-05. «4-6, + 8-8 -a®, 
Ich bilde nun den Ausdruck 


H = 60-2". p(x) + 6-2" p(x) + 2°-y,(2) + 167,(x) + 8- x4(2) 
= B7.5-7- 28-6, + 36 + Goxy. + 6076, + 120°-6,, + 12-a*-,} 
+ 176128 «°. 
Es wird dann also 
H = 3?.5.7-2%. (2a? +2,?+ 2,2 + 2,7) — 468992 °. 
Also wird 
2aH = 3*-5-7-2°-a(2a*?+ 2,2 + x? + a,")® — 9379840". 

Dann ist, wenn P, dieselbe Bedeutung wie oben hat, 

3°.5-7-2°-a(2a*+ x,? + 4,° + 2,")® — 937984a' = 60-P, + 6-P,, 


+ Py + 16P, + 8P, = Poss. 
Setze ich nunmehr 


a= 2", hy, y= Y, mh, 
so finde ich allgemein 
3*-5-7-2"+9(2- 29” + 2? + y2 + 27)§ — 937984-27" = P,,,, 
demnach 


6 
3*.5-7-27+9 S$) (2.98 +03 + y2 + 23)° — 5627904. 2" — Prigg. 


i=1 


Folglich wird endlich 
2= Pip + Prise = Pree, 


wo wegen 2, resp. ¥,, 2; <V3 - 2” eine jede Potenz positiv ist. 
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Hiermit ist also bereits bewiesen, daB sich eine jede Zahl z > 2” 
als Summe von héchstens 3806 7%" Potenzen darstellen laBt. 


5. 


Es sei nun zg eine Zahl <2*. Dann kann ich ¢ auf die Form 

bringen 
2 = Oy + O° 2+ O92 BP +++ + 049° 28%, 

wo bekanntlich die 9, nicht negative ganze Zahlen < 2" sind. 

Ich finde daher leicht, daB sich z als Summe von héchstens 14-2'=1792 
7" Potenzen darstellen laBt. 

Es gilt demnach allgemein: 

Eine jede positive ganze Zahl ist als Summe einer festen, endlichen 
Anzahl (die sich als < 3806 ergibt) 7°" Potenzen positiver ganzer Zahlen 
darstellbar. ‘ 


Diese obere Grenze la8t sich leicht noch bedeutend verringern. Bilde 
ich namlich, anstatt 2aH, 


2cH- 0 = 600-P,+6-90-P,,+90-P,4+16-0-P,+8-0- P, 
— 0, P, + O, Pip + OP, + O,P, + 0; P,, 
so brauche ich hierin nur © so zu bestimmen, daB die GréBen 0, durch 
eine méglichst geringe Anzahl 7”* Potenzen darstellbar sind. Ich habe 
dann nur in der ganzen Herleitung zu beriicksichtigen, dab ich zum 
Schlusse nicht 2aH, sondern 2aH-9 zu erhalten habe. Setze ich z. B. 
© = 0’', so kann ich zunichst 60°0’" durch geeignete Wahl von 0’ durch 
eine méglichst geringe Anzahl] 7** Potenzen darzustellen suchen. Ist z. B. 
0’ = 3, so kann ich 
60-37 = 3-67 4+ 574+ 3-47 + 7-37 + 5-2'+6-1' = P,, 

setzen. Indem ich sodann 2aH-0’'-0”" bilde, kann ich 16-0”" ebenso 
behandeln usw. : ' 

Die Anregung, mich mit der Zerlegung der Zahlen in 7” Potenzen 
zu beschiiftigen, verdanke ich Herrn E. Landau. 


Die nachfolgende Tabelle bedarf kaum einer weiteren Erliuterung. In 

der Spalte mit der Uherschrift z finden sich die Zahlen, in der mit P 

die za ihrer Darstellung erforderliche geringste Anzahl fiinfter Potenzen. 
zZ | Caeod 


Dabei bedeutet z. B. | 





daB die Zahlen 371, 372, 


871... $88 | 5... 17 | 
373 usw. bis 383 als Summe von 5, 6, 7 usw. bis resp. 17 fiinften Potenzen 
darstellbar sind. 
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Tabelle 
der kleinsten Anzahl fiinfter Potenzen, in die sich die Zahlen von 1—3000 
zerlegen lassen. 





P Zz 


as) 





793... 805 eee 1356. . .1362 

806... 818 ee 863... 374 

819... 824 = 375... 387 

825... 837 eon 388... 394 

838... 850 eee 395... 406 

851... 856 bes 407... 419 

-.- 869 oes 420... 426 

. 882 a 427... 438 

-.. 888 see 439... 451 

- 901 — 452... 457 

- 914 awe 458... 470 

- 920 see 471... 483 

. 933 bee 484... 489 

- 946 ews 490... 502 

- 952 eos 503... 509 

. 965 eee 510... 521 

. 971 cee 522... 534 

--- 984 ees 535... 541 

985... 997 oes 542... 553 

998...1003 sos 554... 566 

1004. ..1016 eas 567... 578 

17... 28 hes 574... 585 

24... 365 Te 586... 598 

36... 48 ove 599... 605 

49... 55 oes 606... 617 

56... 67 wae 618... 630 

68... 80 ees 631... 637 

a... & eee 638... 649 
88... 99 eee 650... 
100... 112 eee 663... 
113... 119 eee 670... 
120... 131 ees 682... 
132... 144 eee 695... 
145... 151 oes 701... 
152... 168 eee 714... 
164... oe Lee 
BEF 200 eve 733... 
184... eon 746... 
196... 7 753... 
209... 765... 
216... eee 778... 
228... Tr 785... 
241... eee 797... 
247... eee 810... 

260... 

ee es oe 

279... eee 842... 

292... "oe 849.. 

299... ese eee 

311... eee 874... 

$24... ven 881... 

331... ee 


te int bo ie bo G2 Ge be Ge be Oe Oe 
3 fm > Go Ot Ad Om OP BD 


= 
DS OOD PO DW et wd GH Or im Go BO 


. 


—_ 
om 


= _ 
“10 no 
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906... 
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1918, ..1924 eee 2283. . .2290 eos 2654. . .2661 
925... 937 eee 291... 303 one 662... 672 
938... 943 on $04... 314 | 10... 673... 685 
944... 956 bee $15... 322 | 18... 686... 693 
957... 969 bon 828... 885 | 4... 694... 704 
970... 975 won 336... 346 a 705... 717 
976... eae 347... 354 eee 718... 724 
989... owe 355... 367 = 725... 736 
996... Nice 368... 378 oes 737... 749 

2008... re 379... 386 eee 750... 756 

SB... — 387... 399 vee 757... 768 
28... as 400... 410 ees 769... 776 
40... oes 411.. 418 oon 777... 788 
48... 0s 419... 429 — 789... 800 
60... Kae 480... 442 wee 801... 808 
TB... wae 443... 450 oe 809... 820 
80... cee 451... 461 em 821... 832 
92... se 462... 474 “ 833... 840 
104... oes 475... 481 ays 841... 852 
428... _ 482... 493 200 853... 864 
124... vee 494... 506 os 865... 872 
136... eee 507... 513 oon 873... 884 
144... 155 pee 514... 525 - 885... 896 
-. 167 bee 526... 533 ae 897... 904 
-. 175 cove 534... 545 eos 905... 915 
-» 186 ee 546... 557 aa 916... 928 
-. 199 nee 558 .. 565 | 14... 929... 936 
-- 207 eee 566 .. 577 dele 937... 947 
. 218 mes 578... 589 eee 948... 960 





-. 281 pon 590... 597 eee 961... 967 
.. 239 ose 598... 609 ves 968... 979 
-- 860) 8.. 610... 621 oes 980... 992 
-. 263 eee 622... 629 ove 993... 999 
~. Sa | @... 630... 641 oes 3000. ..3011 

- 282 9...19 | 642... 653 





























Uber die Laplacesche Reihe. 
Von 


Leopotp Frsér in Klausenburg. 


Inhaltsverzeichnis, 
. Die Hédlderschen und Cesaroschen Mittelwerte einer beliebigen unendlichen 


. Untersuchung der Hilderschen Mittel zweiter Ordnung fiir die spezielle 


Legendresche Reihe S(2n-+ 1) P,,(cos 7) 
n=0 

. Die allgemeine Laplacesche Reihe 

. Die allgemeine Legendresche Reihe 

. Beweis des WeierstraBschen Satzes iiber die Approximation einer beliebigen 
stetigen Funktion durch Polynome mit Hilfe ihrer nach Legendreschen 
Polynomen fortschreitenden Reihenentwicklung 

. Fortsetzung des § 4 

. Uber die Hlderschen Mittel nullter und erster Ordnung der Reihe 


Sen+1) P, (cos) 


. SchluBbemerkungen. Probleme 


Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit verallgemeinere ich meine fiir die Fouriersche 
Reihe gefundenen Resultate auf die Laplacesche Reihe. 

Fiir die Fouriersche Reihe habe ich die arithmetischen Mittel erster 
Ordnung der Partialsummen untersucht und sie zur Behandlung ver- 
schiedener Fragen benutzt. 

Bei den Laplaceschen und Legendreschen Reihenentwicklungen spielen 
nun die arithmetischen Mittel zweiter Ordnung eine analoge Rolle, wie 
diejenigen von der ersten Ordnung bei der Fourierreihe. 

Dies darzutun ist der Zweck dieser Arbeit. 





Laplacesche Reihe. 17 


Ich setze nur die Kenntnis der elementarsten Eigenschaften der Kugel- 
funktionen voraus.*) Die Konvergenztheorie der arithmetischen Mittel 
zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe ist viel einfacher und durchsichtiger 
als die Konvergenztheorie der Partialsummen selbst.**) : 


$ 1. 
Die Hélderschen und Cesaroschen Mittelwerte einer beliebigen 
unendlichen Reihe. 
Es sei 
(1) My +H ty tee tu, +s 
eine beliebige unendliche Reihe. 
Es sei ferner 


§, =U tu t+ +4,, 
po STAT +% 
n+1 , 
tite $e 
n+1 ’ 


Sn 





&, = 


Sq» Sy Sg, °°", Sy °° 
a U7 , ’ U7 

(H) So, Si, 82, * *y Sry see 
” ” ” ” 

So, Si, 82, “* *. Say ore 


nenne ich, der Reihe nach, Hildersche Mittelwerte nullter, erster, zweiter, ete. 
Ordnung der unendlichen Reihe (1). 
Voriibergehend werde ich auch die Cesaroschen Mittelwerte einer un- 
endlichen Reihe (1) betrachten. Diese sind folgendermaBen definiert. 
Es sei - 
6, = ty +m +--- +4, 
O, = 6 +6,+---+4,, 
Om tte +6, 


*) In bezug auf die Literatur verweise ich auf die Encyklopiidie der Mathe- 
matischen Wissenschaften, Bd. 11, Heft 5: Theorie der Kugelfunktionen etc. von 
A. Wangerin. 

**) Diese Arbeit ist ein (umgearbeiteter und erweiterter) Teil einer in ungarischer 
Sprache geschriebenen Abhandlung, die am 6. April 1908 der Ungarischen Akademie 
der Wissenschaften vorgelegt wurde. Eine kurze Zusammenfassung habe ich in den 
Comptes Rendus (3 février 1908) verdffentlicht. 





78 
Dann sind die Folgen 


Gy, Gy Gy, °° Gy °° 

% % G% o, 

i ee os Cee 

(C) )o of oy 6, 

ee 6* Breese’ 
1-2 





der Reihe nach die Cesdroschen Mittelwerte nullter, erster, zweiter, etc. 
Ordnung der Reihe (1). 
Es wird zweckmibig sein, auch den Folgen 


Gy, Gy, Gy, °°, 6 


ne ** 


eh, v0n, &, os: 
ia - ”" ” 
%, “1, Gg, °**, Guy **° 


einen Namen zu geben. Ich nenne sie die zur Reihe (1) gehdrigen o-Sum- 
men nullter, erster, zweiter, etc. Ordnung. 

Aus den Definitionen folgt, daB im Schema (H) in den ersten zwei 
Zeilen der Reihe nach dieselben Zahlen stehen, wie im Schema (C) in den 
ersten zwei Zeilen. Hingegen sind schon die Zahlen der dritten Reihen 
im allgemeinen voneinander verschieden. Z. B. ist 


” 4u, + u, 
g-— a ’ 


wihrend das entsprechende 


ist, ete. 
Es habe die Potenzreihe 
P (8) = Hy + U2 + Wye? +--+ er +--- 


einen von Null verschiedenen Konvergenzkreis. Dann soll die Funktion 
g(2) die erzeugende Funktion der Zahlenfolge 


Uo, Uy) Ug, ***, ma. **** 


oder auch der unendlichen Reihe 
Uy +H +e tes-+uUt-:-:: 
heiBen. Aus dieser Funktion ist es (nach einer Bemerkung von Dirichlet) 


sehr leicht, die erzeugenden Funktionen der zur Reihe > *s gehérigen o- 


Folgen herzuleiten. Es ist nimlich einfach — 





Laplacesche Reihe. 


9 (2) = " 
i—z 2%" ? 


9 (2) cm 

a—s =D oe , 
n=0 

@ (2) : ’ 

a—s -2 Ont", 

n=0 


Ich mache in bezug auf die o-Summen nur noch folgende einfache 
Bemerkung. 
Es sei 


(2) Ug tu tip tess + ute: 
eine unendliche Reihe, und 
Up; U;, U;, ove, U, 


Pytee 
seien ihre 6-Summen nullter Ordnung. 
Es sei 


(3) M+%+% +: 
eine andere unendliche Reihe, und 
Vy; Vy; Vy; . 
seien ihre o-Summen erster Ordnnng. 
Es sei weiter 


(4) JS), = thor + (Moy +My M0) +++ + (Ug, +++ +t, YQ) E+ 


n=0 


das Cauchysche Produkt der Reihen (2) und (3), und es seien 
W,’; W,”; Wy”; “¥ , Ww ” 4 


n? 


die 6-Summen zweiter Ordnung dieser Reihe (4). 
Dann besteht folgende Identitat: 


(J) Wy = UVa + Ui Vir +--+ + UVo. 


Sur-(Sar)-(Ser), 


so ist 


wt Dar (> ee >), 





> W, 2" = (> U. r): (> rie). 


Daraus folgt schon ersichtlich die Identitait (J)*). 


§ 2. 
Untersuchung der Hélderschen Mittel zweiter Ordnung fiir die 


‘spezielle Legendresche Reihe Sent 1) P, (cos y). 


n=0 
Fiir die folgenden Untersuchungen sind grundlegend gewisse Eigen- 
schaften der unendlichen Reihe 
(5) P,(cos y) + 3P, (cos y) + --- + (2n+1)P, (cos y)+---. 


Hier bezeichnet P,(x) das zum Index n gehérige Legendresche Polynom. 
Die Folge dieser Legendre-Polynome ist durch die erzeugende Funktion 


wee ->?. me 


definiert. Im Nenner soll jener Zweig der Quadratwurzel genommen 
werden, der fiir z= 0 gleich +1 wird. 

Unter y verstehe ich eine reelle Variable, die sich im Intervalle 

Os7ysx 
bewegt. 

Zur vorliufigen Orientierung bemerke ich gleich, daB die Reihe (5) 
in der Theorie der Laplaceschen Reihe eine analoge Rolle spielt, wie 
die Reihe 
(6) + + 608 y + cos 2y +--+» + cosny +-- 


in der Theorie der Fourierschen Reihe. 


*) Seit dem Erscheinen meiner Arbeit in den Math. Annalen Bd. 58, 1904, sind 
tiber die Héldersche und Cesarosche Summabilitét einer allgemeinen Reihe 


M+ +--+ +u,t::: 
und iiber den Grenzwert der fiir t>>0 konvergenten Reihe 
uy f+ u, f,@ oa ie a u, f,(t) oe ae 
(f,00)=1, fir n=—0, 1, 2, ---) 
fiir lim t—-+ 0 verschiedene, den Gegenstand wesentlich férdernde, Arbeiten erschienen. 


Ich erwahne diejenigen von T. J. l’a. Bromwich, G.H. Hardy, K. Knopp, C. N. Moore, 
M. Riesz, W. Schnee. 
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Von der Reihe (6) habe ich folgende zwei Eigenschaften bewiesen*): 

1. Die Hélderschen Mittel erster Ordnung s,(y) der Reihe (6) sind 
fiir jedes reelle y und fiir jeden Wert des Index » nichinegativ. 

2. Es ist lim s,(y)=0, wenn 0<y<2a. Auberdem, wenn « eine 


beliebige innere Stelle des Intervalles (0, 2) bedeutet, so konvergiert s,,(y) 
fiir lim » = co gleichmidBig zu Null im Intervalle «< y < x. 
Ganz analog gelten nun fiir die Reihe (5) folgende zwei Siitze: 
Theorem I. Die Hélderschen Mittel zweiter Ordnung s;(y) der 
Reihe (5) sind fiir jedes reelle y und fiir jeden Wert des Index n nichtnegativ. 
Theorem Il. Es ist limsi(y)=0, wenn O<y<a. Auferdem 


konvergiert die Folge der sx(y) gleichmapig 2u Null in jedem Intervalle 
é<y<2, wo « eine beliebige innere Stelle des Intervalles (0, x) bedeutet. 

Die in den Theoremen I, II gegebenen Eigenschaften der Hdlder- 
folgen s,(y) der Reihe (5) sind fiir das Folgende sehr wichtig.**) 

Um diese Theoreme zu beweisen, stelle ich die Reihe (5) als 
Cauchysches Produkt zweier unendlicher Reihen dar. 

Bekanntlich ist die erzeugende Funktion der Reihe (5) 


1— 2? 


(—2scosy+s5t > (20 +1) P, (cos 7) 2" 
pe ? 


n=0 
Diese zerlege ich nun folgenderweise in zwei Faktoren: 

mes eae Se eee ae 
(1 —2zcony-+2yt  Vi—Beeosypa? 1— 280087 +2" 

Es ist aber 
1 y n 

Aas »(cos v) + P,(cos y)z +---+ P, (cos y)a"+--- 
und 





1— 2? 


isrweppp 2 (gt ecosy +--+ steosny +--+). 
Ich erhalte also folgendes Resultat: 
Die za untersuchende Reihe 
(5) P, (cos y) + 3P, (cos y) + --- + (2n+1) P, (cosy) +--- 
ist das Cauchysche Produkt der beiden wnendlichen Reihen 
(7) Py (cos y) + P, (cos y) +--+ + P, (cosy) +-->, 


(8) 2(5 + cosy +--+ + cos ny +--:). 


*) Comptes Rendus, 1900, 2i¢me semestre; Math, Annalen Bd. 58, 1904. 
**) Im § 7 werde ich zeigen, daB die Hélderfolgen nullter und erster Ordnung 
diese Eigenschaften der s’ (y) nicht besitzen. 
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Ich beweise die Theoreme I und II zunichst fiir die Folge der 
Cesaroschen Mittelwerte zweiter Ordnung der Reihe (5). Die Giiltigkeit 
der Theoreme fiir die Hélderschen folgt dann nachtraglich sehr leicht. 

Es bezeichne 


(9) U(v), U;(y), +++, UC), >> 
die 6-Summen nullter Ordnung der Reihe (7), und 

(10) Vo (7), Viiv), «+> Vly), + °° 
die 6-Summen erster Ordnung der Reihe (8). 

Weiter bezeichne 
(il) O0(), 91 (7), -**> On(Y), - 
die 6-Summen zweiter Ordnung der Reihe (5). 

Dann erhalten wir, mit Benutzung der Identitit (J), 

(12) on (y) = Uo(y) Va(y) + Us(y) Va-a(v) + +++ + Un(y) Vo(7). 
Ich behaupte nun, daB siimtliche Glieder der Folgen (9) und (10) nicht- 
negativ sind, welchen reellen Wert die Gripe y auch habe. Daraus folgt 
dann, mit Riicksicht auf (12), dasselbe fiir die Folge der o/(y). 
Um diese Eigenschaft der Folgen (9) und (10) zu beweisen, schicke 
ich eine Bemerkung voraus. Sie bezieht sich auf eine merkwiirdige 
Eigenschaft der Summe 
(13) 4,(@) = sin + sin 3a +--+ + sin (2n+ 1)z. 
Multipliziert man die beiden Seiten der Gleichung (13) mit 2 sin z, 
so erhilt man, mit Riicksicht auf 
2 sing sin(2k+1)¢ = cos 2kx — cos 2(k+ 1)z, 

2 sin -A, (x)= 1— cos2z + cos2z—cos4z+ --+ cos2nx—cos2(n+1)z 
= 1— cos 2(n+ 1). 

Folglich*) ist 

(14) 4, (a) = (sin (m + 1)z)* 


sin £ 
Die Gleichung (14) zeigt, daB 4,(x) dieselbe Vorzeicheneigenschaft 
hat, wie sin z selbst; namlich 4,(xz) ist im Intervalle (0, x) nichtnegativ, 
im Intervalle (x, 2x) nichtpositiv ete. 


*) Die Relation (14) kann man vielleicht am leichtesten in der Form 


a +++ 


sin x sin x 


sing | sind sin (2m+1)a (= (»+1) = 


sin x sin x 


behalten. 


Sie ist eine Verallgemeinerung der folgenden Relation, in welche sie fiir «= 0 
tibergeht 


1484 ---+ (2-41) —(n+1) 
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Dies vorausgeschickt, wende ich mich zur Folge (9). Ich will, wie 
schon bemerkt, zeigen, daB 


U,(v) = Po (cos y) + P, (cos y) +--+ + P, (cos 7) 


fiir jeden Wert des Index n und fiir jeden reellen Wert des Argumentes y 
nichtnegativ ist. 
Nach der bekannten Formel von Mehler ist naimlich 


nm 


*sin (2n +1) at 
P (cos 7) = 3 —— . ° 
. % V2 (cos y — cos ft) 


Diese Formel ist fiir : 


n=Q0,1,2,---, 
und fiir 
Vc y<a 


giltig. Die Quadratwurzel des fir y<¢t< a2 positiven Radikanden 
2(cos y— cos t) ist positiv zu nehmen. 
Es ist daher 


P, (cos 7) + P, (cos y) +--+ + P, (cos 7) 


nm 


ad f* 2 teins ; +.---+ sin (2n+1) . ™ 


 Y2(cosy—cost) 
r 
Wenn ich nun Gleichung (14) in Betracht ziehe, so erhalte ich folgen- 
des Resultat: 


(15) «UU, (y) = Py (cosy) + P, (cos y) +++» + P, (cos ») 


a 


. (sin (n+1) s) ae 
sin £ ya (eon 7 — ton 


7 


Da der Integrand im Integrationsintervalle nichtnegativ ist, so ist U,(y) 
fir 0<y<a positiv. Da weiter U,(y) fiir jeden Wert von y stetig ist, 
so habe ich bewiesen, dap U,(y) fiir jedes n und 0O< y <a nichtnegativ 
ist. Ubrigens laBt sich die Frage fiir die Endpunkte y= 0 und y=2 
auch leicht direkt erledigen. Fiir diese Punkte geht nimlich die Reihe 


P, (cos 7) + P, (cos y) + ---+ P, (cos y)+--- 
1+1+1+4--,, | 


in 


resp. in 
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1-3 44—-.. 
iiber. Simtliche Partialsummen dieser Reihen sind nichtnegativ.*) 
Ich wende mich jeizt zur Folge (10). Da bekanntlich 


1 sin (2n-+-1) t 
Vi(y) = 2(5 + cos y+---+ cos ny) = en 
sin ; 
so ist, mit Riicksicht auf (14), 
: “gin (n+1) z ‘ 
(6) Kg) =) +--+ A) = — *} . 
q sin rr 


Die Glieder der Folge (10) sind also auch nichtnegativ. 

SchlieBlich ist also, mit Riicksicht auf (12), bewiesen, daB die 6% (y) 
der Reihe (5) nichtnegativ sind, womit der Beweis des Theorems I fiir 
die Cesarosche Folge zweiter Ordnung der Reihe (5) geliefert ist. 

Nun gehe ich zum Beweise des Theorems II iiber. Fiir die Cesirosche 
Folge zweiter Ordnung formuliert, lautet dieses Theorem folgendermaBen: 

: 6, ( 
lim G1) (n-£3) — © 


1-2 
(O<y<a) 


*) Im Briefwechsel zwischen Hermite und Stieltjes (Correspondance d'Hermite 
et de Stieltjes, publi¢e par les soins de B. Baillaud et H. Bourget, 1905, Gauthier- 
Villars, 2 Biinde) findet man auch eine Formel fir die Summe der ersten (n+1) 
Legendre-Polynome. In einem vom 9. Mai 1890 datierten Briefe (Bd. II, pag. 43 der 
genannten Ausgabe) gibt Hermite fiir die fragliche Summe eine Formel, die in 
meiner Bezeichnung folgendermaBen lautet: 


Y 


- sin (n+ 1)tdt 
U, (7) = - t s * 2 . . 
2 sin "y V 2 (cos t — cos y) 


Er findet diesen Ausdruck, indem er fiir P,,(cosy) die, ebenfalls von Mehler her- 
riihrende, Formel 





Y 


cos (2% + 1) + -dt 
2 2 
P,, (cos y) = — ~ ~ 
ad V2 (cos t — cos y) 
° 


0 
zugrunde legt. Die Eigenschaft der U,(y), fiir jeden Wert von y nicht negativ zu 
sein, kommt aber bei der Hermiteschen Formel nicht zur Evidenz. Der Integrand 
des Hermiteschen Integrales hat niimlich im Integrationsintervalle ein veriinderliches 
Vorzeichen, so da8 man aus seiner Formel iiber das Vorzeichen von U,,(y) — wenigstens 
unmittelbar — nichts schlieBen kann. 
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und zwar gleichmaBig im Intervalle 
eS, 


wo « eine beliebige innere Stelle des Intervalles (0,2) bedeutet. 

Wir beachten wieder die Gleichung (12) und beschiiftigen uns, dieser 
gemaB, wieder mit den Folgen U,(y) und V;(y). 

Da nach (16) 


Vily)| = Vilv) S — 
ae 
n=0, 1, 2,-+- 


Die Kurve | = y ist daher im Intervalle (0, x) eine Majorante samtlicher 
sin 
2 
Kurven V,(y). Die Ordinate dieser Majorantenkurve ist fiir y= gleich 1. 
Wenn y von a an abnimmt, so wichst die Ordinate der Kurve monoton 
und konvergiert zu + co, wenn y zu Null konvergiert. 
Andererseits ist, wie ich gleich beweisen werde, 


(18) U,(y)| = U,(y) $< —*— 
(sin Y 


2 
Be at 
n=0, 1,2,---) 


4 , 


Die Kurve —"— 3 stellt also eine Majorante simtlicher U,(y) dar. 
7 
(sin 7) 
Sie ist ahnlich gebaut wie die Majorantenkurve der V,(y). 
Es sei nun « eine beliebige, aber bestimmte Zahl im Innern des 
Intervalles (0,2). Dann ist nach den Ungleichungen (17) und (18) 


2 


(3) 


V9) S —— 


(3) 
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éS7s%, 
n= 0,1, 2,---. 
Auf Grund von (12) erhalte ich daher 


62(y)| = &(y) S (2 +1) —-,- 


(unt) (ma) 








oder 
__ Gay) — ee 
(19) (n-+-1)(m+2) - (n+ 2) e\t 
1-2 (sin +) 
fiir 
él772, 


enmG128.---. 
SchlieBlich habe ich also auch das Theorem II fiir die Cesarosche F olge 


zweiter Ordnung der Reihe (5) erwiesen, da doch aus der Ungleichung (19) 
unmittelbar 


n (Y) 
lim GF herH ~ 
1-2 


folgt, und zwar gleichmaBig im Intervalle (¢, z). 
Ich habe nur noch den Beweis der Ungleichung (18) 


U,(7) = Py (cos 7) + P, (cos y) +++» + P, (cos ») < 7 
[Sse ) (xin) 
n=, 1, 2,--- 
nachzuholen. 
Zur Abschiitzung von U,(y) benutze ich meine Formel 


, sucht Soul 
mmf Seal: 


Hier bedeutet y eine innere Stelle des Intervalles (0, x). 
Nun ist 
2 1 
\ULr)| = Ur”) <5 at Sean’ 
oder auch 


at Sef yatta +r 





i- 


2 
U,(7) Sa - 
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Da aber 0< y <2, so ist, wie auch geometrisch leicht ersichtlich, fiir 
jedes ¢, das der Ungleichung 


O<ystca 
geniigt, einerseits 
a» §: _ t Ss t— —!, 
und andererseits 
sin ‘ty > _ 
Daher ist 
U,(y) < = - a 
vee sin z =e sin y 
“oil = Ve. fla 
s nt V3 Vsiny J Vi—y7 
2 x — y 
r os 
~ Va (sin TJ cos 7 
oder 
2 
U.”) < +, 
(sin 3 
(O<y<z). 


Daraus endlich, zufolge der Stetigkeit von U,(y), 
Ur) $—» 


(sin ay 
(O0<y<2). 
Damit ist Ungleichung (18) bewiesen. 
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Im Vorhergehenden habe ich die Theoreme I und II fiir die 


Cesarofolge zweiter Ordnung der Reihe (5) bewiesen. Jetzt zeige ich mit 
Leichtigkeit, wie aus dem Bewiesenen die Giiltigkeit derselben Theoreme 


fiir die Hélderschen Mittel zweiter Ordnung folgt. 
Fiir eine beliebige ae — ist 


e $+4 +9 +. 8 
&, = —__—.- 


a 


% = %, 
6; — oO; — 6, 


+i 


Nun ist aber weiter 


6, = 6, — Gn-1, 
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folglich ist 





0, i= f-2 — 3 








, see 4 hae ad 
ine ; n “r 1 inns 
Es ist daher fiir eine beliebige unendliche Reihe 
oy oY n—1 6, 
w 1-2 + 2.3 Stabe. ne +i) n+1 
a n+1 ot 


Wendet man diese Identitit*) auf die Reihe (5) an, so erhalt man, da 
% (7), 0% (y), ob Cas on (7); eae 

alle nichtnegativ sind, daB auch die Glieder der Folge 
so(y), si(y), ae Sn(7), ree 

alle nichtnegativ sind. 





Weiter ist 
oy o on 
-_ t-test’ +aety o, 
=a — (n+1)?° 
Da aber fiir «<y<a gleichmibig 


Gi—1(%) _ Gly) _ ¢ 
oH 7 @ ary? 


so ist fiir die Reihe (5) auch 


lim = 





lim s;(y) = 


u. z. gleichmaBig im Intervalle «<y<2. Hier bedeutet « wieder eine 
beliebige innere Stelle des Intervalles (0, x).**) 

Damit sind die Theoreme I und II fiir die Hilderschen Mittel 
eweiter Ordnung der unendlichen Reihe 


> (2n+1) P,(cos 7) 
a=0 


*) Diese Identitét hat, ungefihr zur gleichen Zeit mit mir, auch Bromwich 
gefunden. S. Math. Annalen, Bd. 65, pag. 265. 

**) Das letzte Ergebnis folgt auch aus einem allgemeinen Satz von W. Schnee, 
demzufolge die Hélderschen und Cesadroschen Grenzwerte aller Ordnungen einander 
gleich sind. (Math. Annalen, Bd. 67.) 
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g 3. 


Die allgemeine Laplacesche Reihe. 


Die Punkte des Raumes seien durch die rechtwinkligen Descartes- 
schen Koordinaten x, y, z bestimmt. Man betrachte jene Kugelfliche K, 
deren Mittelpunkt im Anfangspunkte des Koordinatensystems liegt und 
deren Radius gleich 1 ist. Ein Punkt der Kugelfliiche K wird, in tiblicher 
Weise, durch seine geographischen Koordinaten charakterisiert. @ be- 
zeichne die Poldistanz, m die geographische Linge irgend eines Punktes. 
»Strahl des Punktes (6, m)“ nenne ich jenen geradlinigen Halbstrahl, der 
vom Anfangspunkte des Koordinatensystems ausgeht und durch den Punkt 
(0, ») fiihrt. 

Es sei nun /(6, p) eine fiir jeden Punkt der Einheitskugel K ein- 
deutig definierte Funktion, die die beiden folgenden Eigenschaften besitzt: 

a) sie bleibt dem absoluten Betrage nach auf der ganzen Kugel 
kleiner als eine positive Zahl M, 

b) sie ist fiir die ganze Kugelfliche im gewéhnlichen (Riemannschen) 
Sinne integrierbar; d. h. 


SIt@, gy) do 


existiert, wo do das Flichenelement der Kugel K bedeutet. 

Zu einer solchen Funktion /(6,q) gehért eine ganz bestimmte un- 
endliche Reihe, die sog. Laplacesche Reihe. Diese lautet folgendermaBen: 
‘ <7 2n+1 rae as 
(20) > 2 T* (6G, 0°) Py(cos 7) ao’ 

n=0 K 

Hier bedeutet (6’, m’) irgend einen Punkt der Kugelfliche, do’ das 
zugehérige Flichenelement. Weiter bedeutet y jenen Winkel, den die 
Strahlen der Punkte (6’, my’) und (@,q) miteinander bilden.*) Folglich ist 
cos y = cos 0 cos 6 + sin @ sin 0’ cos(g’— g) 

= cos 6 cos 0’ + sin @ cos@ sin 6’ cos gq’ + sin @ sing sin 6 sing’. 


P,(cos y) bedeutet, wie friiher, das zum Index n gehérige Legendresche 
Polynom. 

Es sei nun (6, gp) eine solche Stelle der Kugel, wo die Funktion 
f (9, p) stetig ist. Dann gilt folgender Satz: 

Die zur Funktion [(6, p) gehdrige Laplacesche Reihe (20) ist im 
Stetigkeitspunkte (0, p) im Holderschen Sinne swmmierbar, u. z. von der 





*) Dieser Winkel kann stets der Bedingung 0< y <= gemiié gewihlt werden. 
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zweiten Ordnung, und ihre Summe ist gleich f(0, p). In Formeln aus- 
lim Sn (8, 9) f(4, 9); 


80 (9, 9), 5 (9, ), ees: 8, (9, Y); ly 


die Holdersche Folge zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe (20) bedeutet. 
Beweis: Zuniichst ist evident, dab 


82 (8, 9) a 4x, a (t@, ®) 82(Y) do, 


wo 8,(y), wie friiher, das zum Index m gehérige Héldersche Mittel 
zweiter Ordnung der Reihe 


P (2n +1) P, (cos y) 


bedeutet. 

Man beschreibe um den Punkt (0, p) auf der Kugelfliiche K einen 
kleinen Kreis mit dem sphirischen Radius «. Dieser kleine Kreis teilt 
die Kugelfliche K in zwei Teile. Der eine Teil, welcher den Punkt 
(6, q) enthilt, heiBe K,, der andere K,. 

Dann ist 


” 1 % , ” , 
81 (0,9) = az ff (0,9) say) do 
K, 
1 *P ory ~\ , 
+ rot dy £9, —p ) 5n(Y) do 
Ay 
=J,+d,. 
Das Integral J,’ konvergiert fiir limm—oco zu Null. Das folgt aus 
Theorem II des § 2, nach welchem s;(y) fir limn—=oo gleichmiibig 
zu Null konvergiert, wenn ¢ < y < =. 
Es sei nun @ eine beliebig kleine, aber bestimmte positive GréBe. 


Dann laBt sich, zufolge der Stetigkeit von /(@, pm), der sphiirische Radius « 
gewiB so klein wihlen, daB stets 


f(O, 9) —£(, 9) <4, 
wenn (64',q’) einen beliebigen Punkt von K, bedeutet. Ich denke mir 
nun é dieser Bedingung gemaB gewihlt. 
Da nun laut Theorem I des § 2 das Héldersche Mittel s{(y) niemals 


negativ ist, so kann ich auf J, den ersten Integralmittelwertsatz an- 
wenden und erhalte 


= (£0, 9) + n9).f [ s2(y) do’, 
x, 
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wo gewiB 


Da aber (laut Theorem II des § 2) 

. 1 7 ’ 

lim — Jf %(y) do =0, 
K 


so kann ich auch folgende Gleichung schreiben: 

”” ." , 1 ” , 

8(9, 9) = (F0, 9) + 00) ga ff s() ae, 
K 


in| S28, 
wenn nur » geniigend groB ist. 


Nun ist aber 
1 ° ”” , 
iz f 82 (7) do’ = 1. 
K 


Laut Definition von s,(y) ist niimlich 

sn(y) = 1 + ¢,P,(cos y) +--+ + ¢,P, (cosy), 
WO ¢,,¢,°° ,¢, (tibrigens positive und rationale) Konstanten bedeuten. 
Weiter ist nach der Grundeigenschaft der Kugelfunktionen 


Sf Px(cos y)do =0, 
. 
(k= 1, 2, 3,---). 


1 2 ~” > 1 PAs 
az J [= dé = 47 f {do =1. 
x x 
Ich erhalte also schlieBlich 
sn(9, P) as f(9, )| < 20, 
wenn nur » gehérig groB ist. 

Damit ist die Konvergenz der Hilderschen Mittel zweiter Ordnung der 
Laplaceschen Reihe (20) zu f (6, p) dargetan.*) 

Ist die Funktion auf der ganzen Kugel ausnahmslos stetig, so konver- 
gieren die 2ur Laplaceschen Reihe (20) gehirigen Holderschen Mittel zweiter 
Ordnung s°,(0,p) auf der ganzen Kugel gleichmdpig zu f (0, p) als Grenz- 
funktion. 


wo gewiB 


Folglich ist 


*) Das Theorem ist auch giiltig fiir das Cesdrosche Mittel zweiter Ordnung. Mir 
erscheinen aber die Hélderschen Mittel insofern interessanter, als sie durch mechanische 
Wiederholung des einfachen, anschaulichen und allgemein wichtigen Prinzips des 
gewohnlichen arithmetischen Mittels — ohne irgendwelche rechnerische Willkirlich- 
keit — entstehen. Unstreitig sind aber die Hélderschen Mittel hdherer Ordnung 
praktisch schwerer zu berechnen als die Cesaroschen. 
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Dies ist aus der soeben gegebenen Argumentation leicht ersichtlich. 

Ist f(0, p) bloB auf einem Teilgebiete T der Kugel stetig, so konver- 
giert s.(0,q) gleichmdpig zu f(0,q) im jedem Gebiete T,, welches voll- 
stiindig im Innern von T' liegt. 

Diese Satze enthalten einen neuen Beweis des WeierstraBschen Satzes 
tiber die gleichméfBige und beliebig feine Approximation einer stetigen Funktion 
zweier Variabeln f (0, ) durch analytische Funktionen (oder Polynome) 
derselben Argumente. 


Ich kehre jetzt zu den s{(6,q) zuriick. Die Hélderschen Mittel 
zweiter Ordnung s,(6,p) der Laplaceschen Reihe haben eine merkwiirdige 
Eigenschaft, die im allgemeinen den s,(6,q) und den s,(6, m) micht zu- 
kommt. Es sei wieder f(6,q) auf der ganzen Kugel endlich und inte- 
grabel. Es bezeichne M die obere Grenze und m die untere Grenze von 
f(8,) auf der ganzen Kugel. Dann ist 

m < 8.(0, 9) < M, 
und zwar fiir 
n=0,1,2,3,--- 
und fiir beliebige Werte von @ und g. 
In der Tat ist 


” 1 id bg , , ” , 
si, 9) = ae f [FO 9°) say) do’ 
K 
Da aber s;(y) >0 fiir jeden Index »% und fiir jedes y, so ist 


mf [Sly) do’ < 60,9) < MZ. ['fSly) ao. 
x 


Kx 
Nun ist aber, wie ich schon bemerkt habe, 


as Sf do’ = 1, 
x 


m < s.(6,9) < M. W. z. b. w. 


Dieser Satz iiber die s(@,q) der Laplaceschen Reihe ist analog 
einem Satze, den ich iiber die s(x) der Fourierschen Reihe einer im 
Intervalle (0,22) endlichen und integrabelen Funktion f(x) gegeben 
habe. Ich habe nimlich bemerkt, dab 


m < 8,(%)< M 


folglich erhalt man 


fiir 

n=0,1,2,--- 
und 

O<2< 2a. 
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Wihrend also fiir eine im Intervalle (0, 2) endliche und stetige Funktion 
die Folge der Fourierschen Partialsummen 


89(), 8,(x), gh 8, (2), bly 
sogar zwischen — co und + oo oszillieren kann, liegen die Hélderschen 
Mittel erster Ordnung s,(x) der Fourierschen Reihe alle zwischen m und M- 
Analoges gilt nun, wie ich eben bewiesen habe, fiir die Hélderschen 
Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe einer auf der Kugel 
t definierten, endlichen und integrabelen Funktion.*) 


*) Auf pag. 36—51 meiner friiher zitierten ungarischen Arbeit habe ich die 
Hélderschen Mittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe, und die Hélderschen 
Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe auf Fragen angewendet, die Landau 
und Carathéodory im Zusammenhange mit dem Picardschen Satze aufgeworfen 
haben. Dabei kommt gerade die im Texte bewiesene Ungleichheitseigenschaft der 
Hélderschen Mittel in Betracht, und nicht etwa ihre allgemeinere ,,Darstellungskraft* 
(oder ,,.Konvergenzfihigkeit"). 

Ich will hier nur den Gedanken mitteilen. Es sei 

u(r, p) = a, + (a, cosp + b, sing)r+----+ (a, cosng-+ b, sinng)r”+--- 
die Entwicklung einer harmonischen Funktion zweier Variabeln in Polarkoordinaten. 
Ich denke mir nur 

G,, 4, 0,, «++, a,, b, 


gegeben, und frage nach einer wnteren Schranke von = u(r, g), und nach einer oberen 
Schranke von — u(r, g). — 





---22 
Die pms “die Daten bestimmten Partialsummen 
(21) 8,(1, P) = a, + (a, cos p+, sin g)r + ---+ (a, cosxp+b, sin xq)r” 


(x =0, 1, 2,---,») 
sind zur Beantwortung der Frage direkt nicht geeignet, hingegen sind es die durch 
die Daten ebenfalls bestimmten Hélderschen Mittel 


etl, 


x+1° My 


s(r, 9) = ~ 77 (a, cos » + b, sin g)r +----+ —— (a, cosxp+b,sinxg)r”, 
(x = 9,1, 2,-- +, ) 


wohl. Nach dem Satze des Textes ist nimlich 
Min u(r, ») < 8,,(r, ») << Max u(r, 9). 
p=0---22 sty ——p=0---22 


i 


Diese Ungleichung ist fiir jedes @ giiltig, und fiir jedes 7, das kleiner ist als der 
wahre Konvergenzradius der Reihe (21). 

Die harmonische Funktion dreier Variabeln l48t sich analog behandeln, indem 
man die Hélderschen Summen zweiter Ordnung ihrer Laplaceschen Entwicklung zu- 
grunde legt. Mit Leichtigkeit ergibt sich, unter anderem, der Satz, daB eine, im 
ganzen Raume (a, y, z) reguliire, reelle harmonische Funktion dreier Variabeln jeden 
reellen Wert annimmt. Aus den ersten Entwicklungskoeffizienten ihrer Laplaceschen 
Reihe lift sich auch ein Radius R angeben, so daB innerhalb der Kugel mit dem 
Mittelpunkte (0,0, 0) wnd dem Radius R ein vorgeschriebener Wert A auch wirklich 
angenommen wird. 
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Im vorhergehenden war die Funktion f(@, pm) stets als endlich 
vorausgesetzt. 

Ich gehe jetzt zu dem Falle iiber, in welchem die Funktion /(0, ¢) 
an einzelnen isolierten Stellen der Kugel wnendlich wird. 

Wie sind die Konvergenzverhiiltnisse bei der Fourierschen Reihe, 
wenn die Funktion unendlich wird? 

Riemann gab das Beispiel 


a eae 
f(*) =a; (« cos =); 
O<a<2a, O<v<t. 


Die Funktion f(z) wird in diesem Beispiele an der Stelle z= 0 
integrabel unendlich und ist sonst régulir analytisch. Ihre Fouriersche 
Reihe existiert, ist aber, wie Riemann nachgewiesen hat, im ganzen 
Intervalle (0,22) divergent. Hingegen konvergieren die Hélderschen 
Mittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe*) innerhalb des ganzen 
Intervalles (0, 2z). 

Die Riemannsche Funktion ist an der Stelle x = 0 (an welcher sie 
unendlich wird) zwar integrabel, aber nicht absolut integrabel. Hingegen 
ist fir eine im Intervalle (0, 22) analytische, und an einer endlichen 
Anzahl von Stellen dieses Intervalles absolut integrabel unendlich werdende 
Funktion die Fouriersche Reihe (mit Ausnahme der Unendlichkeitsstellen) 
tiberall konvergent. 

Bei der Laplaceschen Reihe sind nun die Verhiltnisse sozusagen 
noch etwas ungiinstiger. Selbst wenn die Funktion f(6,q) an einer 
Stelle der Einheitskugel absolut integrabel unendlich wird (und sonst 
z. B. tiberall analytisch regular ist) kann die Laplacesche Reihe dieser 
Funktion auf der ganzen Kugel divergieren. Diese Tatsache hat Darboux 
entdeckt. Die Funktion 

f\ 6, 9) 7 —_*— 
(1 — cos #)5 
wird am Nordpol der Einheitskugel absolut integrabel (natiirlich im 
zweidimensionalen Sinne) unendlich, ist sonst auf der Kugel iiberall 
regulir analytisch, ihre Laplacesche Reihe aber ist auf der ganzen Kugel 
divergent. **) 

Hingegen sind die Hélderschen Mittel zweiter Ordnung der Laplace- 

schen Reihe von ——— auf der ganzen Kugel (nur den Nordpol 


(1 — cos 6) 
ausgenommen) konvergent. Es besteht niimlich folgender allgemeiner Satz: 


*) Math. Annalen, Bd. 58, pag. 59, Hauptsatz. 
**) Der Beweis wird in § 6 gegeben. 
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Es sei f (0, p) eine auf der ganzen Einheitskugel integrierbare Funktion, 


die an den Stellen 

(9,5 Pr)» (a, Pa)s >> +» (Ox %,) 
der Kugel absolut integrierbar unendlich wird, sonst aber endlich bleibt. 
Bedeutet dann (0, p) irgend eine Stelle der Kugel, wo f (0, ) stetig ist, so 
konvergieren die Holderschen Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe 
dieser Funktion an der Stelle (6, p) zu f(0,q) als Grenzwert. 

Ich schlage wieder um den Punkt (6, m) einen Kreis mit dem Radius «. 
Dieser teilt die Einheitskugel K in zwei Teile. Der eine Teil, derjenige, 
der den Punkt (6, m) enthialt, heiBe K,, der andere K,. Ich wihle 
iibrigens « so klein, daB die Unendlichkeitspunkte . 


(915 Pr)» (92> Pay > -» (xs Wx) 
alle innerhalb des Gebietes K, liegen. Dann zerlege ich entsprechend: 


5,9) = yu f [1 O, 9) 8u(y) ao 
x, 
> aed £(9, 9) 8u(y) do’ 


=dJit+dn. 
Die Gleichung 
lim J; = f (6, ») 


habe ich schon erwiesen. Es bleibt noch iibrig zu zeigen, daf 


lim J,’ = 0. 
Da fir n> WN - 
si (vy) <9, 
(«<7<), 
so ist fir n> N 
1 


” f j ” 5 , 0 @ , , , 
Te Saxe ff FO9)| edo < Ze [1G 99) ae. 
Ke K 
Nach Voraussetzung ist aber 
SS\G, 9'\ do’ = @ 
K 


ein bestimmter, endlicher Wert; folglich ist 


&-¢ 
4a 


\Jz\< fir n>N. 


Da @ beliebig klein angenommen werden kann, ist der obige Satz schon 
erwiesen. 
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§ 4. 
Die allgemeine Legendresche Reihe. 


Die Legendresche Reihe ist ein spezieller Fall der Laplaceschen Reihe 
Die Laplacesche Reihe einer Funktion f(6, gq) lautet 


2S. (cos y) f (0, p’) sin 8 df dg’. 


Es sei nun speziell f(@,q) von g unabhingig, d. h. es sei 
F (0, 9) = v(c0s 0). 
Von der Funktion w(cos@) setze ich voraus, daB sie im Intervalle 
0<6< 2 im Riemannschen Sinne integrabel ist 


Dann ist 
a 2n 


ew i P,(cos 7) f(6, g’) sin dO dg’ 


— =f" J (0088?) sin 0 dO - / p (cos y) dg’. 
Da aber bekanntlich 





: { P.(cos y) dy’ = 2x P,(cos 0) P,(cos 6’), 
0 


so lautet fiir ((0,m)— (cos 6) die Laplacesche Reihe folgendermaBen 


2n+1 v(cos &) P, (cos 6’) sin 0'd6’) - P, (cos 8). 
2; (f ) 


SchlieBlich fiihre man cos @ =z als neue unabhiingige Variable ein. Da- 


durch geht man vom Intervalle (0, x) zum Intervalle (—1, +1) tiber 
-Die Laplacesche Reihe lautet dann 


de P.w) 


n=0 


+1 
2n+1 
=; fe (x) P(x) da 
<1 
n=Q, 1, 2,---. 


(22) 








Diese Reihe nenne ich ,die zur Funktion (x) gehérige Legendresche 
Reihe“. 
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Da sie eine spezielle Laplacesche Rethe ist, so gelten in bezug auf ihre 
Hilderschen Mittel zweiter Ordnung dieselben Theoreme, welche ich friiher 
fiir diejenigen der allgemeinen Laplaceschen Reihe ausgesprochen habe. 

Ist speziell y(x) eine im Intervalle (—1, +1) tiberall stetige Funk- 
tion, so konvergieren die Hélderschen Mittel zweiter Ordnung ihrer 
Legendreschen Reihe im ganzen Intervalle (—1, +1) gleichmaBig. Ich 
habe also dadurch einen neuen Beweis des WeierstraBschen Satzes iiber 
die Approximation einer beliebigen stetigen Funktion durch Polynome 
gewonnen. Da mir einerseits dieser Beweis, andererseits die approxi- 
mierenden Polynome besonders interessant scheinen, so méchte ich diesen 
Beweis noch etwas niiher beleuchten. 


§ 5. 
Beweis des WeierstraBschen Satzes iiber die Approximation einer 
beliebigen stetigen Funktion durch Polynome mit Hilfe ihrer nach 
Legendreschen Polynomen fortschreitenden Reihenentwicklung. 


Es sei #(x) eine im Intervalle (—1, +1) definierte beliebige stetige 
Funktion. *) 

Die WeierstraBsche Aufgabe besteht darin, eine ganze rationale Funk- 
tion g(x) der unabhiingigen Variabeln x zu finden, fiir welche 


|¥(z) — g(z)|<e 
fiir 


—il<e#<s+l, 


wo ¢ eine vorgeschriebene und beliebig kleine positive Zahl bedeutet. 

Zur Lésung der Aufgabe bestimme ich zuniichst jenes Polynom n*® 
Grades g,(x), fiir welches die ,Abweichung“, im Sinne der Methode der 
kleinsten Quadrate, 


at 
eS J (we) —g,(a))* de 


ein Minimum ist. Dieses, ganz bestimmte, Polynom ist bekanntlich 


In (2) => a q P, (x) alls» ¢,P,(2), 

*) Die Grenzwerte f(—1-+ 0), f(1 — 0) sollen auch existieren und endlich sein, 
brauchen aber nicht etwa einander gleich zu sein. Ist die stetige Funktion fiir das 
Intervall a<z<b definiert, so fiihrt man statt z die unabhiingige Variable « ein, 
die mit z durch 
So a+ b+a 


i= 2 


verbunden ist. 
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+1 
2x+1 
c, wis st | (a) P,(a) de 
(x= 0,1, 2,---,m). 


Hier bedeutet P,(x) das x‘ Legendresche Polynom. 
Zu jedem Index nm gehért ein solches Minimumspolynom g,(x), und 
ich bin in solcher Weise zu einer ganz bestimmten Folge von Polynomen 


(23) 9o(%), 9;(%), wits 9n(2), ou 
gelangt, fiir welche der Fehler 


+1 
: Sow —9,(@)) dx 


mit wachsendem , wie bekannt*), gewiB zu Null konvergiert. 

Daraus folgt aber natiirlich in keiner Weise, daB die Glieder der 
Folge (23) zu o(x) konvergieren, oder gar, daB sie gleichmaBig zu »(z) 
konvergieren. Ich vermute, daB fiir geeignete stetige Funktionen die 
Folge (23) zwischen — co und + oo oszillieren kann. 

Bilde ich aber (wieder eigentlich nach dem Prinzipe der kleinsten 
Quadrate) 


gia) = % (+9 at "++ 9n@) 





und dann 


so besitze ich (mit Riicksicht auf die Theoreme des § 4) in der Folge 
9o(#), Ji(%), +++, Ju(X), -*° 
eine solche Folge von ganz bestimmten Polynomen, die mit wachsendem n 
fir —1<2<+1 gleichméBig zur Funktion (x) konvergieren. 
Die eventuelle Oszillation der g,(~) wird also durch zweimalige An- 
wendung des Prozesses des arithmetischen Mittels gewiB ausgeglichen, und 


wir erhalten eine Folge von Polynomen gi (x), fiir d'e nicht nur die Ab- 
weichung 


+1 
1 7 ” \ 
; J (w(x) — gs (@))*dax 


zu Null konvergiert, sondern fiir die in bezug auf die Ordinate eine 
gleichmaBige Konvergenz zu w(x) stattfindet. 


*) Mit Hilfe der Besselschen Identitit (s. Erhard Schmidt, Math. Annalen, 
Bd. 68, pag. 439) l48t sich das, mit Riicksicht auf § 4, leicht beweisen. 
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Ubrigens ist gi (x) eine ganz bestimmte rationale ganze Funktion 
n" Grades, die noch die merkwiirdige Eigenschaft besitzt, dab 
m <9. (e) <M 


n= 0,1,2,3, ++: 
—-1<2#<+1, 


wo M das Maximum, m das Minimum von 9(z) fir -l<2<+1 
bezeichnet.*) 


fiir 


? 


§ 6. 
Fortsetzung des § 4. 


Das Theorem iiber die Hélderschen Mittel zweiter Ordnung einer 
Legendreschen Reihe gestattet viele Anwendungen. Ich méchte nur eine 
sehr einfache erwahnen. 

Bekanntlich muB die stetige Funktion f(x) identisch verschwinden, 
wenn fiir sie die Konstanten 


(24) S 7) x" dx, 


n=0,1,2, peal 
alle gleich Null sind. (Theorem von Lerch.) 
Das beweise ich mit Hilfe meines Theorems folgendermaBen. Da die 
Konstanten (24) alle Null sind, so verschwinden auch alle Konstanten 


¢,= a | f(x) P,(2) da, 


n=0,1,2,-->, 

da doch P,(a) eine ganze rationale Funktion von z ist. Folglich sind 
die Hélderschen Mittel zweiter Ordnung der Legendreschen Reihe von 
f(a) alle identisch Null. Also ist auch ihr Grenzwert fiir lim n = co 
gleich Null, d. h. f(z) =0. 

Ich kann auch das Theorem aussprechen: Eine im Intervalle (—1, +1) 
stetige Funktion ist durch ihre Konstanten (24) vollstindig bestimmt. 

Ich wende mich jetzt zur Untersuchung der Legendreschen Reihe einer 
Funktion w(x), die an einer Stelle des Intervalles (—1, +1) wnendlich 
wird. Darboux**) hat zuerst darauf hingewiesen, daB aus der absoluten 


*) Uber den Weierstrafschen Satz sind neuerdings interessante Aufsiitze von 
Landau, Lebesgue, F. Riesz, Mollerup und de la Vallée Poussin erschienen. 
**) ,,Mémoire sur l’approximation des fonctions de trés-grands nombres, et sur 
une classe étendue de développements en séries‘. Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, 3i¢me série, tome IV, 1878. 
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Integrabilitat der Funktion y(x) noch nicht die Konvergenz ihrer Legendre- 
schen Reihe folgt. Z. B. wird die Funktion 

at oy 

(a—a)t 
an der Stelle zs =1 absolut integrabel unendlich, wihrend ihre Legendresche 
Reihe im Intervalle (—1, +1) iiberall divergiert. 

In bezug auf diese Frage mache ich hier auf eine interessante Mit- 
teilung aufmerksam, die Stieltjes an Hermite machte. Im Band II 
der friiher zitierten Ausgabe findet man im Briefe Nr. 249 (pag. 46) die 
explizite ausgerechnete Entwicklung der Funktion 

2” 
a— 2)” 
nach den Legendreschen Polynomen P,(x)*). Hier bedeutet @ eine positive 
Zahl, fiir welche 0<@ <1. 
Die Formel von Stieltjes lautet 


(25) aaap +4 P(e) +--+ Pi(e) +--+, 
wo . 
m _0(@+1)(@+2)---(@4+n—1)_ 
on (20+ 1) (i1—@) (2—@) ---(n+1—a) 
Es ist also 


1 8a 

&* «5 = (i—e)@—a)’ etc. 
Da Stieltjes in seinem Briefe iiber die Herleitung seiner Reihe keine 
Andeutung gibt, kann ich vielleicht den Beweis hier kurz anfiihren. Es ist 


+1 
an+1 ("2 
C, = att | a—z2) P,(2) dz. 
-1 
Nun ist aber bekanntlich 


1 
P,(2) = 2". n! D™(a2?—1)", 
folglich ist 
+1 
2-2"-m! 1 . 
aap | aoa DO@—1P ae. 
-1 
Auf das rechtsstehende Integral wende ich nun eine partielle Integration 
an. Ich erhalte 


*) Diese Entwicklung gibt schon Franz Neumann in seinem Buche ,,Beitriige 
zur Theorie der Kugelfunktionen“, (1878), pag. 133, ohne aber die Konvergenzfragen 
zu erdrtern. 
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+1 


(26) [Q—a)-°D™(e—1)"de 


—1 


+1 


= {(1—a)-° De-a*—1)"} +! — @ f (1-2)? De-9(@—1pde. 


Diese partielle Integration ist statthaft. In der Tat verschwindet 
De-»(a4*—-1) 
an der Stelle z= 1 von der ersten Ordnung. Da nun, wie vorausgesetzt, 


0<a<1, so wird 
(1—a)-°-! . De-9 (221) 


an der Stelle = 1 von der Ordnung  unendlich. Das Integral auf der 
rechten Seite der Gleichung (26) existiert also gewiB. Da weiter 


(1—z)-° - D@-9(2?@—1)" 
an den Grenzen (— 1) und (+1) verschwindet, so erhilt man die Formel 
f (1—a)-" (at 1d -—@* faye. De-m(et—1) dz. 
‘et Wiederholung dieses Satins bekommt man schlieBlich 
f—2)*De(@—1pae 
—1 


= (—1)"-0(@+1)--- (o-+n—1) f (1—aye-n(at—I de. 


Nun ist aber 
(7?—1)" = (—1)\(1—2)"(1+2)", 
folglich 


[22D (a1) dz = @(@+1)---(o+n—1) f (1—2)-"(1 +2)". 
Fiihrt man 


1-2 
2 


als neue Integrationsvariable ein, so erhilt man 


on 





+1 1 
J (1-2) °D (a—1)"d2z= @(@ +1)--(@+-n—1)-2-2"-2-. f t-9(1—t)rat. 
== 0 
Mithin ist 

1 
! 
Seat — o(@+1)--- (o+n—1) fro(—tyrdt. 

Das rechtsstehende Integral ist ein Eulersches Integral erster Gattung. 
Folglich ist 





SS 
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1 
-« 7 etter. 
Jt (1-tyae — “eto Ter 


Man erhilt daher fiir ¢, die Formel 


Phew 
= @(@+1)---(o+n—1) rt seat 





ome 

Da aber 

l(—@+n+2) = (—@+1)(—@+2) ---(—a+n+1)f(—o@+1), 
so ist 

@(@+1) --- (@+n—1) 
¢. = (88+1) Gye). I=) 

Das ist der Wert von Stieltjes. 

Durch Gammafunktionen ausgedriickt hat ¢, die Form 


r(1— a) _Qn +) T+ @) 





CFC.= 





2 F@)  =Fa+2—a) 
Da aber nach der Stirlingschen Formel 

T(z) -V2a ca + «(z)), 

(lim i = 0), 
80 ist pun 
(21) cy = oe te H(1 +84), 
wo 
lim 6, = 0. 


Ist @ eine positive Zahl, die O<@<1, so ist die Funktion 
os absolut integrabel, und ihre Legendresche Reihe ist durch die 
Stieltjessche Reihe (25) — Sie ist aber allemal divergent, wenn 

- <a<l. 
In der Tat, es sei x eine beliebige innere Stelle des Intervalles (—1, + 1). 
Man betrachte das allgemeine Glied der Reihe (25) 


ane = Lon “ 
“ ¢, P,(“) =¢ cos 7) 


¢.= a ®) ,20- 1(1+4,), 


und da nach Laplace 


P, (cos ) -V cin {cos | ( at 2)? - 4] + vin ?)} : 


wo 


lim é.= lim nn (7) = 0, 
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so ist . 
2ra— 2 1 w-% 
¢, P,, (cos 7) = T(@) 2. zaimy *{°°8[("+-3) 7-7] +2.)} 2" 3, 
wo 
lim ¢,(y) = 0. 
Wenn also om 
20—+>0 


d.h. a> +; so werden die Glieder der Stieltjesschen Reihe mit wachsendem 
n nicht unendlich klein, und folglich divergiert die Reihe. 

Wiihrend nun die Stieltjessche Reihe, wenn + <a <1, fiir jedes x 
divergiert, konvergieren nach meinem Satze die Holderschen Mittel zweiter 
Ordnung fiir jeden Wert von x, welcher 

—l<2<l. 
Die Konvergenz dieser Mittel ist sogar eine gleichméfige fiir 
—l<z<a, 
wo a eine beliebige innere Stelle des Intervalles (— 1, + 1) bedeutet. 
Ich habe die Konvergenzverhiltnisse der Stieltjesschen Reihe fiir 


0<0<t 
nicht genauer untersucht. Soviel steht aber fest, daB an der Stelle — 1 


auch noch fiir 
1 8 
3S°<7 


Divergenz herrscht. Das zeigt mit Leichtigkeit die asymptotische Formel 
(27) fir c,. Fir o= ; geht die Stieltjessche Reihe in die bekannte 
Reihe 

1 , 

Paying 7 Pol) + P@) +--+ B@)t- 
tiber, die ich in dieser Arbeit genau untersucht habe. Diese Reihe geht 
fir z=——1 in die Reihe 
1—1+1-—1+--:: 

iiber und ist also an der Stelle ——41 in der Tat divergent. An einer 
inneren Stelle des Intervalles (— 1, + 1) ist sie aber konvergent.*) 





*) Sehr instruktiv ist es, die Stieltjessche Reihe 


Pn Oe) ee a 
n=0 





aap —) (2—a) ---(n+1—o) 
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g 7. 
Uber die Hélderschen Mittel nullter und erster Ordnung der Reihe 


> (2n+1) P, (cosy). 


In diesem Paragraphen miéchte ich auseinandersetzen, warum ich im 
Falle der Laplaceschen Reihe gleich zu den Hélderschen Mittel der zweiten 
Ordnung tibergehen muBte. 

Ich will also jetzt die Summen 


8,(7) = 6, (7) 
und die Summen 


(9) = oat 
der Reihe 


> (2n+ 1) P, (cos y) 


untersuchen. 
Ich stelle fiir 6,(y) und o,(y).asymptotische Formeln auf und be- 
nutze zu diesem Zwecke die beriihmte Darbouxsche Methode. [Loc. cit.] 
Um diese Methode anwenden zu kénnen, muB ich zuniichst die 
erzeugenden Funktionen der Folgen o,(y) und o,,(y) herstellen. 
Da 
1—2* 


(1 —2zcosy +252 





= > (2n+ 1) P,(cos y) 2", 


1 1—2? . 
— s > —— 6, (7) 2" 
(1 — 22 cos y + 2?) 4 





1— 2? 7 
aaa - - > %(y) #. 


(1—2z cos y + 2%) 


n=0 
Die erzeugende Funktion der Folge 6,(y) ist also 


A(z) = ae , 
(1—2z cosy + 29 





mit der Binomialreihe 
1 . @(@+1)---(@+n—1) 
(i—a2)” - > a's a 
n=O 


in Bezug auf die Konvergenz im Intervalle —1<2x<1 zu vergleichen. 





Laplacesche Reihe. 
und die der Folge o,,(y) ist 


i+s - 
(1—z) (1 —2z2 cosy + 22 





u(z) = 


Ich beschiftige mich zuerst mit der Herleitung einer asymptotischen 
Formel fiir o,(y). 

Es sei y eine beliebige, aber bestimmte Stelle im Innern des Inter- 
valles (0,2). Die erzeugende Funktion 





1+2 
Mz) = 
®) a—é%st a— en? nt 


ist nach Potenzen von z entwickelbar und hat den Einheitskreis als 
wahren Konvergenzkreis. Sie hat am Einheitskreise die beiden alge- 
braischen singuliren Stellen 


4=e'%, =e, 


Um den ,,Hauptteil* von o,(y) zu bekommen, habe ich nun, nach der 
Darbouxschen Methode, einfach 





» -i i 
ig = tte i o : 
(1 


_ end (1— dvs (a— etint : a—e%et 


nach Potenzen von z zu entwickeln. Der Koeffizient von 2 gibt den 
gesuchten Hauptteil von o,(y). 
Nach dem Binomialsatze ist aber 


1 
weatilnine dest aN 
(i — eat 

1 


- oDece (2n 
(1 —e7*? nt 


bh begga ae et 


Die gesuchte asymptotische Formel lautet daher 





S| 1+e” etry i+¢?” 


ant tein mae 
2-4-6--- 2n (1 — 7 2!nt a—eni. +n}, 


lim 7,(y) = 0. 


Ordne ich in der Klammer und fihre trigonometrische Funktionen ein, 
so erhalte ich schlieBlich, mit Riicksicht auf die Wallissche Formel 
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ct: & “yatty 
(lim ¢, = 0), 


(28) s,(y)= o,(7) 


8 cos x 
— & @ = i aa 10) 


wo 0,(y) fiir limm=oo in jedem Intervalle «<< y<a—e, (¢>0), 
gleichmaBig zu Null konvergiert. 

Die asymptotische Formel (28) zeigt, daB die Folge der Partial- 
summen s,(y) der Reihe 


a (2n + 1) P,(cos y) 

n=0 
fiir jede innere Stelle des Intervalles (0,2) zwischen — oo und + oo 
oszilliert. An der Stelle y=0O geht die Reihe in 


14+34+5+4---+(2m+1)+--- 


iiber und die Partialsummen konvergieren zu +o. Fiir y=2a geht 
sie in 
1—3+5-—7+--- 

tiber und ihre Partialsummen oszillieren wieder zwischen — oo und + oo. 

Die s,(y) der Reihe (5) haben also kein konstantes Vorzeichen im 
Intervalle (0, x); sie haben veriinderliches Vorzeichen, und die Anzahl 
der Vorzeichenwechsel wichst mit m iiber jede Grenze. 

Jch wende mich jetzt zu der Folge o,(y). Die erzeugende Funktion 
lautet 

i+z 


4) = ———————_____L. a © 
H) (a—z) (1— éata —_ et¥ gh 


Sie hat auf dem Einheitskreise die singuliren Stellen 

a=e'', =e’, o=1. 
Der Pol z,=1 kommt aber, nach Darboux, bei der Frage nach dem 
Hauptteil des Koeffizienten von 2 nicht in Betracht, weil hier die 


Funktion u(z) von niedrigerer Ordnung unendlich wird als an den Stellen 
2;, %- Man hat jetzt also 





a ite‘? 1 
Z)= . 
#() a—eNa—e tt a—eftyt 
1+¢7 1 





a—éa—?2int a—e-*nt 
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nach Potenzen von ¢ zu entwickeln. Dies liefert die asymptotische Formel 
(29) #5(y) — 








n+1 
1 4cos 7 . 
Wa - cos| (n + 2) y — 5%] 4 o, 
Vn Vz sin 7 - (2 sin yt [( 3)? z| (y) }, 
wo 
lim 0,,(y) = 0 
fiir 
e<ygu-—e, (e> 0). 


Diese asymptotische Formel fiir die Hélderschen Mittel erster Ord- 
nung s,(y) der Reihe (5) zeigt, daB auch die s',(y) verinderliches Vor- 
zeichen haben im Intervalle (0, x). Die Anzahl der Vorzeichenwechsel 
wichst mit » ins Unendliche. 


Ist O0<y< 2, so zeigt Formel (29), daB 
lim s;,(y) = 0 
d. h. die Reihe (5) ist im Innern des Intervalles (0, x) itiberall einfach 


summierbar und ihre Summe ist gleich 0. Diese Kigenschaft hort aber 
an der Stelle y= auf. Dort geht die Reihe (5) in 


SHH = 7 Hi. 


iiber, die nicht einfach summierbar ist. In der Tat ist eine notwendige 
Bedingung fiir die einfache Summierbarkeit einer unendlichen Reihe 


dab 


Hier ist aber 
lim /*l — jim 2*+? — 9, 
a=e n a=o 
Es ist interessant, mittels der Darbouxschen Methode einen asympto- 
tischen Ausdruck fiir 6; (y) zu suchen. Die erzeugende Funktion dieser 
Folge ist 
1—s* 1+2 
v(ze - = . 
«= t— a (1—2z2 cosy + 22 a—z*(a— dvs (i —e*pt 
Diese hat am Einheitskreise die singuliren Stellen 


-i 
ame’, =e’, “ml. 
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Jetzt fallen aber die Stellen 2,, z, als Unendlichkeitsstellen niedrigerer 
Ordnung neben z,=1 weg. Die zu entwickelnde Funktion ist jetzt 
einfach 











a a es Sa 
a— éni a— ent (1 — 2)? 4 (sin ry (1 — z)? 
Da nun 
3) = —* (n+1) 2, 
4 (sin Fay > ' 
so ist 
on (7) 2 1 " 
eo) CED OH -=a(; ayy *): 
2 2 
wo 
lim x (y) = 
fiir i 


((SySx—«, #>0). 
Die asymptotische Formel (30) zeigt, daB die o(y) schon wesentlich anderen 
| Charakter haben als die 6,(y) und o,(y). 

Leider kann man aber durch diese asymptotische Formel die 6% (y) 
nur fiir ein Intervall (¢,—<«) beherrschen.*) Deswegen war ich ge- 
genitigt, bei Ableitung der Theoreme I und II des § 2 fiir o{(y) den- 
jenigen Weg einzuschlagen, den ich eben in § 2 gezeigt habe. 

Jedenfalls aber kommt durch die Anwendung der Darbouxschen Methode 
die Tatsache zum Vorschein, daB bei der Laplaceschen Reihe die Hilder- 
schen Mittel zweiter Ordnung eine ausgezeichnete Rolle spielen miissen. 


g§ 8. 
SchluBbemerkungen. Probleme. 


Die Hélderschen Mittel erster Ordnung der Fourierschen Reihe habe 
ich, in einigen Arbeiten, zur Lésung verschiedener Fragen angewendet. 
Mit Hilfe der Hélderschen Mittel zweiter Ordnung der Laplaceschen Reihe 
lassen sich nun gewisse analoge Fragen behandeln, die ich aber bei einer 
anderen Gelegenheit auseinandersetzen michte. 

Weiter habe ich in dieser Arbeit die Konvergenz der s/(0,) nur an 
einer solchen Stelle (6, ) bewiesen, wo die Funktion f(0, p) stetig ist. 
Die Folge s,(@, m) ist aber auch an solchen Stellen (0, m) der Einheits- 
kugel konvergent, wo die Funktion eine Diskontinuitit aufweist, welche 








*) Hier ist zwar ¢ eine beliebig kleine positive Gréfe. Aber mit abnehmen- 
dem « mu8 n vergréBert werden. 
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der Diskontinuitét des ,gewéhnlichen Sprunges“ bei einer Funktion 
einer Variabeln entspricht. Dies ist leicht zu beweisen. ; 

Zum Schlusse méchte ich noch einige Fragen formulieren, die sich 
dem Leser dieser Arbeit gewiB von selbst aufdringen. Diese lauten 
folgendermaBen: 

a) Existiert eine Funktion ((@,q@), die auf der ganzen Einheitskugel 
stetig ist, und fiir welche die Hélderschen Mittel nullter Ordnung ihrer 
Laplaceschen Reihe 


5(9,p), 8,(9, 9), +--+, 5,(9, 9), -- 
an einzelnen Stellen der Einheitskugel eine divergente Folge bilden?*) 
b) Existiert eine Funktion f(@,q@), die auf der ganzen Einheitskugel 
stetig ist und fiir welche die Hélderschen Mittel erster Ordnung ihrer 
Laplaceschen Reihe 


80 (9, 9); 81 (4, 9), ithe $n (9, Y); Rie 
an einzelnen Stellen der Einheitskugel eine divergente Folge bilden? **) 
Uberhaupt sollte neben der Konvergenztheorie der Hélderschen Summen 
nullter Ordnung der Laplaceschen Reihe auch diejenige der ersten 
Ordnung entwickelt werden. ([Diejenige der zweiten Ordnung gibt vor- 
liegende Arbeit.| 

c) Existiert eine Funktion f(6,q), die an einer Stelle (0,, q,) der 
Einheitskugel absolut integrabel unendlich wird und sonst tiberall regular 
analytisch ist, fir welche die Folge s,,(0,q) itiberall divergiert? 

d) Existiert eine Funktion, die an einer Stelle (4, ) der Kugel 
integrabel (aber nicht absolut integrabel) unendlich wird und fiir welche 
selbst die Folge s,(@, gp) tiberall divergiert ? ***) 

Um diese Fragen zu lésen, wird es gewiB zweckmiBig sein zu ver- 
suchen, Legendresche Reihen (d. h. spezielle Laplacesche heihen) der ver- 
langten Eigenschaft zu bilden. 


Klausenburg, den 17. September 1908. 





*) Die analoge Frage fiir die Fouriersche Reihe wurde bekanntlich zuerst von 
Du Bois Reymond gelist. 

**) Fiir diese Frage gibt es bei der Fourierschen Reihe kein Analogon, weil fiir 
sie schon die s',(@) gleichmiBig zu f(a”) konvergieren. (Math. Annalen, Bd. 58.) 

“*) Bei der Fourierschen Reihe sind die Verhiltnisse im Falle einer unendlich 
werdenden Funktion geklirt. Ist f(#) an «=a, unendlich (sonst reguliir analytisch), 
dann ist die Folge s,(a#) konvergent, wenn f(x) absolut integrabel ist. Die Folge 
8,(“) kann divergieren, wenn f(x) bedingt integrabel ist [Riemann]. Die Folge s} (x) 
konvergiert aber immer, es sei f(x) an der Stelle c=, absolut integrabel oder 
nur bedingt integrabel. (Math. Annalen, Bd. 58.) 











Die Identitat des Cestaroschen und Hélderschen Grenzwertes. 


Von 


Watrter Scunee in Berlin. 


Einleitung. 
Der Abelsche Stetigkeitssatz besagt bekanntlich folgendes: Ist eine 


Funktion f(z) im Einheitskreise durch die Potenzreihe > 2 gegeben 


n=0 
und konvergiert die Reihe > % zur Summe s, so ist lim f(z)—s, wenn 
z=1 


n=0 
sich die Variable x wachsend auf der Achse des Reellen dem Punkte 1 
des Einheitskreises annihert. Dieser grundlegende Satz ist in einer groBen 
Anzahl neuerer Arbeiten nach verschiedenen Richtungen hin erweitert 
und verallgemeinert worden. So ist die Existenz eines Grenzwertes der 
Funktion f(x) bei bestimmter Anniherung aus dem Innern des Konver- 
genzgebietes an einen Punkt der Konvergenzgrenze der die Funktion dar- 
stellenden Reihe durchaus nicht an die Konvergenz der Reihe in dem 
betreffenden Grenzpunkte gebunden; es reicht aus, daB die Reihe y-fach 
unbestimmt ist, wo y eine positive ganze Zahl bedeutet. Dieser Begriff 
ist schon deshalb von Interesse, weil man in neuerer Zeit ja haufig 
versucht hat, divergente Reihen in den Kreis der analytischen Betrach- 
tungen hineinzuziehen. Cesadro definiert ihn folgendermaben: Es mégen 
die a, eine beliebige Folge reeller oder komplexer GréBen bedeuten, fiir 


welche > % divergiert, und es werde 


$,=S=a,+a,+---+4,, S=s+8,+--+5,, ty SM = SE-) + S@-D+...48@-) 


gesetzt. Dann wird die Reihe >" a, als y-fach (y=1,2,---) unbestimmt 
n=0 


mit der Summe s bezeichnet, wenn der Grenzwert 


. ki se 
(1) lim —"— 


n=0 n 
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fiir k= y existiert und den Wert s hat, wihrend er fir k=0,1,2,---,y—1 
nicht existiert. Im Gegensatz dazu hat Herr Hilder folgende Reihe von 
GréBenfolgen aufgestellt: 


oss (k—1) (k—1) 4... (k—1) 
1.— 5 =a, +0, +--+0,, Fe ke +8, 89 + 8; + +s, 





potty SO) = 





n+1 n-+1 


und man kann die Reihe b 3 a, auch dann y-fach (y—1, 2,---) unbestimmt 
n=0 

mit der Summe s nennen, wenn der Grenzwert 
2) lim s(? 
fir k=y existiert und den Wert s hat, dagegen fiir k 0,1, 2,---,y—1 
nicht existiert*). Den Grenzwert (1) wollen wir kurz den Cesdroschen, 
den Grenzwert (2) den Hélderschen Grenzwert nennen, und es ist zu 
untersuchen, ob aus der Existenz eines dieser beiden Grenzwerte folgt, 
daB der andere existiert und ihm gleich ist. Nun hat Herr Knopp*™) 
auf elementarem Wege, das heiBt lediglich durch Grenzwertbetrachtungen 
gezeigt, daB aus der Existenz des Hélderschen Grenzwertes (2) stets auch 
die des Cesaroschen Grenzwertes (1) folgt, wonach sich dann aus seinen 
analytischen Betrachtungen von selbst die Gleichheit dieser beiden Grenz- 
werte ergab. Dieses Resultat zitiert Herr Bromwich in einer kiirdlich 
erschienenen Arbeit***) und bemerkt sowohl in der Einleitung als auch 

*) Es ist leicht zu beweisen, daB jeder dieser beiden Grenzwerte, wenn er fiir 
k=y existiert, dann auch fir k—y+1, k—=y+2,--- existieren und denselben 
Wert wie fiir k= y haben muB. 

**) ,Grenzwerte von Reihen bei der Anniiherung an die Konvergenzgrenze‘, 
Inauguraldissertation, Berlin 1907, [S. 1—50] 8S. 19—22. 

***) On the limits of certain infinite series and integrals‘, Math. Annalen, Bd. 65, 
1908, 8. 350—369. 

An Stelle des Grenzwertes (1) schreibt Herr Bromwich 


(k) 
lim AQ = ("7H Ot 
tex 4 Ae” _ k niki ? 
was offenbar keinen Unterschied ausmacht. Auch seine Definjtion der GriBen s® 


SO ma, thay, + OED, yp. AEE Ee, 


ist mit der unsern identisch (vergl. im folgenden Formel (4)). Man kann die GréBen 
S® drittens auch durch die Gleichung 





= my pF +1 : (k) 
2 (1—2) ae 


definieren, wenn diese Potenzreihen ein Konvergenzgebiet haben. 





? 
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in den Paragraphen 4 und 5, daB es bisher noch nicht festgestellt sei, 
ob umgekehrt allgemein aus der Existenz des Grenzwertes (1) die des 
Grenzwertes (2) folge*). Das gibt mir Gelegenheit, die folgende Arbeit 
mitzuteilen, in welcher ich zuniichst, und zwar auf anderem Wege als 
Herr Knopp, aus der Existenz des Hélderschen Grenzwertes (2) die des 
Cesaroschen Grenzwertes (1) erschlieBen und zugleich ihre numerische Gleich- 
heit beweisen werde; ich werde aber auch umgekehrt zeigen, daB aus der 
Existenz des Grenzwertes (1) stets die des Grenzwertes (2) folgt, und 
damit die bisher offen gebliebene Liicke ausfiillen. Es soll also folgender 
Satz bewiesen werden: 

Sind die Gripen s,, 8,,-+-, 8,,-++* trgend eine Folge reeller oder kom- 
plexer Gripen und bildet man wie oben die Grifenfolgen S,, Sx’, --- sowie 
Sn, Sn, ***, 80 ist stets 

lim — = lim s =s, 


n=o Wn n=0 


wenn einer dieser beiden Grenzwerte existiert und den Wert s hat.**) 


§ 1. 
Hilfssitze iiber Grenzwerte. 


Bei vielen Grenzbetrachtungen leistet ein bekannter, schon von Cauchy 
aufgestellter und von Stolz erweiterter Grenzwertsatz gute Dienste, den 
ich der Volistiindigkeit halber hier ebenfalls beweisen will: 

I. Sind die A, eine beliebige Folge reeller oder komplexer Gripen, die 
B, eine Folge positiver, monoton ins Unendliche wachsender Zahlen, so 
™ = li A, li A, ce A... 1 

im = -lm =>; 
n= B, n=0 4,—4,..3° 
wenn dieser letetere Grenzwert existiert. 
csudeaeibagaess 

*) Fir k —1 ist sogar identisch —*. =s',. Auch fir k=2 ist noch, wie 
Herr Bromwich in § 3 seiner Arbeit zeigt, die gleichzeitige Existenz der beiden Grenz- 
werte und ihre Gleichheit sehr leicht zu beweisen. Es gelingt aber Herrn Bromwich 
nicht, den entsprechenden Nachweis fiir beliebiges & zu fiihren. 

Auf dieselbe Frage kommt auch Herr Hardy in einer wiihrend des Druckes 
dieser Arbeit erschienenen Abhandlung (,,Generalisation of a theorem in the theory 
of divergent series“, Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, Bd. 6, 
[S. 255—264] S. 257) mit folgenden Worten zu sprechen: ,,It is not unlikely that 
Cesaros definition is more general: it is conceivable that the two always cover the 
same ground,‘ 

**) Dieses Resultat habe ich, ohne damals den Beweis mitzuteilen, schon in 
meiner Dissertation: ,,Uber irregulire Potenzreihen und Dirichletsche Reihen. 1. Teil.“ 
(Berlin, 1908, [S. 1—80] S. 52, Anm. 15) ausgesprochen. 
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Beweis: Es sei der letztere Grenzwert = c. Setzt man dann: 
(3) A, 7 A,_; _ c(B,—B,_,) + é, (B,—B,_,), A — 0, B_; _ 0, 


so ist nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl 6 >0 eine Zahl m, so 
anzugeben, da® fiir alle vy >m, der Ausdruck «, absolut < = ist, und es 
ist hiernach eine Zahl m, so anzugeben, daB fiir alle » > m, 


m—1 


> ¢,(B, — B,_1) 3 
v=0 | 
a 





ist. Also erhailt man nach Summation der Gleichungen (3) fiir y=0, 1,2,---,n, 
wenn » gréBer als m, und als m, ist: 


A, na cB, + 2 *(B,—B,-1), 


_— | 


i | (BB, + 4(@,-2,-1)| j 
5-\-|= a ——_|<$+ ina, 


. " 





was bewiesen werden sollte. 
In Satz I ist folgender Satz erhalten: 
Il. Jst lim 6, = c, so ist fiir jede ganze Zahl y > 0: 


a=o@ 
i= 
ma > v Cc. 
Beweis: Setzt man 


= > 6,v", B, = n't, 


so erhailt man durch Entwicklung yon (n—1)’** nach dem binomischen 
Satze: 





lim 7 


4,— 4,.; li on" li nt c 
"= = lim ——*——_,, =e lim —— — =— 
B = Bent n=o nt! (_4—1)1t! n= © (y +1)n7— — ("En +. - y+’ 


lim 
so daB der Satz I unmittelbar die Behauptung ergibt. 


Diesen Satz II wollen wir folgendermaBen verallgemeinern: 
Ill. Ist lim 6,—c, so ist fiir ganze Zahln 1 >0 und w>0, wenn 


k=A+u+1 gesetet wird, 


n 
— . 
lim ~ > 6,(n—v) v= Alule. 
n=on 
vr=0 
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Beweis*): Nach Satz I ergibt sich fir 4 >0 


n a-1l 

> 4, (a— 9) o" > 4,(n— yo" 

lim *=° = = Re 
né k 


n—t 
>4, vv ((n—vy —(n—v— 1)*) 
° r=0 
7 owed ee e~* 


: lim zn ds, io—oyr| 
ns _ 


a (): ; lim a>) ona) dialed 
r=0 





a= 


wenn die 4 hinter dem letzten Gleichheitszeichen auftretenden Grenzwerte 
existieren. Diese aber haben siimtlich die Form des Grenzwertes, von dem 
wir ausgegangen sind. Fiihrt man unser Transformationsverfahren so lange 
fort, bis in simtlichen rechts auftretenden Grenzwerten der Exponent von 
n—v za Null geworden ist, und wendet dann auf alle diese Grenzwerte 
den Satz II an, so erkennt man die Richtigkeit folgender Entwicklung: 
1% ; a ae 
lim => %(n— v/v = _; ba a1 D>, (0) se 
r=0 v=0 
a a—t1 1 — ‘ 
“3-6 “S-ee7 lim 4-1 DY 
r=0 


4 a! ec __ Alp! 
~ @—1)---@—-141) F—-1~ BY ® 
da k—~i— +1 ist. Damit aber ist unser Satz bewiesen. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes erhilt man folgenden Satz: 


IV. Ist lim 6,=—c und o(x,y) = > ¢, ,x'y" eine beliebige ganze Funk- 
n Ayu y' 


tion von x und y vom Grade k —1, d. h. ist fiir alle thre Glieder 44+ u<k—1, 
so ist: 


n k-1 
-. OF 
lim oe > 4 9(n—»,”) = c >) (k—-1—e)!0! 4-1 ee: 
a=e rae que 


*) Natiirlich kann man diesen Satz auch so beweisen, daB man den auf der 
linken Seite der Behauptungsgleichung auftretenden Faktor (n—v) nach dem bino- 
mischen Satze entwickelt und alsdann auf jeden der so entstehenden 4+ 1 Grenz- 
werte den Satz II anwendet. 
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§ 2. 
Der Cesarosche Grenzwert als Folge des Hélderschen, 
Aus der Definition der GréBen S,, S;’,--- ergibt sich: 
SY =So +S; +---+S, = (n+1)s, + ns, +---+58,, 
Sy" = So + Si +--+ + Sy = 8 + (28 +8,) +--+ (M+1)5+---+8,) 
2 1 2 
= ¢ ) 5 + ez )s +--+(5)s, 


Allgemein erhalt man: 


(4) so — ("TE Nt (TET a te + (ETI) 88 


(k—1)1 S® - 5's,.9(0—»), p(x) = (x41) (w+2) --- (a +k—1). 


v=0 


Um zu zeigen, daB der Cesarosche Grenzwert eine Folge des Hélderschen 
ist, haben wir also nur folgenden Satz zu beweisen: 

V. LEzistiert fiir die Grifenfolge s,, 8,, ---, 8, °°* und irgend eine 
ganze Zahl k wenigstens der Hildersche Grenzwert (2) lim s =, so ist fiir 


jede beliebige ganze Funktion k—1*" Grades p(x) = cya*-! +--+» +e, _»@+G_, 
_ k® 
l gy (n—v) = C8. 
lim 3 a* gy (n—v) = ¢, 
Beweis: Um die GréBen s, durch die GréBen s) auszudriicken, 
benutzen wir die Formel 
st 


= (n+1)s” ns” 


5. 1? 
die unmittelbar aus der Definitionsformel der GréBen s) durch die GréBen 
s*- hervorgeht. Mittels dieser ‘driickt man die GréBen s, durch die 
GréBen s;,, dann durch die GréBen s{ usw. aus und erhilt, wie man mittels 
eines Induktionsverfahrens, d. h. durch den SchluB von k auf k+1, nach 
leichter Rechnung auch allgemein erkennt, fiir jede positive ganze Zahl k 
die Gleichungen: 


s, — w'f,(n) + m"f,_s(m) + ++ + nf, (m) + 8, 


(5) 
, f, (n) = = a” s 4 a” s od ite +a - -. (x =1, oe k), 


wo die Koeffizienten a den folgenden piieebars geniigen: 
a + al) +--+ a\*) =0 (x= 1,2,---,k), 
lea) + 2a +---+kay=—O0 (x—2,3,--,k; 9=1,2,--,x—1). 
g* 


(6) 





116 W. Scunee. 


Aus den Gleichungen (6) laBt sich fiir jedes x = 1,2,---,k eine Anzahl 
weiterer Beziehungen zwischen den Koeffizienten a herleiten, wobei wir 
im folgenden der Kiirze halber den oberen Index x iiberall fortlassen 
wollen. Diese Identitiiten dienen lediglich dazu, die Gleichungen (10) und 
(11) zu entwickeln, die bei dem eigentlichen kurzen Beweise von Satz V 
gebraucht werden. Ist z eine beliebige Zahl und setzt man: 


l*a, + 2a, +---+k*a,=—A,, 
so ist infolge von (6) 
ay 2*** 4 a,(2+1ftt4--- + a,(e+kt? 
= +a, +a, +-+-+a,) +--+ (*T*)e+1-e(100, +-+-+ka,) +--- 
~ (* ’ ") (1*a, +-+-+h*a,)+(1**'a, +---+h**'a,) 
= (x+1)2A, + (1**'a, +--- +k *'a,). 
Also ergibt sich fiir z= 1 
(7) ay + a,(2***—1**") + --- +a (k+1*t!— Pt!) = (e+ 1A,. 
Wir erhalten weiter, indem wir im folgenden gleich z = k ansetzen, 
kag +(k—1)9a,+---+1¢a,_, kay +(k—1)¢a,+---+(k—(k—1) €a,_, +(k—k)* a, 
(8) =A (ag+---+a,)—(f) be Lay + +hay) +---+-(—1)e(8) (Lea, + +key) 
-{? fir 9 = 1,2,--.,x%—1, 
(—1)A, fir 9 =x. 
Fihrt man an Stelle der GréBen a,,---, a, fiir positiv-ganzzahliges 6 die 
GréBen 0°a,,---,k’a, in die obige Rechnung ein, so ergibt sich genau ebenso: 
0 fiir 9 +o=—2,3,---.x.—1, 
(—1)° A, fir 9+o0=—x. 
Hiernach erhiilt man leicht, daB man fir beliebige Zahlen x und y 
V,(%, ¥) = dy(wthf*y* +a, (a +k—1P*(y +1 +--+a,at- My +k} 


4, Sy" ‘) (*) at-t-eye + fiir x1, 2,---,k—1, 
(10) ee 


(9) (k-1)¢1° a, +(k—2)¢2"a,+---+1¢(k—-1)"a,_, = 


4, Sie" ‘) (1) at-1-eye 4+. fir x=—k 
e=0 


setzen darf, wo nur noch Glieder folgen, fiir welche die Summe der 
Exponenten von x und y einen Wert < k — 2 hat. Man braucht nur die 
Funktion ~,(z,y) zuniichst nach Potenzen von x und sodann den Koef- 
fizienten einer jeden Potenz nach Potenzen von y zu entwickeln. Dann 
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wird jedesmal der Koeffizient des héchsten Gliedes in Bezug auf y durch 
die Formeln (6), (8) und (9) bestimmt. 
Endlich behaupte ich mit Beschrinkung auf x = k folgende Gieichung: 
ay” (K+ (k—1)° +--+ +1°) +a? (R—-1)° +--- +1") +--+? 1° 
0 fir @=—0,1,-- ,k-—2, 
(11) ~ |(—1)' 4 fir 9 = k—1. 


Zum Beweise dieser Gleichung benutze ich die Koeffizienten 

a”, a, sha a”), (x = 1, 2, — k— 1), 
die in den Formeln (5) auftreten, wenn man mittels dieser die GréBen s, 
nur durch die GréBen s*-" ausdriickt, die also auftreten, wenn man in 
unserem Entwicklungsverfahren einen Schritt weniger ausfiihrt. Dann ist, 
wie man schon aus dem vorher angedeuteten Induktionsbeweise erkennen 
konnte, 


do = Ao, Oy = Gy — My, > + +, Me-1 = Ge-1 — Aig, Oy = — Ahi, 
wo bei den Koeffizienten a der obere Index k, bei den Koeffizienten a’ 
der obere Index i — 1 weggelassen ist. Setzt man dies ein, so wird die 
linke Seite von (11) analog den Gleichungen (8) 
0 fir 9 =1,2,--,k-2,. 
(—1)*-*Aj-_, fir gp =k-—1. 
Andererseits aber erhalt man nach Gleichung (7) 

A, = l'a, +---+ Ka, = 1*(a,—a,) +---—Fay_, 

= — {a,+a,(2*—1*) +---+a,_,(F—&—1))} = —kA_,, 


womit die Formeln (11) vollstandig bewiesen sind. 


= ayk? + ay(k—1)@ +---+aj4_11¢ = 


Der Satz V wird nun so bewiesen, daB man vermittels der ersten 
Formel (5) den zunichst zu untersuchenden Grenzwert 


(a) 
in die Summe von k+ 1 Grenzwerten zerlegt und die Existenz jedes 
dieser Grenzwerte besonders beweist, was nach Aufstellung der Formeln 


(10) und (11) keine Schwierigkeiten mehr macht. Zuniichst folgt die 
Existenz des letzten dieser Grenzwerte 


(b) lim + > #(n—vy-4 =s 
n=ow ond 


unmittelbar aus dem Satze II], wenn A4=k—1, w» =O gesetzt wird. 








(c) 


118 W. Scuvzz. 


Gelingt es weiter nachzuweisen, daB die iibrigen fiir x = 1, 2,---,k sich 
ergebenden Grenzwerte (c) simtlich verschwinden, so ist damit gezeigt, 
daB auch der Grenzwert (a) existiert und den Wert s hat. 

LaBt man der Kiirze halber bei den Koeffizienten a, ---, a den 
oberen Index weg und setzt man s“) = 6,, so ergibt sich: 


" n—1 
— 2 > , a ae > , - 
—=3 =0 Ot Mien (nv) *{a,6,+4, 6, ste +4,6,_;} 


n—k-1 


(d) =lim ‘ > 6, do(n—v)v* +4, (n— v1) $1 $y (0 —v—k)-'(v +k} 
a=o v2 


e) +lim : [o,_,{a,k*-"(m—k)*+a, (kK—1)*""(m—k+1)*+---+a,_, 1" (n—1)*} 
pone ° 


+6,_41 ( Qg(h—1)*-* (n—h+1)*+---++,_ 91°" (n—1)* } +---+-6,_, -Gg-1*""(n—1)". 


Der Grenzwert (e) besteht, nach den GréBen o zerlegt, aus der Summe von k 
Grenzwerten, von denen jeder einzelne nur in dem Falle von Null ver- 
schieden sein kann, wenn x =i ist. In diesem Falle verschwindet der 
Grenzwert (e) nicht, sondern erhilt infolge des zweiten Teiles der Glei- 
chungen (11) den Wert (—1)‘A,-s. 

Multipliziert man den Grenzwert (d) mit (k—1)! und setzt-n —k =m, 
so erhalt er die Form 
(d’) lim : p> 6,¥,(m —v, ¥), 

v,(m—v,v) = a,(m—v+hk)-'y* + ---+ a,(m—v)-*(v +h), 

wo die Funktion (7, y) genau die in Gleichung (10) angegebene Bedeutung 
hat, also nur vom Grade k — 1 ist. Folglich liefert der Satz IV auch die 
Existenz dieses Grenzwertes, der also im Falle x < k—1 den Wert 


A,-s- >" (1 rs ") (2) @-1-0)! et = (k-1)! 4-8 >" (—1 (") = 0, 


e=0 


im Falle x =k den Wert 


k-1 
(k—1)! Ay-s- >) (—19¢ (1) = (— kt ays 
e=0 


erhilt. Der Grenzwert (d) hat also im Falle x=1,2,---,4—1 den 
Wert Null, im Falle x =k den Wert (—1)'~'A,s; den Grenzwert (e) 
haben wir schon vorher berechnet. Folglich existiert in allen Fallen der 
Grenzwert (c), welcher die Summe von (d) und (e) ist, und hat fiir jedes 
x=1,2,---,k den Wert Null, womit schlieBlich auch bewiesen ist, dab 
der Grenzwert (a) existiert und den Wert s hat. 
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Genau ebenso beweist man, daB aus der Gleichung lim s” = fiir 
die Zahlen 9 = 2, 3,---,k die Beziehung peers 152" 
_ ke 
lim — —v)-@ = 
lim > v) 0 
folgt, weil dann die den Grenzwerten (b), (d’) und (e) entsprechenden 
Grenzwerte verschwinden. Durch Zusammensetzung dieser Resultate erhilt 
man den Satz V, womit das in der Uberschrift dieses Paragraphen ge- 
stellte Problem gelést ist. 
Natiirlich ist die Behauptungsgleichung von Satz V a fortiori er- 
fillt, wenn schon fiir eine Zahl 1 < k der Grenzwert lim s(? — s existiert. 


Man sieht aber leicht ein, daB der Satz V nicht mehr richtig bleibt, 
wenn dieser Grenzwert erst fiir 1 =k-+ 1, k+2,--- existiert. In diesem 
Falle erhilt man zwar genau dieselben Entwicklungen wie oben, nur 
daB iiberall, ausgenommen im Exponenten, anstatt k die Zahl / zu 
schreiben ist, und es existieren die Grenzwerte (b) und (d’), da auch in 
diesem Falle die Funktion y,(z,y) fir x=—1,2,---,l vom Grade k—1 
ist; aber der Grenzwert (e) und somit der Grenzwert (c) existiert nicht 
mehr notwendig fir x=—k+1,---,l Ebenso ist der Satz Ill, wenn 
fiir die gegebene GréBenfolge s, an Stelle der Annahme lim s,—s nur die 


Voraussetzung lim s/s gemacht wird, an die weitere Bedingung /+ u <k, 


d.h. 1< A+ 1 gekniipft. Denn erst infolge dieser existiert der (e) ent- 
sprechende Grenzwert 
lim =; [6,_,{agl4(n—D**#+ a, (1) (n—14 18a, 1(n— 1} 
= + y141 (Gq (0— 1) (nn —1 + Lyte +++ +a, (nm — 1 pte} 

a le Oe ee ee OW oe eee ie ee re a ee 

+ Gn-1 + Ay l*(n— 1)*+# | , 


fiir jedes x =1,2,---,1; dagegen existieren die (b) und (d’) entsprechenden 
Grenzwerte fiir jedes beliebige /, da allgemein die Funktionen y,(z, y) 
immer denselben Grad k—1 haben wie die ihrer Bildung zu Grunde 
liegenden Ausdriicke (n—v)*-' bezw. (n—v)*v". Es ergibt sich also als 
Verallgemeinerung von III der Satz 

VI. Ist lim sf? =s, so ist, wenn k=1+ +1 gesetet wird und 1<A+1 


oder, was dasselbe bedeutet, 4 >1—1 ist: 


lim SD 8,(n— 0) = at yts. 


v=0 
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Durch wiederholte Anwendung von VI erhilt man die entsprechende Ver- 
allgemeinerung von Satz IV; speziell gilt die dort ausgesprochene Be- 
hauptung ohne jede weitere Einschrinkung auch dann, wenn nicht lim o,, 
aber wenigstens ale 

4 +6, +--+ 

~ ies 2 cama 
existiert. Mit der aus VI folgenden Verallgemeinerung von IV ist aber 
das AuBerste erreicht, was ohne Hinzunahme weiterer komplizierter 
Voraussetzungen iiber die GréBenfolge s, bezw. 6, behauptet werden kann. 


§ 3. 
Der Héldersche Grenzwert als Folge des Cesaroschen. 


(k) 
Um umgekehrt aus der Existenz von lim —; die von lim s“ zu 


erschlieBen, stellen wir folgende Hilfsbetrachtung an, nach deren Auf- 
stellung unsere Aufgabe sich kurz erledigen laBt. 


Es seien die GréBen ." fir 4=1 durch die Gleichungen 


(12) v0, i) a os” re et ‘), 
i) + we oes oi) (<i. 1-2 (“—*) 


definiert, fiir 14—2 als Funktionen einer Variablen v durch die Glei- 
chungen 


(32) ;)_ 1 (1) 1 sae - Ue 
mm ~% spits spat tS spe 





(#52) _ #51) _ 1 ee 
1) 2 +a + ¢ y+x’ » wy @% y+ 


bestimmt. Allgemein sei, wenn die ganze Zahl x gegeben ist, fiir 
A=2,3,---,x und o=0,1,2,---,x-—A+1 
das Bildungsgesetz: 


(#54) __ (34-1) S. (x; 4-1) ; 1 

Cow = et1() »te+1 F O42) vt+e+2 + 
13 

( ) (x; 4—1) 1 


t C,-1490) 9 wap 


gegeben. Dadurch sind die GréBen oy bei beliebigem x fiir alle in Be- 
tracht kommenden Werte von 4 und 9(A=1,2,---,x; @=0,1,2,---,x—A4+1) 
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als Funktionen von y vollstindig bestimmt, wobei v als beliebig groBe 
positive ganze Zahl gedacht ist. Ferner sind stets folgende Gleichtngen 


erfiillt: 
i m1 —(*), a ae 
ot = (Sts ee OE eh 


(x; A) (x—1; A) (x—1; 2) P 
(14) Co) Sow — %—1 (v4) (A=1,2,---.x—1; 9=1,2,---,x—4+1). 


(12a) 


Von diesen ergibt sich (12a) unmittelbar aus der Definition (12); die 
Gleichung (14), in welcher fiir 9 =x —A-+1 die durch (12) und (13) 
nicht mehr definierte GréBe en a = 0 zu setzen ist, wird nach 
Verifikation fiir 4—1 allgemein durch InduktionsschluB von 4—1 auf 
4 bewiesen. Wendet man nimlich auf jedes Glied der rechten Seite von 
(13) die fiir 4 — 1 als richtig vorausgesetzte Beziehung (14) an, so erhiilt 
man fir 9 = yea, tt. 

a ons [eee -— ae Foes "1; v = e+1 2 hia [- Caseual yt % * +2 


aa ce 1; 4) Pate bel 


@ (») @-1 (v+1)? 
und speziell im Falle 9 =x—1+ 1: 
(x; 4) = o* 4-0 ei, = — oi a) 1 
x24 (rv) “x—-242 (0) » + ew —A 42 x-A+1 (+1) > |x —a 8 
(x—1; 2) 
oe Ca ( (v+1)? 


womit die Formel (14) auch fiir 4, und somit allgemein, als richtig be- 
wiesen ist. Ebenso ergeben die Gleichungen (13) und (14) folgende 
Identitit, durch welche (14) erganzt wird: 

x (x; 2) (x—1; 4) (x—1; 2) (x-1;4-1) 1 
(15) i) =o — “ean — es) fi 


Man erhilt ferner infolge (13)- 


(4 —2,8,---,#—1). 


(x; ») (x; x-1) 1 
“1 ~% yo 
= oi #9) 1 iim 1 aad, ae 
30) +2 0+8) x) $2) @Fa) ~+2)--- $x)’ 
woraus sich, wenn v unendlich groB wird, die Grenzbeziehung 
(16) lim vey = (- 1)" 
ergibt. Ich behaupte schilieBlich folgende Gleichung: 
(17) lim v Flt ae en (A = 1, 2, a x), 


r= 0 


wobei c”i” eine von x und 4 abhiingige Konstante ist, deren Ausrechnung 
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wir uns ersparen. Fiir 4=1 ist diese Formel trivial, und es ist ¢*: —0. 
Fiir 4 = 2 ergibt sich infolge ¢%'? = &*—"'” — &*- a (vergl. (15)) durch 


0(r) ~ “o(») “ov +1) 
den InduktionsschluB von x — 1 auf x die Existenz des gesuchten Grenz- 
wertes und der Wert c*)2 —(x—1)!. Fiir 4 =~ erhilt man aus (13) 
und (14) die Beziehung 
a;a (4;a4-1) 1 (a;a-1) 1 
%m “Sm shit sm. 42 
_ ((a-1;4-1) 1 _ pant a2) 1 — Ati an 1 
on ae y+1 OH) w+] 1@+1) v2 
und also infolge (16) die Rekursionsformel: 


(4; 4) : fmt A-1; 4-1) 1)°~? 
lim » Om = — lim » © @) + (— (4—1); 


hiernach ergibt sich infolge der soeben bewiesenen Gleichung 

lim v? cf)? = 259) = 1 
die Existenz des gesuchten Grenzwertes, d. h. die Existenz aller Grenz- 
werte, fiir welche die Differenz der beiden oberen eingeklammerten Indizes 
d = 0 ist, und die Formel 


od) = (— 1) (3): 


Endlich ergibt die aus (15) folgende fiir jedes x>4+1 geltende 
Rekursionsformel 
lim vo) — lim v* {e 


w-1;2 x—-1;2 ° x-1 ¥—1; 4-1 
0 (r) 


Oo) ~ “o@enf 0 (r) 


die allgemeine Richtigkeit der Behauptung (17). Wird nimlich die 
Existenz der Grenzwerte c#:”), c4+1;%,..., -154, speziell die des Grenzwertes 


. *x—1 (x—1;2) (2x —1; 2) 
lim » Sw =e p 
=e 
schon als bewiesen angenommen, so folgt aus obiger Gleichung: 
. x Pa ra) (x—1; 2) . x—1 _(x—1; 4—1) 
(18) lim voy =(x—le — lim wv" ¢, @) ; 


Da weiter vorausgesetzt werden kann, daB alle Grenzwerte existieren, 
fiir welche die Differenz der beiden oberen eingeklammerten Indizes 
<x—Aa—1, dh <d—1 und speziell = d—1 ist, wo d eine feste 
Zahl bedeutet, und da, wie bewiesen, schlieBlich 

lim git ttt 2) = (x pa 1 rN 1)! 


acai 0 (») 


existiert, so liefert in der Tat die Rekursionsformel (18) die Existenz von 


* a 4) 


lim v" ¢);,,, 4. h. die Existenz aller Grenzwerte, fiir welche die Differenz 


‘=e 
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der beiden oberen Indizes = d ist. Der InduktionsschluB von d—1 auf d 
ist damit gefiihrt, so daB die allgemeine Richtigkeit der Formel (17) be- 


wiesen ist. 
Nunmehr macht der eigentliche Beweis der ausgesprochenen Be- 
hauptung keine Schwierigkeiten mehr. Es ist 


Sy = Sx — Sper = Sy — 28,41 + Siz, 
und allgemein: 


.=- s” ios (1) SY + (3) Si anon a> 1) ¢ ) ha 


Man erhiélt daher, wenn in den folgenden Summen alle S® mit negativem 
unterem Index = 0 gesetzt werden, 


$ _ & +8 +-+* + Sn 
aailies n+1 


cP > (9 - (1) 8®, + ++ (—1) (i )s®,) 


= chao +1 (7)} 82. + 
itt See Saved 


[et Git) g@ 4 ti g@ 4... 4 oti @ ]- = Be. 


n—k+1 








me + 1 
Weiter ergibt sich: 





n n 
ee k; 1) . 1 1) , 450 ao (ks) go ® 
oo a+ >) B! sical SP +e Site +4 Ss, etl 
v=0 v=0 
™ 1) oft 31) of) 
-H Ds [a+ ae ae +5] 


A { ge efi 1) al bh + eft 1) eal 
ni | eat tore] + hie t +e 








o- iD gO 2 fH 4 HM CH 44 eid () 
a + aX 0 (¥) 8, n _ mG 1 (n) S, $65 (6-1) 55-1 + 5 ot 


a 2) 4@59 _ RB”. 
n n 
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J s® 
Existiert lim —~ = s', so existiert infolge (17) auch 
a=ao 


so daB auch das arithmetische Mittel dieser GréBen “— diesen Grenz- 
wert hat. Bildet man weiter s{’, so tritt in s;’ als erstes Glied das arith- 
metische Mittel der GréBen “—_ auf, welches — genannt werden 


mége und denselben Grenzwert hat, und in s” tritt schlieBlich als erstes 


Glied ein Ausdruck “ A“*” auf, welcher ebenfalls fiir n = co den Grenz- 
wert c*® s’ hat. 


Es ergibt sich folgendes fiir jedes 42,3, ---, k geltende Bildungsgesetz: 
(19) sg” a @) 442) a @) 445%) oor" (— iy ; 4) 4(4s 4) + fans 1) B® 
wo die Grenzwerte 
in @ ges) = gy... Lim MAG — oid g 


existieren und 


‘ aa 1 (E54) oy k52) ol) (e; 4) (A) 
(20) B n+1 {ef (n) s, +63 1) si peepee in tet) Se aaa} 


ist. Um dies Bildungsgesetz durch Induktion allgemein nachzuweisen, 
entwickeln wir genau wie oben, indem wir von (20) ausgehen: 


n n 
1 kya) 1 (k; 2) yk) Ak; a) k) 
tie, ™  * 2 41 (Se % $00 PO sean Se-24a} 
v=0 v=0 
n 


(k; 4) (k ; 4) 
on (AM 4 et “h—a+4 (9) 
n+1 » |v+1 y+k—iti1 


‘= 





1 a Care (n) ] 
~etil's latat ta pe—agislt 


cid — 
+ gs”) k-A+1 (n—k+4+1) 


n—ktit+i mt 2 


n 
aan (5 241) Q(h) 1 fh 4+1) 9 ® (k; 241) () 
sti So 8; —stilSe Pe ee 8 } 
v=0 


k—-A(n—k+A41) ~n—k+241 


_ +t) g(t +1) = Bee 
n nn , 


wo das erste Glied rechts infolge (17) fir m=oco den Grenzwert 
e+) ¥ hat und _ analog (20) gebildet ist. Bildet man noch 
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von jeder der GréBenfolgen “ A**”, ..-, A“: das arithmetische Mittel, 
so ergibt sich fiir an ein der Gleichung (19) genau analoger Aus- 
druck, womit das aufgestellte Bildungsgesetz allgemein bewiesen ist. 
Man setze nun in (19) 4=k. Dann ist infolge (16) 
5 a : 1 ‘ ial. 
lim BE” — lim 3 chi) SP = (- 1s, 
und daher 
lim s® = s'(e#% — #9) + ...4(—1)§ 4 1), 
womit die Existenz des links stehenden Grenzwertes nachgewiesen ist. 
Es ist nicht nétig, den Wert der Zahlen c*:” und damit den Wert von 


lim s® festzustellen; aus dem schon bewiesenen Teil unseres Satzes er- 


gibt sich nimlich, daB, wenn die Grenzwerte 


s® . 
lim —;=s’ und lim 3” 
n=o n=% ” 


existieren, dieser letztere nur den Wert k!s’ haben kann. 
Berlin, Mai 1908. 








Perer Fievp. 





On the Circuits of a plane Curve. 
By 


Perer Frevp in Géttingen. 


In a paper on quartic curves Cayley [Collected Works, Vol. 5, p. 468] 
proves that any quartic which has no singular points can be projected 
into the finite part of the plane. He also stated that a corresponding 
theorem is not true for the sextic. Simple illustrations of this can easily 
be obtained by placing the conics labeled C as in Figs. 1,2,5. The 


> 





Pig. 1. Pig. 2. Fig. 3. 


equations C,C,C, = «, C,'C,'C, = «Cj, 0,’ 0," C," = &C,", & being a small 
constant, will then represent sextic curves which can not be projected 
into the finite part of the plane and whose forms are obtained by having 
the conics break away at their points of intersection in the manner 
indicated by the dotted lines. The last figure might have been suggested 
by a diagram given on p. 514 of Clebsch-Lindemann, Geometrie der 
Ebene (2™ edition). 

For the case of curves with singular points the following general 
theorem [C. A. Scott, On the Circuits of a plane Curve, Trans. of the 
Am. Math. Soc., Vol. 3] has been proved: 

For every order » ther. exist curves, p= 0 or 1, formed of a single 
cireuit of index »—2. In case p= 1. the curve may contain a simple 
oval in addition to the given circuit. 

The index of a circuit is here defined as the minimum number of real 
points in which it is met by any straight line in the plane. In this 
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paper it is proposed to prove a theorem for curves without singular points. 
It can be stated as follows. ks 

For every order n (nS 4) there exist curves, = (m —1)(n—2), 
formed of a single circuit of index n— 4. 

The sextic obtained from Fig. 3 is an illustration of such a curve. 
It is in fact, the most simple illustration that can be given, as the theorem 
tells nothing new for the case n= 5. The same kind of a sextic is also 
represented in Fig. 6. Figs. 4 and 5 are inserted to show how one might 


think of a deformation as changing the conic section 4 to the quartic 5 
and a further deformation as changing the quartic to the sextic [Prof. Scott 
has suggested that one might think of the sextic as the quartic grown 
large]. 

A method of obtaining a curve of any order n, p = - (mn — 1) (m—2), 


composed of a single circuit of index »—4 was first suggested by 
diagrams such as Figs. 7 and 8; the former corresponding to » an odd 








Fig. 7. Fig. 8. 


and the latter to » an even number. One would naturally attempt to 
find the equations in some such way as the following. 
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If £,,&,-*-,§, are the lines (represented in Figs. 7 or 8), C a curve 

of order not greater than , and ¢ a small constant, the equation 
&£& --§&—-@«C=0=0 

represents a curve whose form is almost the same as that of the set of 
lines — the only difference being that the curve m does not pass through 
their points of intersection. If ¢,, &,---,&, are so taken that a line 
joining two of their points of intersection (i. e. two points which do not 
lie on the same line of the set) does not pass through any other, then if C can 
be so chosen that the breaking away takes place in the manner indicated 
in the diagrams, the equation g = 0 will represent a curve having the 
properties desired. In order to see how to choose the curve C it is 
convenient to obtain Figs. like 7 and 8 in a slightly different manner 
and to consider separately the case of » an odd and » an even number. 


First case: n an odd number. 
On the circumference of a circle C, take » points P,, P,,---, P. 


as vertices of a regular polygon. Draw lines §,, &,---, &, connecting 
the successive points. These » lines have = = — points of intersection 


lying in sets of » on the circumference of concentric circles C,, C,,-- ,C,-1, 


2 
with radii 7,, 7, ---, Ta-1. Let ,, @g,*-*, Pa—s be a series of circles 
y re 
concentric with the C’s and having radii rj, 73, ---, r,-3 of such 


magnitude that . 
t<r <a Ss <I ae1. 
2 2 
The family of lines §,, ,---, €, will then have » of its points of inter- 
section inside of g,, » between g, and g, etc. Suppose the position of 
the points P,, P,,---, P,, be changed in 
4/% such a way that any line joining a pair 
of double points, which do not lie on a 
line of the set, shall not pass through a 
third — the position of the points of 
intersection relative to the g’s remaining 
unaltered; i. e. the same set of » inter- 
sections is still to lie between any 9, 
and g,,,. The equation 


fi fe «++ $,— 8%, Po + Pu-3 = 0 








é being a small constant of proper 


we ©. sign will represent a curve whose 
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form (for »=5) is given in Fig. 9. It is a curve composed of a single 
circuit without singular points. Its form differs from the set of- lines 
£,, &&» °°) § only in that it does not pass through their points of 
intersection. In general then a line will meet the curve in » real points, 
and a line joining a pair of points which are intersections of the lines 
£,, &,-**, § will lose at most 4 of its intersections. The index of the 
given circuit is consequently » — 4. [It is to be noted that §, §,---, €, 
also meet the curve in real points.| 


Second case: n an even number. 
If the lines §, €,---, , are taken as in the preceding case -—* 
sets of » intersections will lie on the circumference of concentric circles 


C,, Cy, +++, Cag and the remaining ; intersections will lie on the line 
-* 
at infinity. Let £, &,---, Os, & Pir Pay °**» Pn-2 be determined as in 
2 
the preceding case and let m, be a circle of radius 1’, whose centre is 


2 2 
so taken as to include the points P,, P,,---, P,. Then just as in the 
preceding case the equation ' 


bo Se 8M Pe Pn =O 
2 


will represent a curve of order », without singular points composed of a 
single cireuit of index n— 4. Fig. 10 represents such a curve for n=6. 


Zy2s 
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Zur Arithmetik der transfiniten Zahlen. 
Von 
Ernst JAcopsTHat in Berlin. 


Einleitung. 


Die vorliegende Note bildet eine Ergiinzung meiner Arbeit ,,Uber 
den Aufbau der transfiniten Arithmetik“*), deren Kenntnis ich hier voraus- 
setze. Entstanden ist sie aus der Untersuchung iiber die gemeinsame 
Wurzel und Grundlage zweier Siitze**) jener Arbeit; da beide Theoreme 
zam Teil aus dem allgemeinen Satz XXIV folgen, so handelt es sich 
wesentlich darum, die am Ende von § 3 unerledigt gelassene Frage zu 
entscheiden. 

Um zu dieser Entscheidung zu gelangen, ist eine eingehende Be- 
trachtung des assoziativen und distributiven Gesetzes, ihres Zusammen- 
hanges und ihrer Abhingigkeit voneinander erforderlich.***) Es sei be- 
sonders betont, daB gerade die Resultate dieser Fragen auch bei alleiniger 
Betrachtung der endlichen Zahlen ihre Giiltigkeit und Bedeutung nicht 
verlieren. 

§ 1. 
Das distributive und assoziative Gesetz. 


Es sei f(a, 8) eine mit Hilfe von w(«) und g(, 7) induktiv definierte 
Funktion der transfiniten Variabeln « und £.+) Die Definitionsglei- 
chungen sind: 


(1) f(«,1) =w(a), 
(2) f(«,B+1) = 9(f@,B), «), 
(3) f(«, lim 8) = lim f(«, 6). 


*) Math. Annalen Bd. 66, S. 145—194. 
*) ¢ 4, Nr. 16 (Satz) und § 5, Nr. 14. 
***) Einige Ergebnisse dieser Untersuchungen sind ohne Beweis in den letzten 
Anmerkungen von § 8 der oben zitierten Arbeit mitgeteilt. 
+) Man vergl. l.c. §1, Satz II. Wir setzen im folgenden stets (c’) voraus. (1. c. 8.152.) 
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Da zur Definition von f die Funktion g gegeben sein muB, also f aus g 
abgeleitet ist, so mége g die Stammfunktion von f heiBen. Ferner werde 
der Kiirze halber f und jede analog definierte Funktion eine C- Funktion 
genannt. 

Es besitze nun f ein verallgemeinertes distributives Gesetz, d. h. es 
existiere eine Funktion /,(£, 7), so daB fir «>A*), B>1, y>1 


(d) If, B), f(@, »)) = f(@, f6, v) 


ist.**) Es folgt hieraus, da f(a, 8) >w(a) >w(d)>&, und f(a, y) >A>n*) 
ist, daB f(a, f,(8, y)) > f(a, B) ist, d. h. es ist 


(4) i(8,7)>6 fir B,y21. 


Satz 1 Wenn (d) gilt, so ist entweder f(«,1)=« oder es ist be- 
stiindig f(«,1)> «; der erste Fall tritt dann ein, wenn fiir jedes 6 immer 
f,(B, 1) = B +1 ist; im zweiten Falle aber ist stets f,(B,1)>B+1. Der 
erste Fall f(a, 1) = w(«)=« folgt somit aus dem Bestehen der Gleichung 
f,(1, 1) = 2. 

Beweis. Sei fiir ein spezielles « die Gleichung f(a, 1) =a erfiillt; 
fiir dieses « folgt: f(«,f,(B,1)) = (f(a, B),«) =f(«,B+1), dh. (8, 1)—B+1 
fiir jedes 6. Somit lautet (d) fiir beliebiges a: f(a, 6 + 1)=—g(fi(a, B), f(«, 1), 
wihrend nach (2) folgt: f(«, 8+ 1) = g(f(a, B), «). Somit ist: 

g(f (@, B), f(@, L) = g(f(@, B), «). 

Da g nach Voraussetzung (c’) bei konstantem erstem Argument eine 
wachsende Funktion der zweiten Variabeln ist, so folgt hieraus /(«,1)=—« 
fiir jedes « Also ergibt sich, daB entweder stets f(a,1)—« und damit 
fo(B, 1) = B + 1 ist, oder daB bestiindig f(«,1) > ist. In diesem letzteren 
Falle folgt: g(f(@, B), fle, )) = f(a, fy(B, D) > 9(fte, B), «) = f(«, B+), 
d. h. f,(8,1) > 8+ 1. Demnach folgt unter der Voraussetzung (d) bereits 
aus f,(1,1)=— 2, daB f(a, 1) =a ist. 

Es besitze nun ferner f ein verallgemeinertes assoziatives Gesetz, d. h. 
es existiere eine Funktion f,, so daB fir «>4; B,y=1 


(e) f(f(@, B, ) =f (@, fs B, v)) 

ist.***) Da fiir »y=1 die linke Seite f(f(a, 6), 1) = w(f(a, )) bei kon- 
stantem « mit 6 zugleich wichst, so gilt von der rechten Seite gleiches, 
also ist f,(8,1)—w’'(6) eine wachsende Funktion von f und es ist 
f;(8,1)=>8. Also ist 

(5) fs(B, 1) = w'(B) > (8,1) = w'(B) fir B> 8p. 


*) Man vergl. l.c. $1, Satz Il. Wir setzen im folgenden stets (c’) voraus. (l.c. 8.152.) 
**) Man vergl. l. c. § 3; dort war speziell g eine C-Funktion /,. 
***) Man vergl. l. c. § 3. 

9* 
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Ferner folgt aus (e), daB 
(6) f,(B, lim y) = lim f(B,7) 


ist. 

Satz Il. Wenn (e) gilt, so ist entweder f(a,1)=« oder es ist bestiindig 
f(a, 1) > «@; der erste Fall tritt dann ein, wenn fiir jedes 8B immer f,(B, 1) 
= f,(1, B) = 6 ist; er folgt bereits aus der einen Gleichung f,(1, 1) = 1. 
Im ezweiten Fall ist stets f,(8,1)> B. 

Beweis: Sei unter der Voraussetzung (e) fiir ein spezielles a die 
Gleichung f(a, 1) = erfiillt, so folgt fiir dieses a und B=1: f(a, y) 
= f(a, f,(1, y), also f,(1, y) = y fiir y>1. Speziell ist f,(1, 1) = 1, also 
fiir beliebiges «: f(f(«,1),1)=—f(@,1). Da nun f(&,1) mit & wiichst, so 
folgt hieraus f(a, 1) =a fiir jedes «. 

Fir y = 1 folgt daher aus (e): f(a, 8) = f(a, f,(6, 1), d. h. f(8, 1) 
= 6 =/,(1,8). Sei nun umgekehrt f,(1, 1) — 1, dann folgt: f(f(«, 1), 1) 
=f(«a,1), dh. f(@,1)=a. Ist fiir ein einziges 6 auch nur /,(f, 1) = 8B, 
so folgt fiir dieses 6 und y=1 aus (e), dab f(f(«, 6), 1) = f(a, B) ist. 
Somit ist nach dem Bewiesenen stets f(a, 1) =a, also f,(68,1)= 8. Ist 
also f(a, 1) stets gréBer als a, dann ist auch bestiindig /,(f, 1) > £. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Weiter folgt aus (e), daB f, das gewdhnliche assoziative Gesetz er- 
fillt. Es besteht niimlich 


Satz Ll Erfiillt f das allgemeine assoziative Gesetz (e), dann be- 
friedigt f, ein spezielles assoziatives Gesetz, das die Form hat: 
(e’) hf, B), 7’) = f(@, f(B, 7’). 

Beweis. In (e) setze man a =/f(§,a’), B=~, y=—y’. Dann wird 
die linke Seite in (e): 

f (FFE, @), B), 7’) =F (FE, Kee, BD), 7’) =F (Eff, BD, 7’) - 
Rechts erhalten wir aber 
f(FE, «), FB, 7) =F (E, fa’, HB, 7) - 
Also ist 

(E, f(fe@’, BD, x’) =F (EAC, 6 7) 

und hieraus folgt (e’). 


Es erscheint nun bemerkenswert, daB /, nicht nur ein spezielles 
assoziatives Gesetz erfiillt, sondern unter der Voraussetzung (d) auch ein 
spezielles distributives Gesetz. Zwischen den durch (d) und (e) bedingten 
Funktionen f, und f, bestehen nimlich Beziehungen, wie wir aus folgen- 
dem Satz erkennen: 


Satz IV. Wenn beide Gesetze, das distributive und assoziative, erfiillt 
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sind, so ist f,(B, y) eine C-Funktion, und zwar ist f, die Stammfunktion von 
f;; auerdem erfiillt f, ein spezielles distributives Gesetz von folgender Form: 


(d’) fo(fs(@, B), fs(@, »)) = fy(@, AB, ”)- 

Beweis. Damit f, eine C-Funktion mit f, als Stammfunktion ist, 
muB erstens /,(8,1) eine wachsende Funktion von # sein, eine uns nach 
(5) bekannte Tatsache. Ferner ist nach (6): f,(8, lim y) = lim f;(8, 7). Und 


schlieBlich ist nur noch zu zeigen, dab f,(8, y+1)=/f,(f,(G, ), B) ist. 
Um diese Gleichung nachzuweisen, ersetzen wir in (e) die Zahl y durch 
y +1 und erhalten links: 


f(f@,B,ry+l=g (ff, B), v), f(@, B)) [(2)] 
—9(f(@,f8,”),f(@,B)) {@] 


=f («, f(fsB, Y)» B)) [(d)]. 


Die rechte Seite von (e) lautet aber f(a, f,(8, y+1)). Vergleicht man 
beide Ausdriicke, dann folgt die behauptete Gleichung. Damit ist gezeigt, 
daB f, eine C-Funktion mit f, als Stammfunktion ist. 

Um (d’) zu beweisen, sei — eine nicht unterhalb 4 gelegene feste 
Zahl; dann bilde man: 


(i fa(fe@, B, f@, »)) —9 (FEHB), fEfs@,”)) [4] 
—9(f(fé,«), B), f(FE,0,”)) [@] 
=f (Fé, @), fB, ”) [((a)] 


- f(é, fs(@, f2(B, ”))) [(e)]. 


Vergleicht man das erste und letzte Glied dieser Gleichung, so folgt daraus 
(d’), da ja aus f(&, 4) =/f(&, 7) stets » =’ folgt. Damit ist Satz IV 
bewiesen. ° 

Stellt nun dieser Satz bereits mannigfache Wechselbeziehungen zwischen 
dem distributiven und dem assoziativen Gesetz dar, so erfahren die Be- 
ziehungen noch eine Vertiefung, wenn wir uns den Inhalt von Satz I ins 
Gedichtnis zuriickrufen. 

Nach I ist, falls (d) gilt, entweder f(a, 1)=« oder bestindig f(a, 1)> «. 
Fassen wir nur den ersten Fall, in dem f(a, 1)=a ist, ins Auge. Falls 
(e) gilt, ist nach II alsdann f,(8,1)= 8, also f, nach SatzIV véllig durch f, 
bestimmt. Es liegt die Vermutung nahe, daB in diesem Fall (e), also 
auch (d’) und (e’), aus (d) folgen. Das wird bestitigt durch 

Satz V. Es erfiille f das distributive Gesetz (d) und es sei f(a, 1)=«. 
Man definiere f, aus f, als Stammfunktion durch folgende drei Gleichungen: 
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(1’) fx(B,1) =B, 
(2’) f(B, y+ 1) — hf; Y)» B), 
(3’) f(B, lim y) _ lim f(B, Y), 


dann gilt das assoziative Gesetz (e), d. h. es ist f(f («, B), y)=f(«, fy (B, 7); 
also gelten auch nach IV und III die Formeln (d’) und (e’). 

Beweis. Durch (1‘)—(3’) ist f,(8, y) fir B, y >1 definiert, und es 
folgt leicht, da wegen f(a, 1)=a auch /,(8, 1) = 8 + 1 ist, durch trans- 
finite Induktion, daB f,(6, 1) = f,(1, 8) =6 ist. Die Behauptung 

f(f@, B, 7) =f(@, fs, v)) 
ist nun fir y= 1 wegen (1’) und f(a,1)=a erfillt. Ist sie fiir alle 
der Bedingung 1< y<_»’ gentigenden Zahlen y richtig und ist y' eine 
Limeszahl, dann ist wegen (3) und (3’) auch /(f(«, A), y’) =f(a, f,(, y’)). 
Sei daher y' = y” + 1, also f(f(«, 8), y”) = f(a, f,(8, y”)). Wir bilden: 


f(f(@, B, v’) = f(f@ B, x” +1) = 9 (f(f(@, B, v”), f(«, B)) [(2)] 
=g9 (f(a, f;B, v)), F(a, B ) [ Vorauss. | 


= f («, fe (fs, Ys B)) [(d)] 
=f («, fs(B, x” + 1) [(2’)] 
= f(a, f,(B, 7’). 


Damit ist V bewiesen. — In dem Fall, in dem f(a, 1) = @ ist, ist also 
(e) auf (d) zuriickgefiihrt. Man kann nun fragen: welche Eigenschaften 
von g bedingen (d)? In dieser Richtung liegt 
Satz VI. Es sei f(a,1) =a und die Stammfunktion g von f erfiille 
das spezielle assoziative Gesetz 9(g(«, B), vy) = g(a, 9(B,y)); auberdem sei 
g(a, lim B) = lim g(a, 8)*), dann erfiillt f das distributive Gesetz (d) und das 
el 


assoziative (e); es ist speziell f,(—,4)=§& +, also nach V weiter f,(&, y) = &n. 
Beweis. Zu beweisen ist (d): g(f(«, B), f(a, y)) =—f(«,B+y). Die 
Formel (e): f(f(«, 8), vy) =f(«@, By) folgt dann bereits nach V. Nun ist 
fiir y= 1 die Behauptung g(/(q, ), f(a, 1)) =—f(«, 6+ 1) wegen f(a, 1)=« 
und wegen (2) erfiillt. Sei (d) richtig fiir alle der Bedingung 1 < y <<’ 
geniigenden Zahlen y. Ist y’ eine Limeszahl, dann ist wegen 
9(§, lim 4) = lim g(6, 1) 


auch g(f (a, B), f(@, y))=—f(«, B+ 7’). Sei daher y =y”+ 1, also 


*) Ist g eine C-Funktion, dann ist sicher nach der Definition der C-Funktion 
g(a, lim B) = lim g(a, £). 
8 
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9(f(@,B), fer) =9(F@,B), far" +) =g (F(@,B),9(f@,7,¢)) — [(2)) 
= 9(9(F@,B),f@, y”)),«) [Vorauss.] 


= 9(f(a, B+7”"), «) [desgl.] 
= f(«, B+" +1) [(2)] 
— f (a, B + y’). 


Damit ist der Satz bewiesen. - 

An dieses Resultat seien nun die folgenden Bemerkungen gekniipft. 
Die vorstehenden Untersuchungen sind ganz unabhiingig von der Kenntnis 
der speziellen C-Funktionen « + 6 und «f. DaB wir die auf « unmittel- 
bar folgende Zahl s(a@) mit « + 1 bezeichneten, geschah aus Griinden der 
Bequemlichkeit. Dagegen zeichnet sich der Satz VI dadurch aus, dab 
er direkt auf « + 6 und «@ fihrt. 

So weisen also die allgemeinen Untersuchungen des distributiven und 
assoziativen Gesetzes unmittelbar auf diese beiden speziellen Operationen 
hin, die jene beiden Gesetze erfiillen; wir gewinnen also aus der allge- 
meinen Betrachtung konkrete Beispielee Um im Rahmen dieser Be- 
trachtungsweise zu bleiben und die vorstehenden Siitze zu_ illustrieren, 
stellen wir uns auf den Standpunkt, daB uns die Operationen « + 6 und 
«f noch unbekannt seien. Wir wiirden also von ihnen nur die Definition 
kennen: aus VI 

«+1—s(«); «+(6+1)—(e+8)+1; «+ lim B = lim («+ 8). 
Aus V dagegen , 
al=a; «(6+1)—a6+a; alim B = lim af. 
Es wire dann zu zeigen: 


(e,) (+f) +y=—a+(6+y7); 
(€3) (aB)y = a(By); 
(d,) ap + ay = a(B+y). 


Da8 diese Relationen aus den obigen Definitionsgleichungen folgen, ist 
an anderer Stelle gezeigt worden.*) Es folgen indessen diese drei Re- 
lationen sofort aus unseren Siitzen.**) Da in VI niamlich /,(6,y)=—6+y 
und /,(6, v7) = By ist, so ist (e,) nichts weiter als (e’) (Satz III), und (d,) 
folgt aus (d’) (Satz IV). Die Relation (e,) folgt aus VI folgendermaBen. 
Es ist g(f(, B), fe, ~)) =f(«, B+), also ist ebenso 


9 (9(f(@, B), f@, »)), Fle, )) = 9(fla, B+”, Fle, 9)) 
a =f(«,B+y) +9). 
*) Le. § 2, Nr. 8 und § 4, Nr. 8. 
**) Ganz streng lauten die folgenden Schliisse so: gibt es Funktionen g(c, £) 
mit den in VI geforderten Eigenschaften, dann muB «+f eine solche Funktion sein, 


d. h. es gilt dann (e,), also auch (e,) und (d,). Ist also (e,) direkt bewiesen (1. c. 8. 159), 
dann folgt (e,) und (d,) aus IIT und IV. 
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Andererseits erfiillt g das assoziative Gesetz nach Voraussetzung, also wird 


9 (9(f«, B), fa, »), F(a, 8)) = 9 (f(«, B), 9(f(@, »), Fl@, 9))) 
=) (fle, B), fe, y+ 6)) 
=f(«,B + (y +9). 
fe, @+y) + 6) =f(«, B+ +9) 
und hieraus folgt (e,). 


Versteht man in VI nun unter g die Funktion af, dann wird 
f(a, B) = @ und (d) und (e) lauten: 


wal = a +7, (a) = a ¥,*) 


Somit ist 


Es lassen sich also fiir die bekannten Operationen a+ B, «B und «? 
die Gesetze (d) und (e) einheitlich aus allgemeinen Siitzen iiber C-Funktionen 
gewinnen, wiihrend an anderer Stelle jedesmal gesonderte Beweise erforder- 
lich waren. 

Ich wende mich jetzt zu den Fragen, die, wie in der Einleitung 
bemerkt wurde, den Ausgangspunkt fiir die bisherigen Betrachtungen 
bilden. Wir setzen jetzt voraus: 1) g =f, ist eine C-Funktion; 2) / erfiillt 
das assoziative Gesetz (e). Dann gilt, wie an anderer Stelle**) gezeigt 
ist, der 

Satz VIL Es sei B =f(§&, 4) und f,(2, 4) =, dann hat bei festem 
n und B die Gleichung B = f(#, 4) unendlich viele Wurzeln @, die einen 
Limes y, besitzen, und y, ist eine Hauptzahl von f,. 

Ich verindere nun die Voraussetzungen: Es sei 1’) f(a,1)=a; 
2°) g =f, sei eine C-Funktion und erfiille das spezielle assoziative Gesetz 


; h(h@, B, 7) =A(@,A6, 7). 
Dann gilt folgender 


Satz VIIL Es sei » eine Limeszahl und B =f (§, 4), dann hat bei 
festem » und B die Gleichung B = f(#, 1) wnendlich viele Wurzeln #, die 
einen Limes y, besitzen, und y, ist eine Hauptzahl von f,. AuBerdem 
besitzt die Gleichung B=f(y,,4,) eine Wurzel y,, die der zweit- 
gréfte rechtsseitige Divisor von x ist.***) 


Beweis. Wegen der Voraussetzungen (1’) und (2’) gilt Satz VI; 
also ist (d): f,(f@, B), fla, y)) = f(a, B + 7) 
und (e): f(f(@, B), vy) =f (@, By). 


* Le. § 5, Nr. 8. 
**) l.e. § 3, Satz XXIV. 
***) Man ziehe noch l.c. § 1, XV heran: es ist 7 >7, und es gibt keine 
Zahl , zwischen 7 und y,, fiir die B = /(£, n,) eine Wurzel £ hat. 
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Daher sind die Voraussetzungen fiir VII erfillt; da nun 7 eine Limeszahl, 
also f,(2,4)=2y4 = y*) ist, so gilt VII. Es ist also nur noch zu zeigen, 
daB 6 = f(y,, 4,) eine Wurzel », besitzt. Bedeutet nun @ eine der Wurzeln 
der Gleichung 6 = f(#, 7), dann ist auch f(#,@) eine solehe Wurzel fiir 
jedes 9, fiir das 04 = y ist, denn es ist 


f(f @, @), 0) = £(#, en) = £(%, 0) = B. 


Es ist daher mit #<y, auch f(#,@)<y,. Alle diese Zahlen g, fiir 
die ey7 = 7 ist, haben nun einen Limes 6, der eine 6-Zahl ist, und es 
ist 7 =0y,, wo 4, der zweitgréBte rechtsseitige Teiler von y ist.**) 
Aus y, >f(#,0) folgt nun 


7, = lim f(#, 9) = f(@, lim g) = f(#, 4). 


Wire y, >/(#, 96), so wire f(#,6) auch eine Wurzel der Gleichung 
B = f(#, n), also 

f(f@, 9), n) = B =f (F, On) > f(%, On,) = f(%, 4) = B, 
d.h. 86>. Daher ist sicher nicht y, >/f(#,4), sondern y, = /(#, @). 
Nun ist 

B= f(#, 4) = £(%, Oy) = F (FO, 9), m4) = FY %)- 

Damit ist der Satz bewiesen. Bemerkenswert an diesem Beweise ist, 
daB der zu beweisende Satz bereits fiir den speziellen Fall abgeleitet sein 
muB, in dem f die Multiplikation bedeutet. (1. c. § 4, Nr. 16). 

Versteht man unter f, die Funktion af, dann ist f(«,f8)=«*. Fir 
diesen Fall ist VIII an anderer Stelle auf anderem Wege bewiesen 
worden. ***) 

Es werde besonders bemerkt, daB die Voraussetzung (1’): f(a, 1)=« 
eine notwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit von VIII ist. Denn es 
seien die beiden Voraussetzungen (1) und (2) fiir VII erfiillt, dann gilt 
VII; ferner sei stets fiir die Gleichung 6 =f (y,,7,) eine Wurzel y, vor- 
handen. DaB dann f(«,1)=a ist, zeigen wir auf folgendem Wege: Es 
sei B=y eine eigentliche Hauptzahl von f. Dann ist 6 =/f(#, 6) fir 
jedes ®< P=y,. Also 


B=n%=fawefaDen bh f%D=-m u=1- 
Da nach Voraussetzung (2) nun (e) gilt, so folgt nach II, dab 
f(@,1)=«a ist. 

Zusatz. Unter den Voraussetzwngen (1) und (2') ist jede eigentliche 
Hauptzahl von f eine 8-Zahl. Denn es sei 6 = x eine eigentliche Haupt- 

*) 1. § 4, Nr. 16. 

**) lic. § 4, Nr. 16. 

“*) Lc. § 5, Nr. 14. 











138 Ernst JacopsTHat. 


zahl von f; dann ist nach dem soeben bewiesenen 4, = 1, also ist in 
der Tat B=—4—=—<dy,=—90 eine 6-Zahl. 


§ 2. 
Drei der Addition, Multiplikation und Potenzierung verwandte 
Operationen. 

Um nun zu zeigen, dab es auber den bekannten Operationen « + 8, 
«B und « auch noch andere Funktionen gibt, die das distributive und 
assoziative Gesetz erfiillen, will ich zur Bildung solcher neuen Funktionen 
an die vorstehenden Siitze I bis V1 ankniipfen. *) 

Im Hinblick auf Satz VI empfiehlt es sich, Umschau zu halten nach 
einer Funktion g(&, 7), die das spezielle assoziative Gesetz 

9(9&, 0), §) = 96, 9%, 8) 
erfiillt. 

Es sei uns § und » gegeben; setzen wir & und 7 in die Cantorsche 
Normalform. Treten dabei in der Darstellung von 4 Potenzen von @ auf, 
die nicht in der Normalform von § vorkommen, so fiigen wir sie mit 
dem Faktor 0 der Normalform von.& ein und umgekehrt. Es sei also 
die gemeinsame Darstellung von § und 4: 


£ = @°%, + O82, +--+ + ore, 

n= oy, + ory, +-+-+ oMry,. 
Wir definieren dann mit Hessenberg**) die natiirliche Summe von § 
und y durch die Gleichung 

Et 9 = @'(%y+ 4%) +-°- + o(z,+yY,)- 
Hieraus folgt, dab & + 47 — 7 4 & ist; die natiirliche Addition ist also 
eine kommutative Operation. Es ist aber ersichtlich auch 
(E tt 4) # EE  (m # $). 
Die Operation & 4 4 besitet also das gewihnliche assoziative Gesetz. Da 
fir —>0 stets — # 4 > ist, so kann nicht allgemein 
& + lim y = lim (€ + ») 


sein. ***) Ist » endlich, so ist —& # 4 —£+ ». 


*) Es sei im voraus bemerkt, daB die neuen Operationen fiir endliche Variable 
mit den alten Operationen «+ 6, «f, «* zusammenfallen. 
**) G. Hessenberg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandl. der Friesschen 
Schule, I. Band, 4. Heft (als Sonderdruck erschienen), § 75. 
***) 1c. § 3, letzte Anm. a. S. 171 und Hessenberg, |. c. § 81. 
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Definiert man nun mit g,(&,74)=£& + 4 als Stammfunktion eine 
C-Funktion, so wie es VI erfordert, so ist Satz VI nicht anwendbar, 
da die Voraussetzung g,(&, lim 4) = lim g,(&, 7) nicht zutrifft. Trotzdem 
versuchen wir es mit dem durch VI gegebenen Ansatz. Wir definieren 
mit g,(&, 4) als Stammfunktion und der Festsetzung 

f,(@, 1) = w(@) —« 
die Funktion f,(a, 6) und bezeichnen sie mit « =< #.*) Diese Operation 
ist definiert durch folgende drei Gleichungen: 


(1) axl=—a, 
(2) a >< (B+1) = 9, (@><B, «) = (a><f) # @; 
(3) a >< lim 6 = lim (@ ><). 


Da 6+1—= 8 # 1 ist, so erhilt wegen (1) die Gleichung (2) die Form 
(2’) a >< (6 + 1) =(a><) # (a1). 
Wie aus § 1 meiner oben zitierten Arbeit folgt, ist, da g,(&,4)>& 
fir §>0, y>1 ist, «x definiert fir a>14, = 1, B>1. Wir setzen 
zweckmibigerweise : 
(4) Oxp=0 fir p>0, 
(5) axO=0 , «Sd. 
Jetzt ist a= fir « >0, 6 >O0 definiert. Da fir endliches 4 = y stets 
Et y=£&+-¥ ist, so ist fir «c—a<@ die Gleichung (2) von der Form: 

a >< (B+1)= (a>) +4. 
In diesem Fall erhalten wir daher die gewéhnliche Multiplikation, d. h. 


(6) a> B = af. 
Setzt man 6 = 8 +b, wo £ eine Limeszahl oder 0 und b <a ist, und ist 
ae=o»d,+---+a%a,+a4, 


wo fiir den Fall a<@ die Koeffizienten a,,a,,---,a, alle gleich Null 
und « =a sein sollen, dann behaupten wir: 
(7) ax B= «Bp + @%a,b +---+o% a,b + ab 

=o + o%a,b +---+ @%a,b + ab. 

Beweis. Da «>< durch (1) — (5) in eindeutiger Weise definiert 
wird, so ist (7) bewiesen, sobald gezeigt ist, daB die durch (7) definierte 
Funktion «>< den Gleichungen (1) — (5) geniigt. Es sei also « >< p 
durch (7) definiert. Dann sieht man sofort, daB (4) und (5) erfiillt sind 





*) Hessenberg definiert 1. c. § 76 zu anderen Zwecken eine Operation a ><, 
die von der oben definierten verschieden ist und auch arithmetisch durchaus nicht 
der Operation «f entspricht. 
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ebenso folgt aus (7) sofort die Richtigkeit von (1); denn fir 6 =1 ist 
B=0 und b—1, also 

«Bp + oad +---+ab=o%a,+---+a=«. 
Um nun (2) zu beweisen, bilden wir nach (7): 

a >< (B+1) = ap + w%a,(b+1) +---+ a(b+1) 
= (4B + a,b +---+ ab) t (@*a,+---+o%a, +a) =(a><P) tt «. 
Es bleibt also nur noch (3) zu beweisen. Dazu dienen folgende Be- 
merkungen: a) Aus (7) folgt fir b=0, B= £8, d.h. fiir den Fall, in ~ 
dem # eine Limeszahl ist, dab a=<f=af ist; b) ist b>1, dann 
folgt aus (7), daB 
a>< B= a8 + o%a,b + a,b +---+ab>ap + a~a,b + aa, +--- 

+ oa, +a= «f*) 
ist; somit ist a=<P>ap. Das gilt wegen Bemerkung (a) auch fiir 
b=0; allerdings ist dann a= B=af; c) sei a>O. Aus (7) folgt, 
daB bei konstantem « die GréBe a >< B mit f zugleich wiichst. 
Aus diesen drei Bemerkungen folgern wir nun (3) so: Fs ist nach 
(a), (b) und (c) fiir konstantes von 0 verschiedenes a, falls p’ eine 
Limeszahl und £ eine variable Zahl unterhalb #’ bedeutet: 
af =ax Pp >ax<pS> af. 
Man lasse 8 gegen f’ konvergieren, so daB 6’ = lim @ ist, dann erhalten wir: 
«Pf > lim («>< ) > lim «f = a lim B = af’, 
8 fed 

d. h. 


«lim 6 = « =< lim § = lim («>< 8), 
fed 
womit (3), also auch (7) bewiesen ist. 
Setzt man 6 = wb, + ---+ @sb, +b, so nimmt (7) die Form an: 
(VT) a@x< B= @%t%h, +-- + @%t%sb + w%a,b +--+ w*ra,b + ab. 
Es stellt also (7’) die Normalform von «>< vor. Wir behaupten 
nun: es gilt das distributive Gesetz (d) in der speziellen Form: 
(8) (@><B) # (a@x<y) =a >< (BH 7). 
Beweis. Sei die gemeinsame Darstellung von # und y: 
B = ob, + ---+ wb, +b, 
y=@% +---+o0%¢,+¢, 


*) Lc. § 4, Nr. 10. 
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dann ist nach (7’): 
(a>< B) # (a><y) = (@*%by ++ - + w%*9b, + w%agb + --- + ab) 
+t (at %¢, +++ + @mtte + aac + +--+ ac) 
= @%t%(by +e) + +--+ @%*9, (b,+¢,) + o%a,(b+c) +---+a(b+e) 
und nach (7’) ist, da 
Bt y= @ (bo +e) +--+: + o%8(b,+¢,) +b +e 
ist, der erhaltene Ausdruck gleich a >< (6 +). Damit ist also (8) be- 
wiesen. Fassen wir unser Ergebnis zusammen: Die Operation 


f,(«, B) = a <8, 


fi@1j=e@ und g(6,y)—-5 Hy 
Stammfunktion ist, besitzt das spezielle distributive Gesetz (8). Es ist 
fy =9,- Leitet man nach Satz V aus f, die Operation f, ab, so wird 
daher f, =f, und nach Satz V gilt daher: 
(9) (a =< B)<y=—ax (Bx y). 
Es entspricht also « >< hinsichtlich des distributiven und assoziativen 
Gesetzes véllig der Operation af. 

Da fiir Limeszahlen 6 stets ax B—af ist und 1x2—1-2=—2 
ist, so besitzen @ >< und af dieselben Hauptzahlen. Alle unsere Er- 
gebnisse weisen somit auf eine Verwandtschaft zwischen « >< und 
«eB hin. 

Ebenso wie man die Potenz « aus af a, wollen wir jetzt 


fiir die 


eine Funktion « aus «>< ableiten; wir werden fiir « a entprechende 
Gesetze finden, wie sie fir « glen. 

Man setze (8,1) —=f,(8,1)—§><n. Es ist f,(,1)—§<">8 
fir —>&—1, »>—2.*) Man setze nun f(a@,1)—a und definiere 
f(@, B) mit f, als Stammfunktion. Man bezeichne diese Operation mit 


«. Die Definitionsgleichungen lauten: 


(10) e =a, 
wm ... 8 me 
(11) a@ =f,(@,a)—a xa, 
a = 
(12) a = lim(e ). 
8 


Dann ist «@ fir «>2, B>1 definiert. **) 


* | 


c. § 1, Satz V. 
c. § 1, Vorbemerkungen zu Satz II. 


) 1 
et) 
) 1 
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Wir ergiinzen diese Definition durch: 


(13) « =1 fir a>1l, 
fed 

(14) I =—1 fir p>0, 
p 

(15) 0 =0 fir B>1. 


8 
Damit ist a fir jedes Wertepaar «a >0, 6B >O erkliirt, das Paar 


1 
(0, 0) ausgenommen. Da nun « =a ist und die Stammfunktion 


von @ eine C-Funktion mit dem speziellen assoziativen Gesetz (9) ist, 
so ist Satz VI anwendbar, also gilt das distributive und assoziative Gesetz: 





oO B+y 
(16) a <a =a , _ 
. Y 
hd _PY 
(17) F ] =a . 


Diese Gleichungen wiirden noch mehr mit den Gleichungen 

ee a’ = gt Y, (av = ay 
iibereinstimmen, falls rechts in (16) statt 6+ y stehen wiirde: 6 + y. 
Dann wiirde in (17) statt By rechts B><y stehen. 


Da «xf >a ist, so folgt aus (10) —(15) leicht durch In- 
duktion, daB 


(18) a >a 


ist. Ist weiter « eine Limeszahl, so lautet (11) so: 


B+1 g fd 


« =a <a=—a a.*) 


3 


In diesem Fall ist also a die gewohnliche Potenz: 


(19) a =a, 
falls « eine Limeszahl ist. 
Ist «=a endlich, so folgt aus (10) und (11) leicht: 


(20) a =a’. 


*) Denn es ist ja E><—£n, falls m eine Limeszahl ist. 
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Hieraus folgt 


(21) a =@a=a. 
Ist aber «= @*a,+--->@, dh. a >1, dann folgt aus (11) 


b 
und (7’), daB das erste Glied in der Normaldarstellung von « die Gestalt 
oa, hat. Daher folgt aus (12), dab 
(22) @ = or — g*) 


o 


ist. Es ist also @ =a” nach (21), (22), (14), (15) fiir jedes « >0. 
Bedeutet nun # irgend eine Limeszahl, dann ist fiir «>0O stets 


B 


(23) a =a’, 
Beweis. Fiir «=0,1 ist (23) trivial, sei daher «>2. Es sei 
die Gleichung (23) erwiesen fiir alle Limeszahlen 6 < f’, wo #' auch 


eine Limeszahl ist, dann ist nur «@ =. zu zeigen. Gibt es nun unter 
den Limeszahlen 6< f’ keine gréBte, so ist limBp= £6. Da nun 
B 


Gleichung (12) fiir jede Limesreihe gilt**), so folgt aus « =o’, wenn 
al 


B gegen f’ wichst, auch a =a”. 
Es gebe nun zweitens ein gréBtes 6 unterhalb f’; es heiBe 6”; dann 
ist Bp’ = ~6"’ +o. Nach (16) wird daher: 
_- Bp’ +m 4 pe” ” 
e=-~a =a <a =a" >< ao” = a a” 
(da @ eine Limeszahl ist), Also: 
id 
a = OP" @ = Gf"t+ = of", 

Daher ist (23) bewiesen. Sei nun # eine beliebige Zahl, 6 = 6 + b, 
wo 6 eine Limeszahl oder 0 und b<@ ist, dann wird nach (16) und (23): 
Mt eee oe ed 

(24) «=a =a <a =Woma. 
Da man nach (7’) leicht aus der Normalform von « die von 
b 


a =a>x<a>x<a«a---(b mal) 


berechnen kann und nach (7’) § = 4 = —y ist, falls & eine Potenz von 


*) Le. § 5, Nr. 12. 
**) 1. c. § 1, Satz IV. 
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bedeutet, so laBt sich, da « eine Potenz von @ ist*), die Gleichung 
(24) auch schreiben: 


b 
(24’) a=-a <a =—o@a. 
fe 
Somit laBt sich a« leicht in die Normalform setzen. 
Es sei nur noch bemerkt: aus (23) folgt, daB die Hauptzahlen von 
P 
a die ¢-Zahlen sind. 





*) 1. c. § 5, Nr. 12. 
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A. Einleitung. 


A, I. Historisches tiber das Uniformisierungsproblem, insbesondere 
die Methode der Uberlagerungsfliche. 


Unter dem Problem der Uniformisierung einer durch eine beliebige 
analytische Funktion y(z) definierten analytischen Kurve (2, y) versteht 
man das Problem der Auffindung einer von x oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, von y abhiangenden analytisch zu erklirenden Hilfsver- 
finderlichen ¢, welche so beschaffen ist, daB x(t) und y(t) eindeutige ana- 
lytische Funktionen sind, wihrend y(z) selbst, allgemein zu reden, eine 
unendlich-vieldeutige Funktion von = ist. 

Die Idee der Uniformisierung entwickelte sich in organischem Zu- 
sammenhang mit der Theorie der automorphen Funktionen, welche, vor- 
bereitet durch klassische Untersuchungen von Riemann, Schwarz, Her- 
mite, Schottky, Klein, Fuchs, zu Anfang der achtziger Jahre des 
verflossenen Jahrhunderts durch Klein*) und Poincaré**) ihre syste- 
matische Begriindung fand.***) 

Mit Riicksicht auf die zentrale Stellung der Uniformisierungstheoreme 
innerhalb der Klein-Poincaréschen Theorie wurden dieselben von Herrn 
Klein+) als ,,Fundamentaltheoreme“ bezeichnet. 

Was die verschiedenen Methoden anbetrifft, deren man sich zum Be- 


*) F. Klein: ,,Uber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in 
sich“. Math. Annalen Bd. 19, 1882, pag. 565—568. 

Derselbe: ,,Zweite Mitteilung*. Math. Annalen Bd. 20, 1882, pag. 48-—51. 

Derselbe: ,,Neue Beitriige zur Riemannschen Funktionentheorie*. Math. Annalen 
Bd. 21, 1883 p. 141—218. Erschienen 15. I. 1883, datiert vom 2. X. 1882. 

“) H. Poincaré: Comptes Rendus de l’Académie des Sciences t. 92 (1881, I) 
pag. 833, 395, 551, 859, 957, 1198, 1274, 1335, 1484, t. 98 (1881, I) pag. 44, 138, 301, 
581, t. 94 (1882, I) pag. 163, 840, 1088, 1166, 1402. 

Derselbe: Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions 
linéaires. Math. Ann. Bd. 19, pag. 553—564. 

Derselbe: ,,Theorie des groupes fuchsiens*. Acta Math. t.1, 1882, p.1—62. 

Derselbe: ,,Mémoire sur les fonctions fuchsiennes“. Acta Math. t. I, 1882, 
pag. 193—294. 

Derselbe: ,,Mémoire sur les groupes kleinéens*«. Acta Math. t. III, 1883, p. 49—92. 
Derselbe: ,Sur les groupes des équations linéaires“. Acta Math. t. IV, 1884, 
pag. 201—812. 

Derselbe: ,Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes“. Acta Math. t. V, 1884, 
pag. 209—278. 

***) Ich verweise auch auf die groBziigige Darstellung in Fricke-Klein: ,,Vor- 
lesungen fiber die Theorie der automorphen Funktionen“ Leipzig, Teubner, 1897 
und 1901. Die zweite Lieferung des zweiten Bandes steht noch aus. 

+) Math. Annalen Bd. 21, 1. c. 
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weise der Uniformisierungstheoreme in mehr oder weniger weitem Um- 
fange bedient hat, so wiirde ein naheres kritisches Eingehen auf dieselben 
uns hier zu weit fihren. Ich begniige mich vielmehr an dieser Stelle mit 
einigen Bemerkungen iiber die im folgenden anzuwendende Methode, welche 
ich kurz als Methode der Uberlagerungsfliche bezeichnen will. Durch diese 
Methode werden im Prinzip tatsichlich alle tiberhaupt méglichen Uni- 
formisierungstheoreme umfaBt. 

Soviel mir bekannt ist, geht die Idee dieser Methode urspriinglich 
auf miindliche AuBeruangen von Schwarz zuriick. In der Literatur findet 
sie sich zuerst bei Poincaré*), welcher im Zusammenhang mit dieser 
Methode das Uniformisierungsproblem in bedeutsamer Weise generalisierte, 
indem er an Stelle einer algebraischen Kurve eine beliebige analytische 
Kurve treten lieB, allerdings ohne die betreffenden Fragen damals zum 
AbschluB bringen zu kénnen.**) Die vollstiindige Klirung und Erledigung 
dieses allgemeinen Problems ist erst in neuester Zeit gelungen, wortiber 
sogleich berichtet werden wird. 

Bei der Methode der Uberlagerungsfliche wird das Uniformisierungs- 
problem in zwei Probleme zerlegt, ein Problem der Analysis situs, namlich 
das Problem der Konstruktion der zu der gesuchten Uniformisierungs- 
transzendenten ¢(a, y) gehérenden Riemannschen Flache , und ein Problem 
der konformen Abbildung, niamlich das der umkehrbar eindeutigen kon- 
formen Abbildung der Flache ® auf ein einblattriges im allgemeinsten 
Falle unendlich-vielfach zusammenhdngendes Gebiet. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall einer einfach zusammen- 
hiingenden Fliche , welcher iibrigens fiir die zu uniformisierende Kurve 
(x, y) selbst keine Beschriinkung voraussetzt. In diesem Falle handelt 
es sich um den Nachweis des folgenden Abbildungssatzes: Jede einfach 
zusammenhiingende endlich- oder wnendlich-vielblittrige nur von inneren 
Punkten gebildet zu denkende Riemannsche Fliche***) lipt sich wmkehrbar 
eindeutig und konform entweder auf die schlichte (d. i. einblittrig vorzu- 
stellende) Fliche eines endlichen Kreises oder auf die schlichte ganze Ebene 





*) Poincaré: ,,Sur un théoréme de la théorie générale des fonctions“. Bulletin 
de la société mathématique de France, t. XI, 1883. 

™) S. auch Hilberts Pariser Vortrag, 1900: ,,Mathematische Probleme“. Gitt. 
Nachr. 1900, pag. 253 ff. oder Archiv der Mathematik und Physik, 3. Reihe, Bd. 1. Man 
lese insbesondere den Abschnitt: ,,Uniformisierung analytischer Beziehungen mittelst 
automorpher Funktionen“. ° 

***) Die Fliche kann auch als Fliche im Raume oder iiberhaupt als eine ewei- 
dimensionale Mannigfaltigkeit gegeben gedacht werden. Wesentlich ist nur, dab 
allein die imneren Punkte als zur Mannigfaltigkeit gehérig betrachtet werden, das 
sind die Punkte, um welche herum eine zweidimensionale konform auf eine Kreis- 
fliche iibertragbare Umgebung angegeben werden kann. 


10* 
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exkl. des unendlich fernen Punktes (d. i. eine Kreisfliche mit unendlich 
groBem Radius) oder auf die schlichte ganze Ebene inkl. des wnendlich 
fernen Punktes abbilden. 

Der letzte in dem Satze erwihnte Fall, in welchem die gegebene 
Flache speziell eine geschlossene Fliche vom Geschlecht Null sein muB, 
wurde bereits 1870 durch Schwarz*) erledigt. Was die viel allgemeinere 
Frage nach der konformen Abbildung beliebiger ungeschlossener einfach 
zusammenbingender Flachen anbetrifft, so dienten auch fiir diese Frage 
die Riemann-Schwarzschen Entwickelungen betreffend die Abbildung 
ungeschlossener einfach zusammenhiingender Flichen mit geschlossener 
Begrenzungslinie als Grundlage. Poincaré bewies 1883 (Bull. t. XI 1. c.), 
daB jede einfach zusammenhingende endlich- oder unendlich-vielblittrige 
Riemannsche Fliiche, welche mindestens drei voneinander verschiedene 
Punkte der Ebene unbedeckt laBt, auf ein schlichtes Gebiet innerhalb 
des Einheitskreises abgebildet werden kann. Nachdem weiterhin, doch 
erst in neuerer Zeit Osgood**), Brodén***), Johansson+) das Ab- 
bildungsproblem in speziellen Fallen geférdert hatten, wurde im Jahre 1907 
die vollstandige Erledigung desselben gegeben durch Herrn Poincaré++) 
und durch den Verfasser der vorliegenden Abhandlung;++) nach verschie- 
denen Methoden. Weitere vollstiindige Beweise des allgemeinen Abbildungs- 


: *) H. A. Schwarz: ,,Uber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
= zy 0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen“. Berl. 
Monatsber. 1870. Ges. Abh. Bd. IL. 

**) Osgood: On the existence of the Greens fonction for the most general 
simply connected plane region.“. Am. Trans. 1900. 

**) Brodén: ,,Bemerkungen iiber die Uniformisierung analytischer Funktionen“. 
Lund, Berlingsche Druckerei, 1905. 

+) Johansson: ,,Uber die Uniformisierung Riemannscher Flaichen mit endlicher 
Anzahl Windungspunkte*. Act. Soc. Fenn., t. 33, 1906. 

Derseibe: ,,Ein Satz iiber die konforme Abbildung einfach zusammenhingender 
Flachen auf den Einheitskreis“. Math. Ann. Bd. 62, 1906. 

Derselbe: ,,Beweis der Existenz linear polymorpher Funktionen vom Grenzkreis- 
typus auf Riemannschen Flachen“. Math. Ann. Bd. 62, 1906. 

Die zuletzt erwihnte Abhandlung ist jedoch nur zum Teil einwandfrei; denn 
die auf pag. 191 des Bandes sich findende fiir Johansson zur Erlangung des von ihm 
in dieser Arbeit angestrebten Hauptresultats wesentliche Behauptung ,Jede auf @(p, 0) 
unverzweigte Funktion ist nun ersichtlich auch auf o(p+1, 0) unverzweigt* ist un- 
richtig, ein Einwand, zu welchem auch Herr Johansson seine Zustimmung gegeben hat. 

++) Poincaré: ,Sur l’uniformisation “des fonctions analytiques‘. Acta Math. 
t. XXXI, pag. 1—63, insbesondere pag. 46—63. Die bereits im Miirz 1907 gedruckte 
Arbeit erschien erst im November 1907. 

+++) Koebe: ,,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“. itt. 
Nachr., 12. Mai 1907, pag. 191—210. 
Eine Darstellung dieses meines ersten Beweises findet man auch bei Fubini 
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satzes enthalten die auf dieser Seite unter +++) zitierten Arbeiten VI und IX, 
sowie implizite die vorliegende Abhandlung. Letzterer Beweis stellt eine 
namentlich durch die vollstindige Vermeidung des Harnackschen Satzes 
iiber positive Potentiale charakterisierte Vervollkommnung, wenn auch 
vielleicht nicht gedankliche Vereinfachung meines ersten in II] gegebenen 
Beweises dar. In IX ist die Ausdehnung auf den oben erwihnten allge- 
meinsten Fall des Uniformisierungsproblems gegeben, wobei die auf einen 
schlichten Bereich abzubildende Flaiche unendlich-vielfach zusammenhiingend 
ist. Fiir diesen allgemeinen Beweis ist namentlich die Heranziehung ge- 
wisser von Herrn Hilbert in seiner Abhandlung ,,Uber das Dirichletsche 
Prinzip“ und in seiner vierten Mitteilung zur Theorie der Integralglei- 
chungen beniitzter Gedankenginge charakteristisch. 


»Introduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe* (Pisa, 
Spoerri, 1908). 

Ich beniitze diese Gelegenheit, um meine simtlichen bisherigen Publikationen 
iiber Uniformisierung bezw. konforme Abbildung zusammenzustellen. Ich numeriere 
dieselben, ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge entsprechend, um im Laufe der vorliegen- 
den Abhandlung kiirzer zitieren zu kénnen. 

I. ,,Uber konforme Abbildung mehrfach zusammenhingender ebener Bereiche, 
insbesondere solcher Bereiche, deren Begrenzung von Kreisen gebildet wird“. Vortrag, 
gehalten auf der Naturforscherversammlung in Meran, September 1905. Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1906, pag. 142—153. 

ll. ,,Uber konforme Abbildung mehrfach zusammenhiingender ebener Bereiche‘. 
Vortrag, gehalten auf der Naturforscherversammlung in Stuttgart, September 1906. 
Jahresbericht der D. M.-V. 1907, pag. 116—130. 

Ill. ,,Uber die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven. Gdtt. Nachr., 
9. Marz 1907, pag. 177—190. 

IV. ,,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven*. (Erste Mit- 
teilung.) Gétt. Nachr., 12. Mai 1907, pag. 191—210. 

V. ,,Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven“. Gétt. Nachr., 6. Juli 1907, 
pag. 410—414. 

VI. »Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. (Zweite Mit- 
teilung.)“ Gdtt. Nachr., 23. November 1907, pag. 633—669. 

Vil. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. (Imaginiire Sub- 
stitutionsgruppen.) (Voranzeige.) Mitteilung eines Grenziibergangs durch iterierendes 
Verfahren. Gétt. Nachr., 22. Februar 1908, pag. 112—116. 

Vill. ,,Uber ein allgemeines Uniformisierungsprinzip“. Vortrag, gehalten auf 
dem internationalen MathematikerkongreB in Rom, April 1908. (Noch nicht erschienen.) 

IX. ,,Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. (Dritte Mit- 
teilung.)“ Gdétt. Nachr., 11. Juli 1908, pag. 337—358. 

X. ,,Konforme Abbildung der Oberfliiche einer von endlich vielen reguliren ana- 
lytischen Flichenstiicken gebildeten kérperlichen Ecke auf die schlichte ebene Fliche 
eines Kreises“. Gétt. Nachr., 19. Dezember 1908, pag. 359—360. 

XI. ,,Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe Funk- 
tionen mit imaginiirer Substitutionsgruppe. Gétt. Nachr., 20. Febr. 1909, pag. 68 folg. 

XI. ,,Sur un principe général d’uniformisation. Comptes Rendus, 29. mars 1909. 
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A, Ul. Inhalt der vorliegenden Abhandlung. 


In der vorliegenden Abhandlung ist das Streben nach einer méglichst 
allseitig independenten Darstellung mabgebend gewesen. 

Wir schlieBen die folgenden Bemerkungen iiber den Inhalt derselben 
an das Verzeichnis pag. 145 an. 

In B wird der allgemeine Begriff der zu einer algebraischen Kurve 
(x,y) gehérenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen ¢ defi- 
niert und die Natur der méglichen relativen Verzweigungssingularititen 
der Funktion ¢(z, y), relativ zur Riemannschen Fliche F der Funktion 
y(x), untersucht. 

In C werden alle diejenigen zu algebraischen Kurven gehérenden 
linear polymorphen uniformisierenden Variablen bestimmt, bei welchen 
das Wertegebiet der Variablen ¢ entweder durch die ganze Ebene inkl. 
oder durch die ganze Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes gebildet 
wird. Die uniformisierenden Funktionen z(¢) und y(t) sind im Falle der 
ganzen Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes rationale Funktionen 
von ¢, im Falle der ganzen Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes 
rationale Funktionen einer und derselben Exponentialfunktion von ¢ oder 
einer und derselben elliptischen g-Funktion und deren Ableitung. 

Die Untersuchungen des Abschnitts © werden in D und E (pag. 180 
bezw. 222) vorausgesetzt und bilden tiberhaupt eine organische Erginzung 
der in D und E gegebenen Hauptuntersuchung. 

In dem Abschnitte D (erster (analytischer) Hauptteil) wird das Problem 
in Angriff genommen, alle zu einer gegebenen algebraischen Kurve (2, y) 
gehérenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen ¢ zu bestimmen, 
fiir welche die Substitutionsgruppe reell ist oder, anders ausgedriickt, fiir 
welche jede einzelne zwischen zwei relativen Zweigen der Funktion ¢(z, y) 
bestehende lineare Substitution eine Substitution mit lauter reellen Koef- 
fizienten ist, wobei die Koeffizientendeterminante positiv oder negativ sein 
kann. Der Abschnitt D gibt eine Analyse, als deren Resultat die Indi- 
vidualisierung der einzelnen zur gesuchten Klasse gehérenden Transzen- 
denten ¢(x,y) erscheint. In D,I wird zuniichst bewiesen, daB das Werte- 
gebiet einer einzelnen Variablen ¢ der Klasse entweder die ganze obere 
Halbebene*) und nur diese (erster Typus) oder die ganze Ebene exkl, 
allgemein zu reden, unendlich viele Punkte der Achse des Reellen (zweiter 
Typus) ausfillt. In D, Il wird dann gezeigt, daB eine GréBe ¢ des ersten 
Typus als GréBe der gesuchten Klasse vollstiindig individualisiert wird 
durch die Angabe der relativen Verzweigungspunkte der Funktion ¢(z, y) 


*) Halbebene oberhalb der Achse des Reellen. 
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mit den zugehérenden Ordnungszahlen der relativen Verzweigung, daB 
ferner eine GréBe ¢ des zweiten Typus als GréBe der Klasse vollstindig 
individualisiert wird durch Angabe derjenigen teils geschlossenen, teils 
ungeschlossenen Linienziige auf F (Riemannsche Flache der Funktion y(q)), 
lings welchen die Funktion ¢(z, y) reell ist, (Realititsziige), sowie die 
Angabe aller relativen Verzweigungsstellen der Funktion ¢(z, y) mit den 
zugehérenden Ordnungszahlen der relativen Verzweigung. Die Gesamtheit 
der eine einzelne GréBe ¢ charakterisierenden Bestimmungsstiicke bildet 
die charakteristische Signatur der betreffenden uniformisierenden Variablen. 

Die in der Signatur vorkommenden Bestimmungsstiicke kénnen nicht 
willkiirlich gegeben werden. 

Im Falle einer GréBe ¢ des ersten Typus existieren gewisse Aus- 
nahmesignaturen, welche durch die in B und C angestellten Untersuchungen 
geliefert werden, indem niimlich jede der dort gefundenen Funktionen ¢(z, y) 
eine gewisse relative Verzweigung besitzt. Diesen Ausnahmesignaturen 
kann sicher keine linear polymorphe uniformisierende Variable des ersten 
Typus entsprechen. 

Im Falle einer GréBe ¢ des zweiten Typus ergeben sich fiir die ein- 
zelnen Bestimmungsstiicke der Signatur folgende Bedingungen. Die Kurve 
(x, y) selbst muB sich birational in eine reelle Kurve transformieren lassen, 
welche auch wirklich reelle Ziige besitzt. Das System der in der Signatur 
vorkommenden oben definierten Realitiétsziige muB dabei in das System 
der reellen Ziige transformiert werden, ohne jedoch dieselben vollstindig 
erschépfen zu miissen. Ein einzelner Realitiitszug wird vielmehr nach der 
Transformation entweder einen vollstindigen reellen Zug liefern oder nur 
ein Stiick eines solchen reellen Zuges. Die Realitiatsziige sind jedenfalls nur 
in endlicher Anzahl vorhanden. Was die in der Signatur vorkommenden 
relativen Verzweigungspunkte und Ordnungszahlen der Verzweigung der 
Funktion ¢(z, y) anbetrifft, so erscheinen dieselben nach der Transforma- 
tion konjugiert symmetrisch angeordnet, wobei ein solcher Verzweigungs- 
punkt auch sich selbst symmetrisch entsprechen kann, in welch letzterem 
Falle er eben auf einem reellen Zuge liegt. Niemals liegt jedoch ein 
relativer Verzweigungspunkt innerhalb eines Realitatszuges. Ist anderer- 
seits ein Realititszug ungeschlossen, so sind stets die beiden Endpunkte 
desselben relative Verzweigungspunkte und zwar von der ersten Ordnung. 

Man iibersieht jetzt, wie im Falle einer uniformisierenden Variablen 
des zweiten Typus die Signatur zu geben ist. Man hat dabei von vorn- 
herein eine solche Kurve (x, y) anzunehmen, welche sich durch birationale 
Transformation in eine reelle Gestalt (mit reellen Ziigen) setzen laBt, 
wobei, beiliufig erwihnt, bekanntlich der Fall eintreten kann, daB eine 
und dieselbe Kurve (x, y) mehrere wesentlich verschiedene reelle Gestalten 
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besitzt, d. s. solche reelle Gestalten, deren keine zwei durch eine reelle 
birationale Transformation zusammenhiingen. Bei der Betrachtung einer 
einzelnen uniformisierenden Variablen des zweiten Typus werden wir dem- 
entsprechend zweckmiBig direkt eine reelle algebraische Kurve mit reellen 
Ziigen zugrunde legen. 

In E (zweiter (synthetischer) Hauptteil) handelt es sich nun weiter 
darum, die Existenz der zu einer gegebenen Signatur gehérenden uniformi- 
sierenden Variablen des ersten bezw. zweiten Typus wirklich darzutun. 
Die einzelne Signatur muB dabei den in D gefundenen notwendigen Be- 
dingungen geniigen, die eben durch die Untersuchungen des Abschnitts E 
auch als hinreichend erkannt werden. 

Wir bedienen uns zum Existenzbeweise der Methode der Uberlagerungs- 
fliiche. 

Nachdem in E,I dem Grundgedanken der Methode der Uberlagerungs- 
fliche entsprechend jedes einzelne Problem in ein Problem der Analysis 
situs und ein Problem der konformen Abbildung zerlegt ist, werden in 
E, Il die Analysis-situs-Probleme und in E, III die Abbildungsprobleme 
behandelt. 

Die in E, II zu konstruierende, unendlich-vielblittrige Riemannsche 
Flache einer gesuchten Einzeltranszendenten f(z, y) ist, je nachdem die 
gesuchte GréBe ¢ dem ersten oder zweiten Typus angehért, eine einfach 
zusammenhingende oder eine aus zwei zueinander symmetrischen einfach 
zusammenhingenden Hialften gebildete i. a. unendlich-vielfach-zusammen- 
hangende Flaiche. Im letzteren Falle kénnen wir wegen der Symmetrie die 
Betrachtung auf eine der einfach zusammenhingenden Hilften beschrinken. 

Was die explizite Konstruktion der erwihnten einfach zusammen- 
hiingenden Uberlagerungsflichen anbetrifft, so habe ich darauf Gewicht 
gelegt, diese Analysis-situs-Probleme streng als solche zu behandeln, wobei 
zugleich gewisse am Schlusse von E, III anzuwendende Abschitzungsformeln 
hergeleitet werden. 

Bei der Behandlung der Abbildungsprobleme in E, III, welche die 
konforme Abbildung der in E, II gefundenen einfach zusammenhangenden 
Uberlagerungsflichen auf die schlichte Fliche einer Halbebene fordern, 
ist die Idee folgende. Es wird die zu der betreffenden Uberlagerungs- 
flaiche gehérende in einem Punkte logarithmisch unendlich werdende 
Greensche Funktion als Grenzfunktion der zu den Niherungsflichen ge- 
hérenden Greenschen Funktionen konstruiert. Wir erledigen zunichst die 
Fille, in welchen die uniformisierende Variable eine Variable des zweiten 
Typus wird. In diesen Fallen gelingt es eine Majorante aufzustellen, 
welche ich bereits in einer friiheren Note (II]) angegeben habe. In den 
Fillen hingegen, in welchen die uniformisierende Variable eine solche vom 
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ersten Typus wird, verfahren wir indirekt, indem wir den Durchgang 
durch den allgemeinen pag. 147 unten genannten Abbildungssatz tiber 
einfach zusammenhingende Bereiche nehmen; (beziiglich des hier gegebenen 
Beweises dieses allgemeinen Satzes verweise ich auf die betreffenden Be- 
merkungen oben pag. 149). Es handelt sich dann schlieBlich darum den 
Fall der ganzen Ebene auszuschlieBen, was auf pag. 222—223 nach zwei 
Methoden geschieht, deren eine sich auf die Ergebnisse des Abschnitts C 
stiitzt, wihrend die andere die erwahnten in E, Il bei der Behandlung 
der Analysis-situs-Probleme gefundenen Abschiitzungsformeln beniitzt, 
wobei sich der Unterschied zwischen der Euklidischen und der Nicht- 
euklidischen Ebene in charakteristischer Weise ausprigt.*) 


Die in dieser Abhandlung behandelten Uniformisierungsprobleme er- 
scheinen nach zwei Seiten von fundamentaler Bedeutung, namentlich im 
Gegensatz zu den spiiter zu behandelnden Uniformisierungsproblemen, bei 
welchen die Substitutionsgruppen im allgemeinen Fall imaginaér sind und 
sich auch nicht in reelle Form setzen lassen. LEinerseits namlich lassen 
sich alle andern zur gegebenen Kurve (x, y) gehérenden linear-polymorphen 
uniformisierenden Variablen als eindeutige Funktionen der hier konstruierten 
darstellen, eine Eigenschaft, fiir welche ich in den Noten II] und IV in 
den daselbst formulierten Theoremen den umfassendsten und prignantesten 
Ausdruck gegeben habe, andererseits liefern die hier behandelten unifor- 
misierenden Variablen in den zugehérenden Gruppen wirklich invariante 
Normalgebilde der durch die gegebene Kurve definierten Riemannschen 
Klasse von Kurven (s. die SchluBbemerkungen in III und IV). 

Gerade im Hinblick auf die erwihnte zentrale Bedeutung der hier 
behandelten Klasse von uniformisierenden Variablen erschien es mir als 
eine organische Notwendigkeit, in D und EF diejenigen reellen Substitu- 
tionen, deren Koeffizientendeterminante negativ ist, von vornherein gleich- 
berechtigt mit denen positiver Determinante zuzulassen, im Unterschiede 
von Poincaré (Acta Math.) und Fricke-Klein (,,Vorlesungen iiber die 
Theorie der automorphen Funktionen“). Auf diese Weise ergab sich 


*) Man kann versuchen, auch die den uniformisierenden Variablen des ersten 
Typus entsprechenden Abbildungsprobleme durch Majorantenbildung zu erledigen. 
In diesem Sinne gerade versuchte Herr Johansson (1. c.) in direkter Ankniipfung an 
Poincaré (Bull. t. XI) und Osgood (Am. Tr. 1. c.) eine Lisung der betreffenden 
Probleme. Diesen Gedanken habe ich in der Note V weiter verfolgt. Eine vollstiindige 
Zuendefiihrung oder auch nur Férderung dieses Gedankens scheint mir auch jetzt noch 
ein Interesse darzubieten. 
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namentlich eine naturgeméBe und vollstindige Beziehung zu Kleins all- 
gemeiner Einteilung der symmetrischen Riemannschen Flichen mit Sym- 
metrielinien bzw. reellen algebraischen Kurven mit reellen Ziigen, eine Be- 
ziehung, die sich auch auf beliebige analytische Kurven iibertrigt (vgl. 
Note IV). 

Sowohl Poincaré (Acta I) als auch Fricke-Klein (Vorlesungen 
iiber die Theorie der automorphen Funktionen) geben bereits eine syste- 
matische Behandlung der eigentlich diskontinuierlichen Gruppen reeller Sub- 
stitutionen mit positiver Determinante.*) Die dabei resultierende Einteilung 
dieser Gruppen und damit der zugeordneten Uniformisierungsprobleme flieBt 
bei den genannten Autoren aus einer geometrischen Analyse dieser Gruppen 
bzw. der zugehérenden Fundamentalpolygone oder ,,Normalpolygone“ 
(Fricke). Demgegeniiber gehe ich hier wie tiberhaupt von der zu uni- 
formisierenden Kurve aus und gelange durch eine die Idee des Fundamental- 
polygons nur unwesentlich benutzende Methode zu einer vollstiindigen 
systematischen Durchdringung. Ohne die besonderen Vorteile jeder ein- 
zelnen der beiden Methoden vergleichend abwigen zu wollen, méchte ich 
nur bemerken, daB die meinige einer fiir die uniformisierenden Variablen 
mit reeller Substitutionsgruppe geltenden charakteristischen Bemerkung 
Rechnung tragt, daB nimlich dieselben von der Wahl eines einzelnen 
Fundamentalpolygons bzw. einereinzelnen kanonischen Zerschneidung wr- 
abhdngig sind. 


*) Die betreffenden Gruppen werden bei Poincaré als ,.groupes fuchsiens, bei 
Fricke-Klein als ,,Hauptkreisgruppen“ bezeichnet. Bei letzteren werden auch die 
die obere Halbebene in sich iiberfiihrenden Transformationen mit Umlegung der Winkel 
(,,Substitutionen zweiter Art*) neben denen ohne Umlegung der Winkel (,,Substitu- 
tionen erster Art“, eigentliche reelle lineare Substitutionen positiver Determinante) be- 
riicksichtigt, allerdings nur in untergeordneter Weise. Bei der expliziten Durch- 
fiihrung der Klassifikation der Gruppen und der damit zusammenhingenden Auf- 
stellung der Uniformisierungstheoreme werden die ,,Substitutionen zweiter Art“ 
tiberhaupt beiseite gelassen, wodurch die im Texte (pag. 154 oben) erwiihnte (vgl. auch 
pag. 189) Unvollkommenheit zum Vorschein kommt, welche bei voller Beriicksichtigung 
der Substitutionen zweiter Art wegfallen wiirde. Man wiirde dadurch in der Tat 
dieselbe Vollstiindigkeit erzielen, welche ich durch die Zulassung der reellen Jinearen 
Substitutionen mit negativer Determinante erzielt habe. Geometrisch driickt sich der 
Unterschied zwischen den reellen linearen Substitutionen positiver und negativer 
Determinante bekanntlich dadurch aus, daB erstere die beiden durch die Achse des 
Reellen voneinander getrennten Halbebenen (obere und untere Halbebene) einzeln in 
sich iiberfiihren, wihrend letztere diese beiden Halbebenen miteinander vertauschen. 
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B. Vorbemerkungen. 


Allgemeiner Begriff der zu einer algebraischen Kurve gehérenden 
linear-polymorphen uniformisierenden Variablen. 


Wird mit y(z) eine algebraische Funktion von x, mit F die zu dieser 
Funktion gehérende, tiber der z-Ebene ausgebreitet zu denkende Riemann- 
sche Fliche bezeichnet, so kann man bei méglichst weiter Auffassung 
der Bedeutung des Wortes ,,Uniformisieren“ als eine zu der algebraischen 
Kurve (x, y) gehirende uniformisierende Variable jede GréBe t bezeichnen, die 
durch eine endlich- oder unendlich-vieldeutige analytische Funktion des Ortes 
auf der Fliche F erklirt ist und die Eigenschaft hat, daB die analytischen 
Funktionen z(t) und y(#) in dem Bereiche der von der GréBe ¢ ihrer De- 
finition gema8 angenommenen Werte eindeutig sind. Die tiefe Bedeutung 
des Begriffs der uniformisierenden Variablen tritt jedoch in ihrem ganzen 
Umfange erst bei einer gewissen Verengerung dieses Begriffs hervor, welche 
in der Hauptsache darauf hinausliuft, den Funktionen die Bedingung des 
linearen Automorphismus avfauerlegen. Prizise definieren wir den Begriff 
in der fir uns hier in Betracht kommenden Form folgendermafen. 

Definition der zu einer algebraischen Kurve gehdrenden linear polymorphen 
uniformisierenden Variablen: Eine Gréfe t heiBe eine zu der algebraischen 
Kurve (x, y) bezw. zu der Riemannschen Fliche F der Funktion y(x) ge- 
hérende linear polymorphe uniformisierende Variable, wenn die zu ihrer 
Erklairung dienende, allgemein zu reden, unendlich-vieldeutige analytische 
Funktion ¢(a, y) des Ortes auf der Fliche F' folgende Eigenschaften hat: 

1. Die Funktion ¢(z, y) ist entweder auf der ganzen Fliche F in 
allen ihren Zweigen (— ,,Zweig“ relativ zur Fliche F' verstanden —) aus- 
nahmslos mit dem Charakter rationaler Funktionen von z und y erklirt, 
oder es gibt endlich viele voneinander verschiedene Stellen auf F, an 
welchen die Funktion ¢(z, y) relativ verzweigt ist. 

2. Sind ¢, und ¢, irgend zwei relative Zweige der Funktion ¢(z, y), so 
ist 4, eine ganze oder gebrochene lineare Funktion mit konstanten Koeffi- 
zienten von ¢,. 

3. Die Funktion ¢(, y) ist eine einwertige Funktion des Ortes auf 
der Riemannschen Fliche F; d. hb. priziser: es gibt auf F keine zwei 
voneinander verschiedenen Punkte, an welchen die Funktion ¢ einen und 
denselben Wert annimmt. Auch kann die Funktion ¢ an einer und der- 
selben, von einem der genannten relativen Verzweigungspunkte verschie- 
denen, Stelle nicht in zwei voneinander verschiedenen Zweigen einen und 
denselben Wert annehmen. — 

Charakter der bei Umlaufung eines relativen Vereweigungspunktes sich 
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ergebenden linearen Substitution.*) Wir fassen einen einmaligen Umlauf in 
positivem Sinne um einen der relativen Verzweigungspunkte ins Auge. 
Ist der Verzweigungspunkt ein Verzweigungspunkt von endlicher Ordnung, 
so ist klar, daB die lineare Substitution, welche die Funktion ¢ bei Aus- 
fiihrung dieses Umlaufs erfihrt, eine elliptische Substitution ist. Es last 
sich in diesem Falle eine lineare Funktion ¢’ von ¢ bestimmen, welche 
sich bei Ausfiihrung des Umlaufs gemiS der Gleichung 
22i 
[t‘]=—e"t 

iindert, wobei mit [¢’] der Wert der Funktion ¢’ nach Ausfiihrung des Um- 
laufs, mit » die Anzahl der um den betreffenden Punkt herum zusammen- 
hangenden Zweige der Funktion ¢ bezeichnet ist. 

Ist der betrachtete Verzweigungspunkt ein Verzweigungspunkt von 
unendlich hoher Ordnung, so ist die lineare Umlaufssubstitution, wie wir 
jetzt beweisen wollen, parabolisch, so daB es also eine lineare Funktion ¢ 
von ¢ gibt, welche sich gemaB einer Gleichung der Form 

[t’] = t' + 2a, 
iindert. 

Beweis. Den Beweis fiihren wir indirekt. Gesetzt, unsere Behauptung 
sei nicht richtig; dann kénnte man jedenfalls eine lineare Funktion t” 
von ¢ bestimmen, deren Verhalten gegeniiber einem Umlaufe um den 
Verzweigungspunkt durch eine Gleichung 


(1) [t”] = xt” 


dargestellt wird, wobei mit x eine passend zu wiahlende von Null ver- 
schiedene Konstante bezeichnet ist. Der absolute Betrag der GriBe x 
kann nicht gleich eins sein. Denn einerseits kann x keine Wurzel der 
Einheit sein, weil der betrachtete Verzweigungspunkt nach Voraussetzung 
von unendlich hoher Ordnung ist, andererseits kann x auch nicht eine 
von jeder Einheitswurzel verschiedene Zahl des absoluten Betrages eins 
sein, weil dies offenbar dem Charakter der Funktion ¢”, also auch der 
Funktion ¢, als einwertiger Funktion widersprechen wiirde. Somit muBb 
x| S1 sein. 

Nunmehr denken wir uns um den betrachteten Verzweigungspunkt 
eine einfach geschlossene Linie L gezogen. Mit G bezeichnen wir das 
von L und dem Verzweigungspunkte begrenzte zweifach zusammenhiingende 
Gebiet, indem wir den Verzweigungspunkt selbst nicht mehr als zu G 


*) Es ist uns an dieser Stelle, wie ich des richtigen Verstiindnisses halber be- 
merken will, noch nicht bekannt, daB die Funktion ¢(a, y) in dem Verzweigungs- 
punkte selbst einen bestimmten Wert annimmt. Vg]. die FuBnote pag. 160. 
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gehérig betrachten. Um in G einen einzelnen Zweig der Funktion ¢ zu 
isolieren, denken wir uns von einem Punkte P auf L eine durch G hin- 
durchlaufende Linie / nach dem Verzweigungspunkte gezogen. Dadurch 
geht der zweifach zusammenhingende Bereich G in einen einfach zusam- 
menhingenden Bereich G, tiber, wobei wiederum der Verzweigungspunkt 
selbst nicht mehr als zu G, gehérig betrachtet werden mége, wihrend 
die Punkte der Linie / doppelt vorgestellt werden sollen, je nachdem sie 
dem einen oder andern an / anschlieBenden Teile des Bereichs G, zu- 
gerechnet gedacht werden. Dieser doppelten Auffassung entsprechend 
werde die Linie 7 genauer einmal mit (+), das andere Mal mit U-) be- 
zeichnet, indem die Verteilung der Vorzeichen so gewahlit zu denken ist, 
daB der UWbergang von U-) nach [+ durch G, hindurch die Austibung 
eines positiven Umlaufs um den Verzweigungspunkt erfordert. Ebenso 
wird zweckmaBigerweise der erwihnte Punkt P entsprechend einmal mit 
P“), das andere Mal mit P@) bezeichnet. 

Wir betrachten nun einen einzelnen Zweig ¢,” der Funktion ¢”. Die 
Funktion ¢,” nimmt in G,, in welchem Gebiete sie fiir alle Punkte ein- 
deutig erklirt ist, keinen ihrer Werte mehr als einmal an. Sie nimmt 
ferner den Wert Null und den Wert wnendlich sicher nicht an. Fiihrt 
man niimlich ausgehend vom Punkte P unendlich viele Umliufe einmal 
im positiven, das andere Mal im negativen Sinne um den Verzweigungs- 
punkt aus, immer die Linie ZL verfolgend, so nihern sich die Werte der 
Funktion ¢” wegen (1) sicher unbegrenzt Null bezw. unendlich, wenn 
*|<1, unendlich bezw. Null, wenn |x| > 1 ist; demnach wiirde, wenn 
t,” einen der Werte Null oder uyendlich anniihme, der Charakter der 
Funktion ¢” als einwertige Funktion ausgeschlossen sein. Die Funktion ¢,” 
besitzt schlieBlich noch folgende Eigenschaft: sie nimmt niemals an zwei 
voneinander verschiedenen Stellen von G, Werte mit dem Quotienten x 
an, es sei denn, daB der eine der beiden Punkte auf /~ liegt, der andere 
der mit ersterem koinzidierende Punkt auf /*) ist; anderenfalls kénnte 
man nimlich den zweiten Wert aus dem ersten auch dadurch erhalten, 
da8 man ausgehend vom ersten Punkte genau einen vollstindigen Umlauf 
um den Verzweigungspunkt ausfiihrt, so daB also eine Verletzung des 
Charakters der Funktion ¢” als einmwertiger Funktion unvermeidlich wiirde. 

Wir bilden nun die Funktion 

ni 2m 

fai je ee ht: 
wobei mit log x genauer derjenige Wert bezeichnet ist, welcher den Zu- 
wachs der Funktion log #,” oder, was auf dasselbe hinauskommt, der 
Funktion legt” bei Ausfiihrung eines positiven Umlaufs um den Ver- 
zweigungspunkt darstellt. Aus den vorhin gemachten Angaben iiber die 
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Funktion ¢,” kénnen wir schlieBen, daB die Funktion rt’ eine in dem 
zweifach zusammenhiingenden Gebiete G eindeutige und einwertige Funk- 
tion ist, welche in diesem Gebiete weder den Wert Null noch den Wert 
unendlich annimmt. Demnach vermittelt die Funktion t” eine umkehrbar 
eindeutige konforme Abbildung von G auf ein anderes zweifach zusam- 
menhiingendes Gebiet G’, welches die Ebene nirgends mehrfach bedeckt. 
Der Linie L entspricht bei der konformen Abbildung eine ganz im End- 
lichen liegende einfach geschlossene Linie L’. Da die vollstindige Anderung, 
welche die Funktion log rt” bei einmaliger Durchlaufung der Linie Z im 
positiven Sinne erfahrt, wie aus der Definition von rt” sofort ersichtlich 
ist, gleich 227 ist, so ergibt sich, daB, die Linie L’ den Nullpunkt ein- 
fach und zwar im positiven Sinne umschlingt. Aus dem letzteren Um- 
stande folgern wir, dab das Gebiet G’ ganz im Innern der Linie L’ liegen 
muB, so zwar, daB dabei der Nullpunkt sicher auBerhalb G’ befindlich 
bleibt. Da somit die Funktion r” im ganzen Gebiete G unterhalb einer 
endlichen Grenze bleibt, muB sie sich auch im Verzweigungspunkte selbst 
bestimmt verhalten, und wir kéanen fiir tr” eine Potenzreihenentwicklung 
in der Form ansetzen 

(2) t” = A(%—a) + (4 —2%)* P(x — 4%), 

wobei mit 2 der Wert der zu dem Verzweigungspunkte gehérenden 
x-Koordinate der Kurve (2, y), mit A eine von Null verschiedene endliche 
Zahl und mit $(2—z,) eine nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende 
reguliire Potenzreihe bezeichnet ist. Ist 2, ein Windungspunkt fir die 
Fliche F oder der unendlich ferne Punkt, welcher seinerseits wieder 
Windungspunkt der — F sein kann, so tritt an Stelle der GréBe 


(a@—,) eine GréBe ae bezw. . oder (4) 
Das Gebiet G’ stellt somit eine bestimmte einblittrig zu denkende 


log x 
volistindige Umgebung des Nullpunktes dar. Nun ist ¢” = 1”*** und 


a" ist sicher nicht reell. Daraus folgt, daB ¢” als Funktion von 1” 


und folglich wegen (2) auch als Funktion von « keine einwertige Funktion 
ist, entgegen der Voraussetzung. 

Die Annahme, daB die bei einmaliger Umlaufung des betrachteten 
Verzweigungspunktes fiir die Funktion ¢ sich ergebende lineare Umlaufs- 
substitution nicht parabolisch sei, hat sich also als widerspruchsvoll er- 
wiesen. D. h. die betreffende Umlaufssubstitution ist parabolisch. q. e. d. 

Das iiberall bestimmte Verhalten der Funktion t(a,y). Einfiihrung des 
Schwarzschen Differentialausdrucks dritter Ordnung. Die Funktion ¢(2, y) 
verhilt sich auf der Flaiche F an allen Punkten bestimmt. Ist (x, y) 
ein Punkt der Fliche F, welcher fiir die Funktion ¢(x, y) nicht die Rolle 
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eines Verzweigungspunktes spielt, so versteht sich diese Bemerkung von 
selbst. An einer solchen Stelle lat sich stets eine lineare Funktion von ¢ 
bestimmen, welche sich, je nachdem der Punkt (2,, y,) fiir die Fliche F 
ein gewdhnlicher endlicher Punkt oder ein endlicher Windungspunkt 
(v—-1)*" Ordnung oder ein gewéhnlicher unendlich ferner Punkt oder ein 
unendlich ferner Windungspunkt (vy —1)** Ordnung ist, in der Form ent- 


wickeln laBt (a—a) +(a—a)* B(x — 2%) 


i 2 1 
bezw. (x— a)” + (w— ay)” B((e@—-4,)"), 
1 1\2 1 
2 + (2) 8G), 
1 2 i 
1\* bs 1\" 
(2)'+ (@)"8((2)’) 
wobei mit 8 jedesmal eine nach ganzen positiven Potenzen des Arguments 
fortschreitende Potenzreihe bezeichnet ist. 

Ist (x9, yo) ein relativer Verzweigungspunkt (n— 1)*" Ordnung fiir die 
Funktion ¢(z,y), so kann man auf der Fliche F um den Punkt (2, y,) 
herum stets ein kleines Gebiet so abgrenzen, da die Funktion ¢ in keinem 
Punkte dieses Gebietes (exkl. 2, selbst) den Wert unendlich annimmt. Die 
Funktion ¢ la®t sich daher fiir dieses Gebiet in eine nach ganzen Potenzen 


x x 

sche Reihe entwickeln. Die Anzahl der in dieser Reihe vorkommenden 
Glieder mit negativem Exponenten muB endlich sein, da anderenfalls in 
der Nahe des Punktes (,, y,) Stellen angegeben werden kénnten, in denen 
die Funktion ¢ einen und denselben Wert annimmt. Aus demselben 
Grande kann iiberhaupt nur die erste negative Potenz wirklich vor- 
kommen. In jedem Falle gibt es eine lineare Funktion von ¢, welche 
sich in der Form 


1 1 1 1 
von (x—,)" bezw. (x—2,)’", (=) i (; ha fortschreitende Laurent- 


(2 —,)* > o-ay 8 ((@ —2)*) 


1 1 
entwickeln laBt, wobei eventuell die GréBe (c—a,)" durch (2 —a,)”" 
1 1 
1 


bezw. ( z) ? ()" zu ersetzen ist. 

Ist der betrachtete Punkt (z,,y,) ein Verzweigungspunkt unendlich 
hoher Ordnung fir die Funktion ¢(#, y), so existiert, wie wir bereits 
wissen, eine lineare Funktion von ¢, welche sich bei einem positiven Um- 
laufe des Punktes (x,y) um den erwihnten Verzweigungspunkt um die 
GréBe 221 vermehrt. Die Exponentialfunktion dieser Funktion vermittelt, 
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wie durch eine der pag. 158 angestellten analoge Uberlegung erkannt 
wird, eine umkehrbar eindeutige und konforme Abbildung der Umgebung 
des Punktes (7), y)) auf ein schlichtes, ganz im Endlichen liegendes, zwei- 
fach zusammenhingendes Gebiet, dessen innere Begrenzung sich aus all- 
gemeinen funktionentheoretischen Griinden (vergl. pag. 158) auf einen Punkt 
reduzieren muB. Die erwihnte Abbildungsfunktion laBt sich daher in 


1 

der Form einer reguliren Potenzreihe der GréBe (a —,) bezw. (x— 2)”, 
1 

<, (=) entwickeln, welche im Punkte (x, y,) in bezug auf die Ent- 


wicklungsgréBe genau von der ersten Ordnung verschwindet. Die be- 
trachtete lineare Funktion von ¢ liBt sich dementsprechend in der Form 


log (x —a5) + B(2—z,) 


entwickeln, wobei eventuell die GréBe (x—z,) durch (4—4,)* bezw. 
1 
1 


1\" . 
P ( -) zu ersetzen ist. 
£ x 


Wir kénnen jetzt den SchluB® ziehen, dab die Funktion ¢(z, y) einer 
Differentialgleichung dritter Ordnung folgender Form geniigt 


(3) D(t), = R(a, y), 
wobei mit D(t), der durch die Gleichung 

dt dt (3) 

dt dx* dx* 

DQ), - 24 

*(a2) 
definierte Schwarzsche Differentialausdruck dritter Ordnung, mit R(x, y) 
eine rationale Funktion von x und y bezeichnet ist.*) 


*) Durch unsere Betrachtungen ist iiberhaupt folgender Satz bewiesen: Wenn in 
der Umgelung einer Stelle x, der x-Ebene eine nur in dem Punkte x, méglicherweise 
wesentlich singulire einwertige analytische Funktion t(a) erklart ist, welche bei einem Um- 
laufe des Punktes x wm den Punkt x, eine lineare Substitution erfthrt, so ist diese Sub- 
stitution, je nachdem de¥ Verzweigungspunkt x, von endlicher oder wnendlich hoher Ord- 
nung ist, elliptisch oder parabolisch, und es gibt im ersten Falle eine lineare Funktion von t, 

1 2 1 
welche sich in der Form (a — x)" +(x—a,)" B((@—2,)") entwickeln lipt, wobei 
mit n die Anzahl der Zweige bezeichnet ist, die wm den Punkt x, herum zusammen- 
hiingen, im zweiten Falle eine lineare Funktion von t, welche sich in der Form 
log (aw — x,) ++ B(a@—-2,) entwickeln lift; mit B ist in beiden Fiillen eine regulire 
Potenzreihe bezeichnet. Fiir die Funktion t(x) besteht daher eine Differentialgleichung 
D(t), = p(x), wobei mit p(x) eine fiir die Umgebung des Punktes x, in der Form 
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Denken wir uns umgekehrt eine Funktion ¢(z, y) durch eine Dif- 
ferentialgleichung der obigen Form definiert, indem wir die rationale 
Funktion R(x, y) willkiirlich geben, so hingen die verschiedenen relativen 
Zweige dieser Funktion ¢(z, y) durch lineare Substitutionen zusammen und 
die Anzahl der verschiedenen relativen Verzweigungspunkte der Funktion 
t(a, y) ist endlich. Daraus ergibt sich, daB wir unseren Begriff der zur 
Kurve (x,y) gehérenden linear polymorphen uniformisierenden Variablen 
auch folgendermaBen fassen kénnen: 

Andere Definition der zu einer algebraischen Kurve gehirenden linear- 
polymorphen uniformisierenden Variablen: Eine GréBe ¢ heiBt eine zur alge- 
braischen Kurve (z, y) gehérende linear-polymorphe uniformisierende Va- 
riable, wenn die zu ihrer Erklirung dienende analytische Funktion ¢(z, y) 
eine einwertige Funktion ist, welche einer Differentialgleichung der Form 
(3) geniigt. 

Wertegebiet der uniformisierenden Variablen und Ezxistenzbereich des 
uniformisierenden Funktionenpaars. Die Gesamtheit derjenigen Werte, 
welche die Funktion ¢(x, y) annimmt, soweit sie den Charakter algebraischer 
Funktionen besitzt, bezeichnen wir als das Wertegebiet 7 der Funktion 
t(z, y). Diejenigen Funktionswerte, welche den etwa vorhandenen Ver- 
zweigungspunkten unendlich hoher Ordnung entsprechen, sollen also nicht 
mehr als zum Wertegebiet 7 gehérig betrachtet werden. Das Werte- 
gebiet 7 besteht daher lediglich aus inneren Punkten. Bei Zugrundelegung 
dieser prazisen Definition des Wertegebiets gilt offenbar die Bemerkung, 
daB die Funktionen x(t) und y(t), die wir als die uniformisierenden Funk- 
tionen bezeichnen wollen, zwei im ganzen Gebiete 7 eindeutig und mit 
dem Charakter rationaler Funktion von ¢ definierte analytische Funktionen 
sind, deren keine tiber die Begrenzung von 7 hinaus analytisch fortgesetzt 
werden kann: ist ¢ irgend ein Punkt auf der Grenze des Gebietes 7, 
so besitzt keine der Funktionen x(t), y(¢) in diesem Punkte den Charakter 
einer algebraischen Funktion von ¢. Wir driicken dies kurz so aus: Das 
Wertegebiet 7 ist mit dem Existenzbereiche jeder einzelnen der uniformi- 
sierenden Funktionen x(t), y(¢) identisch. 

Der Umstand, daB je zwei Zweige der Funktionen f(a, y) durch eine 


(1— (-) ) amy / fs _ P, (w@—a,) bezw. in der Form ae a oe @ “a $, (a«—a,) 
darstellbare Funktion bezeichnet ist. 

Der Satz kann auch fiir lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung mit wesentlich singuliren Koeffizienten interpretiert werden. Das Neue an dem 
Satze gegeniiber analogen bekannten Sitzen besteht gerade in der erwihnten Allge- 
meinheit der Voraussetzung, welche iiber das Verhalten der Funktion ¢(2) im Punke a, 
selbst nichts aussagt. 
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lineare Substitution verkniipft sind, bedingt die Existenz einer, allgemein 
zu reden, aus unendlich vielen Substitutionen bestehenden Gruppe linearer 
Substitutionen, deren jede einzelne eine umkehrbar eindeutige konforme 
Abbildung des Gebiets 7 auf sich selbst vermittelt. Bei den Substitu- 
tionen dieser Gruppe bleiben die Funktionen «(¢) und y(t) ungedndert, 
d. h.: Die Funktionen z(¢#) und y(t) sind linear-automorphe Funktionen. 


C. Vorbereitende Untersuchung. 


Die Uniformisierung algebraischer Kurven durch rationale 
Funktionen, rationale Funktionen einer Exponentialfunktion, 
elliptische Funktionen. 


Bestimmung aller zu algebraischen Kurven (a, y) gehérenden linear-poly- 
morphen uniformisierenden Variablen, deren Wertegebiet durch die ganze 
Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes dargestellt wird. Wird mit t 
die uniformisierende Variable bezeichnet, so setzen wir erstens eine Glei- 


chung der Form 
Dt), = R(z, y) 


voraus, zweitens machen wir die Voraussetzung, daB z(¢) und y(t) in der 
ganzen t-Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes den Charakter ratio- 
naler Funktionen von ¢ haben. Daraus folgt, dab die Funktionen 2(¢) 
und y(¢) rationale Funktionen von ¢ sind. Die Funktion ¢(#,y) ist nun 
jedenfalls eine endlich-vieldeutige Funktion des Ortes auf der Riemannschen 
Fliche F der Funktion y(z). Diese Funktion besitzt die Eigenschaft, an 
einer und nur einer Stelle der Fliche F und zwar nur in einem einzigen 
Zweige unendlich groB zu werden von der ersten Ordnung. Bilden wir 


daher die Funktion “Y"t,, indem wir iiber alle m relativen Zweige der 
a=1 

Funktion ¢ summieren, so erhalten wir eine eindeutige Funktion des Ortes 
auf der Fliche F, welche nur an einer einzigen Stelle und zwar von der 
ersten Ordnung unendlich wird. Diese Funktion nimmt folglich auf F 
nach einem bekannten Satze jeden reellen oder komplexen Wert einmal 
und nur einmal an und vermittelt mithin eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Abbildung der Fliche F' auf die Flaiche einer Vollkugel. Das heiBt 
aber: die Flache F, bzw. die algebraische’ Kurve (x, y) ist vom Ge- 
schlecht null.*) 

Das soeben auf funktionentheoretischem Wege gefundene Resultat, 
daB die Kurve (z,y) vom Geschlecht nul sein mub, kann auch durch 





*) Vgl. Liiroths Satz iiber rationale Kurven. Math. Ann. Bd.9, pag. 163—1665. 
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folgende wesentlich auf Betrachtungen der Analysis situs beruhende Uber- 
legung hergeleitet werden. 

Zu der Funktion ¢(x, y) gehért, sofern dieselbe als endlich-vieldeutige 
Funktion des Ortes auf der Fliche F erklirt ist, eine bestimmte tiber F 
ausgebreitet zu denkende Riemannsche Fliche ©. Nehmen wir an, das 
Geschlecht p der Fliche F sei >1. Dann ist es auf Grund der Analysis- 
situs-Definition des Geschlechts méglich, auf der Fliche F einen die 
Flache nicht zerstiickelnden einfach geschlossenen Riickkehrschnitt A zu 
ziehen. Wir kénnen uns nun vorstellen, daB wir diesen Schnitt durch 
simtliche relativen Blatter der Fliche ® ausfiihren. Da die Fliche ® vom 
Geschlecht null ist, so wird sie nach Ausfiihrung dieses durch alle Blatter 
gefiihrten Schnitts notwendig in endlich viele Stiicke zerfallen. Ist 9, 
irgend eines dieser Stiicke, so erkennt man sofort, daB die Anzahl der 
getrennten Begrenzungslinien, welche dieses Stiick aufweist, mindestens 
gleich 2 ist, darum niamlich, weil man auf F eine Linie ziehen kann, 
welche von einem Ufer des Riickkehrschnitts A nach dem anderen fihrt, 
ohne A, also auch ohne eine Begrenzungslinie von ®, zu treffen. Nun 
ist es aber offenbar unméglich, eine geschlossene einfach zusammenhingende 
Flaiche, was doch die Flaiche ® tatsichlich ist, in endlich viele Teilgebiete 
zu zerlegen, deren jedes mehr als eine geschlossene Begrenzungslinie auf- 
weist. Damit ist die Annahme p>1 als unzulissig erkannt und das 
obige Resultat wieder gefunden, nimlich, dab p = 0 ist. 

Gehen wir nun davon aus, dab p= 0 ist. Es ist dann zweckmiibig, 
die Riemannsche Flache F als einblattrige z-Ebene (inkl. co) zu wihlen, 
was ohne Beschrinkung der Allgemeinheit der Untersuchung statthaft ist. 
Die linear-polymorphe uniformisierende Variable ¢t(z,y) werden wir dann 
entsprechend mit ¢(x) bezeichnen. Die Riemannsche Fliche ® der Funktion 
t(x) ist relativ zur x-Ebene ,,reguldr vereweigt*, d. h.: zieht man auf dieser 
Fliche von einem ihrer Punkte aus irgend eine auf derselben Flache ge- 
schlossene Linie, so bleibt diese Linie auf der Fliche © geschlossen, wenn 
man den Ausgangspunkt in irgend eins der andern Blatter der Fliche ® 
verlegt, ohne seine Lage in der 2-Ebene zu findern. Wir bezeichnen mit 
m die Anzahl der Blatter der Fliche ®, mit m die Anzahl derjenigen 
x-Stellen, an welchen die Fliche © Windungspunkte hat, mit /,, /,,---,l, 
die Anzahlen der an den genannten 2-Stellen jedesmal zusammenhingen- 
den Blatter. 

Nach Riemann besteht fiir irgend eine geschlossene Riemannsche 
Fliche F die Formel 

w— 2m = 2p — 2, 
dabei ist w die Anzahl der Verzweigungspunkte, m die Blatterzahl, p das 
Geschlecht. Fiir unsere Fliche ® haben wir 


11* 
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das gibt die Gleichung: 


oder 


(*) n—2-S--->- 


Nun ist 


also ergibt sich 
mithin 


Der Fall »=1 ist von vorherein als topologisch unméglich aus- 
geschlossen. Der Fall » = 2 ist méglich, doch offenbar nur, wenn gleich- 
zeitig 1, =, ist. Nehmen wir »=3 an, so haben wir wegen der Glei- 
chung (*) noch zu beriicksichtigen 


at >1. 
Wir erhalten also die bekannten Schwarzschen*) Vollkugel-Falle: 
4,4, 4 = 2, 2, n>2; 2, 3, 3; 2, 3, 4; 2, 3, 5; 
Bestimmung aller zu algebraischen Kurven gehirenden linear- poly- 
morphen uniformisierenden Variablen, deren Wertegebiet durch die ganze 
Ebene exkl. des wnendlich fernen Punktes dargestellt wird. Ist t eine 
linear-polymorphe uniformisierende Variable, welche zur algebraischen 
Kurve (x,y) gehért und deren Wertegebiet 7’ von der ganzen Ebene 
exkl. des unendlich fernen Punktes gebildet wird, so ist die Funktion 
t(x,y) eine relativ zur Riemannschen Flache F der algebraischen Funktion 
y(x) notwendig unendlich-vieldeutige analytische Funktion. Sind ¢, und 4, 
zwei verschiedene relative Zweige der Funktion ¢(z,y), so hat die zwischen ¢, 
und ¢, bestehende lineare Beziehung, da sie eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung der ganzen Ebene (exkl. co) auf sich selbst vermittelt, 
die Form i mot +2, 


*) Schwarz, Abhandlung iiber die hypergeometrische Reihe. Crelles Journal, 
Bd. 75. — Vgl. ferner Kleins Methode der Bestimmung aller endlichen Gruppen 
linearer Substitutionen in ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder“, pag. 115—120. 
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wobei a und b Konstanten sind. Aus dem Umstande, daB jeder endliche 
Punkt der ¢t-Ebene innerer Punkt des Wertegebiets 7 der Variablen ¢ ist 
und folglich nicht Haiufungspunkt aquivalenter Punkte sein kann, schlieBen 
wir, daB a entweder den Wert Eins hat oder eine Einheitswurzel g ist. 
Im ersten Falle haben wir es mit einer parabolischen Substitution zu 
tun, im zweiten Falle mit einer elliptischen Substitution endlicher Ordnung. 
Betrachten wir nun die ganze Gruppe der zwischen den unendlich-vielen 
Zweigen der Funktion ¢(z, y) geltenden linearen Substitutionen, so liefert 
uns dieselbe eine in der ganzen t-Ebene (exkl. 00) eigentlich diskontinuier- 
liche Gruppe euklidischer Bewegungen. Wir unterscheiden zwei Fille: 

Erster Fall: Die Gruppe enthilt keine elliptischen Substitutionen. 

Zweiter Fall: Die Gruppe enthilt elliptische Substitutionen. 

Sind keine elliptischen Substitutionen vorhanden (erster Fall), so schlieBen 
wir in bekannter Weise, daB die gesamte Gruppe entweder in der Form 


(1) tp =t, + 2mo [m=0, +1, +2,---] 
oder in der Form 
(2) tp = t, + 2m@ + 2m'a’ = 9, +1, +2,--+; R= +0) 


erhalten werden kann. Im ersteren Falle ergibt sich ein Parallelstreifen, 
im letzteren ein Parallelogramm als Fundamentalbereich (siehe Fig. 1 u. 2). 





Fig. 1. Fig. 2. 
tmi 


Der Periodenstreifen wird durch Vermittlung der Funktion X(f)=e° 
auf die zweifach punktierte Vollkugel, das Parallelogramm durch Ver- 
mittlung der WeierstraBschen Funktion X(¢)=— g(t) auf eine geschlossene 
Riemannsche Flache vom Geschlecht p= 1 abgebildet. 

Sind elliptische Substitutionen vorhanden (zweiter Fall), so gelangen 
wir mit Benutzung bekannter Gedankenelemente in folgender Weise zur 
expliziten Aufstellung der Gruppe.*) Wir schlieBen zunichst, dab stets 
auch parabolische Substitutionen vorhanden sein miissen. Denn, wenn 
alle Substitutionen elliptisch wiren, so kénnten jedenfalls nicht alle 
diese Substitutionen einen und denselben endlichen Fixpunkt haben. 


*) Vgl. z. B. Fricke-Klein, ,,Vorlesungen iiber automorphe Funktionen“, 
Bd. I, pag. 222—224. 
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S, und S, seien daher zwei in der Gruppe vorkommende elliptische Sub- 
stitutionen, deren Fixpunkte von einander verschieden sind. Bildet man 
dann die Substitution S-*S, 8, S>*, so ist dieselbe, wie leicht zu sehen, 
eine von der identischen Substitution sicher verschiedene parabolische 
Substitution. 

Die Gesamtheit aller in der betrachteten Gruppe vorkommenden 

Substitutionen der Form 

tp=t, +b 
bildet eine Untergruppe, welche entweder in der Form (1) oder (2) voll- 
stindig dargestellt wird. Um nun die zu dieser Gruppe hinzutretenden 
elliptischen Substitutionen zu finden, schicken wir folgende drei Be- 
merkungen voraus. 

Zwei elliptische Substitutionen der Gruppe, welche einen und den- 
selben Koeffizienten von ¢, aufweisen, unterscheiden sich in den hinzu- 
tretenden additiven Konstanten um eine in der Gruppe vorkommende 
Periode. 

Sind 9, und ge, zwei Einheitswurzeln, welche als Koeffizienten vor- 
kommen, so kommt auch 9, - 9, und g,: 9, als Koeffizient vor. 

Ist 2 eine in der Gruppe vorkommende Periode, 9 eine in der 
Gruppe vorkommende Einheitswurzel, so kommen auch die durch folgenden 
Ausdruck dargestellten GréBen als Perioden vor: 

2@ (9” —(+ 1) [wv =O, 1,2,---]. 

Die letzte (dritte) Bemerkung gestattet, aus jeder vorkommenden 
Periode sofort eine absolut noch kleinere Periode herzuleiten, sofern nicht 
angenommen wird, daB der Exponent, zu welchem die Einheitswurzel 9 
gehért, einen der Werte 2, 3, 4, 6 hat. Da es nun eine absolut kleinste 
Periode sicher gibt, schlieBen wir, daB der Exponent, zu welchem @ ge- 
hért, einen der genannten Werte haben muB. 

Die zweite Bemerkung in Verbindung mit dem soeben gefundenen 
Resultat gestattet uns folgenden weiteren Schlu8 zu ziehen: wenn g, eine 
solche in der Gruppe vorkommende Einheitswurzel ist, welche zu einem 
méglichst hohen Exponenten gehért,-so liefern die Potenzen von gy alle 
in der Gruppe als Koeffizienten vorkommenden Einheitswurzeln. 

SchlieBlich fiihrt uns die erste Bemerkung in Verbindung mit dem 
jetzt feststehenden Resultat zur expliziten Aufstellung der Gruppe selbst 
in der Form 


(*) ty = Qt, +b, + 20 [vy=0,1,---,e—1], 


wobei mit e der Exponent bezeichnet ist, zu welchem die Einheitswurzel 9, 
gehért, also eine der Zahlen 2, 3, 4, 6; die GréBe 2@ durchlauft das 
vollstiindige System der Perioden. 
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Die Bemerkung, daB aus jeder Periode 2@ eine Periode 9 - 2@ her- 
geleitet werden kann, fihrt noch zu einer genaueren Bestimmung des 
Periodensystems selbst in den Fallen, in welchen der Eponent e einen der 
Werte 3, 4, 6 hat. Man erhialt naimlich in den Fallen e = 3 und e = 6 
ein primitives Periodenpaar in der Gestalt eines aus zwei gleichseitigen 
Dreiecken zusammengesetzten Rhombus, im Falle e=4 ein primitives 
Periodenparallelogramm in Gestalt eines Quadrats. 

Die Einordnung der elliptischen Fixpunkte in das jeweilige Perioden- 
gitter wird aus dem Ansatze sofort klar. Man erhilt nimlich als all- 
gemeinen Ausdruck fiir die Fixpunkte der elliptischen Substitutionen 





b 20 
5 + 4 
1— @ 1— @ 


Es geniigt, die Lage derselben mit den zugehérenden Ordnungszahlen inner- 
halb eines einzelnen primitiven Periodenstreifens bzw. Periodenparallelo- 
gramms anzugeben. Das geschieht in folgenden Figuren (Fig. 3—7), in 


a ae 
| 
| a a 








Fig. 3. (e=2) Fig. 4. (e= 2) 

4 

A g, C 
2 

2 7, (2 

. o. 
4 * ~ oe 
Fig. 5. (e=3) Fig. 6.”(e=4) Fig. 7. (e=6) 


welchen die schraffierten Gebiete je einen Fundamentalbereich der be- 
treffenden Gruppe darstellen. Der Flicheninhalt des Fundamentalbereichs 
ist jedesmal gleich ein e* von dem Filacheninhalte des gezeichneten 
fundamentalen Periodenparallelogramms bezw. Periodenstreifens. 

Analog wie in den Fiillen der Figur 1 und 2 kénnen wir auch von 
den vorliegenden Fundamentalbereichen (Fig. 3—7) durch Vermittelung 
ausdrucksmaBig angebbarer Funktionen den Ubergang zu geschlossenen 
Riemannschen Flichen machen. Im Falle der Fig. 3 vermittelt die Funktion 


X(t) = cos‘ eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Fundamental- 
bereichs (soweit er durch endliche Punkte dargestellt ist) auf die schlichte 
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z-Ebene mit Ausschlu8 des unendlich fernen Punktes. Im Falle der 
Figur 4 vermittelt die Funktion X(f) = g(t) eine umkehrbar eindeutige 
konforme Abbildung des Fundamentalbereichs auf die schlichte 2-Ebene 
inkl. des unendlich fernen Punktes; dasselbe leistet im Falle der Fig. 5 
die Funktion g’(¢) (Ableitung der Funktion g(@), im Falle der Figur 6 
die Funktion y*(¢), im Falle der Fig. 7 die Funktion g’*(é).*) 

Durch Vermittelung der Funktion X(¢(z,y)) wird nach dem Vorher- 
gehenden die Riemannsche Fliche F’ umkehrbar eindeutig und konform 
auf eine Fliche F” bezogen, welche im Falle der Figur 2 vom Geschlecht 
eins, in allen anderen Fallen (Fig. 1, 3—7) vom Geschlecht null ist. Die 
Fliche F’ selbst muf daher vom Geschlecht eins bzw. null sein. Im Falle 
der Fig. 2 ist dann ¢(x, y) offenbar nichts anderes als das zu dieser Fliche 
gehérende elliptische Integral erster Art. In den anderen Fallen, in 
welchen wir an Stelle der Flache F' eine schlichte z-Ebene treten lassen 
diirfen, erhalten wir, da die schlichte z-Ebene (= F’) auf die schlichte 
X-Ebene (= F”) umkehrbar eindeutig und konform bezogen ist, das Resul- 
tat, daB X(z) eine lineare Funktion ist, so daB also die Funktion ¢(z, y), 
die wir zweckentsprechend jetzt mit ¢(x) bezeichnen werden, wesentlich 
mit der Umkehrungsfunktion der Funktion X(¢) identisch ist. Daraus 
ergibt sich nun auch sofort die relative Verzweigung der linear-poly- 
morphen Funktion ¢(2). Wir haben nimlich entweder nur zwei relative 
Verzweigungspunkte, beide von unendlich hoher Ordnung, oder drei Ver- 
zweigungspunkte mit den zugehérenden Verzweigungszahlen 2, 2, oo, 
bezw. 3, 3, 3, bezw. 2, 4, 4, bezw. 2, 3, 6, oder schlieBlich vier Ver- 
zweigungspunkte mit den Verzweigungszahlen 2, 2, 2, 2. Die Funktionen 
¢(a#) lassen sich durch bekannte von Rerrn Schwarz aufgestellte Integral- 
ausdriicke darstellen.**) 


D. Erster (analytischer) Hauptteil. 


Formulierung des Problems der Bestimmung aller zu einer beliebig 
gegebenen algebraischen Kurve gehérenden linear-polymorphen uni- 
formisierenden Variablen mit reeller Substitutionsgruppe. 
Wertegebiet und charakteristische Signatur der einzelnen 
uniformisierenden Variablen. 


Das Problem, dessen Behandlung den Hauptgegenstand dieser Ab- 
handlung bilden soll, formulieren wir folgendermaBen: 





*) Von der Richtigkeit dieser Behauptungen wird sich der Leser leicht Rechen- 
schaft geben kinnen. Es ist dabei angenommen worden, da® der Nullpunkt der 
t-Ebene als ein elliptischer Fixpunkt miglichst hoher Ordnung gewilblt ist. 

) H. A. Schwarz: ,,Uber einige Abbildungsaufgaben“. (Crelles Journal, Bd. 70). 
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Es sollen, wenn mit (x, y) eine beliebig gegebene algebraische Kurve und 
mit F die iiber der x-Ebene ausgebreitet zu denkende Riemannsche Fliche der 
algebraischen Funktion y(x) bezeichnet wird, alle zu dieser Kurve beew. zu 
der algebraischen Funktion y(x) oder der Riemannschen Fliiche F gehirenden 
uniformisierenden Variablen t bestimmt werden, fiir welche die zwischen den 
einzelnen relativen Zweigen der Funktion t(x,y) bestehenden linearen Sub- 
stitutionen séimtlich reell sind, so daB also, wenn t, und t, irgend zwei dieser 
Zweige sind, , hte 

vt, +9 
ist, unter a, B, y, 0 reelle Konstanten verstanden, deren Determinante ad — By 
von Null verschieden ist, im iibrigen aber positiv oder negativ sein kann. 

Je nachdem die Determinante A= «dé —y positiv oder negativ ist, be- 
sitzt die betreffende lineare Substitution die Eigenschaft, die beiden Halb- 
ebenen, in welche die ¢Ebene durch die Achse des Reellen zerlegt wird, 
einzeln in sich zu transformieren oder miteinander zu vertauschen, wobei 
die Achse des Reellen selbst im ersten Fall mit Beibehaltung des Durch- 
laufungssinnes, im zweiten Falle mit Wechsel des Durchlaufungssinnes in 
sich transformiert wird. 

Die Substitutionen mit A > 0 bestehen aus elliptischen, parabolischen 
und hyperbolischen Substitutionen, die mit A <0 aus hyperbolischen und 
einer speziellen elliptischen Substitution der Periode zwei. Ist t, = sts 
irgend eine reelle Substitution, welche in der ¢-Ebene ausgefiihrt wird, 
so liBt sich diese Substitution, je nachdem welchem der fiinf aufgefiihrten 
Typen sie angehért, durch eine passende reelle lineare Transformation 
der ¢t-Ebene in eine t-Ebene t= eet (uo—ov>0) auf eine der 
Formen bringen 





la, Sto ght [ej —1) 


™—t %,-—?# 


lb t=—1t,+0¢ [e reell und von Null verschieden]} 
le t=—x*-% {x reell positiv und von 1 verschieden] 
2a. t= xt, [x reell negativ und von — 1 verschieden] *) 


2b. t= =— 1%. 


D,L Die Gestalt des Wertegebiets T. 


Fiir die folgende Untersuchung ist die Unterscheidung zweier charakte- 
ristisch unterschiedener Fille fundamental: 


*) Der von uns ebenso wie 1c als hyperbolisch bezeichnete Typus 2a wird ge- 
wohnlich als loxodromisch bezeichnet. 
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Erster Fall. Der Wertebereich 7 der uniformisierenden Variablen ¢ 
(welcher gemiB8 der von uns in den ,, Vorbemerkungen“ (B) gegebenen prazisen 
Definition nur aus inneren Punkten besteht), enthalt keinen Punkt der 
Achse des Reellen in seinem Innern. 

Zweiter Fall. Der Wertebereich 7 enthilt einen Punkt der Achse 
des Reellen und folglich auch ganze Stiicke der Achse des Reellen in 
seinem Innern. 

Wir beweisen jetzt folgenden, das Wertegebiet 7 betreffenden Satz. 

Satz: Je nachdem das Wertegebiet T der Variablen t die Achse des 
Reellen nicht trifft (s. erster Fall) oder trifft (s. zweiter Fall), ist das Ge- 
biet T mit der ganzen oberen Halbebene (exkl. alle Punkte der Achse des 
Reellen) oder mit der ganzen Ebene (exkl. gewisse, im allgemeinen in un- 
endlich groBer Zahl vorhandene Punkte der Achse des Reellen) identisch. 

Beweis des ersten Teiles der in dem Satze aufgestellten Behauptung. 
Im ersten Falle, welcher dadurch charakterisiert ist, daB das Gebiet T 
sich vollstindig in einer der beiden Halbebenen befindet, in welche die 
tEbene durch die Achse des Reellen zerlegt wird, stellt es offeabar keine 
wesentliche Beschriinkung des Grades der Allgemeinheit der Untersuchung 
dar, wenn das Gebiet 7 vollstiindig in der oberen Halbebene liegend vor- 
gestellt wird. 

Wir beweisen die in dem Satze aufgestellte Behauptung iiber das 
Gebiet T indirekt, indem wir annehmen, das Gebiet 7 erfiille nicht 
die ganze obere Halbebene, und aus dieser Annahme einen Widerspruch 
herleiten. 

Es sei a ein innerer Punkt des Gebiets 7. Wir fassen die Schar 
derjenigen Kreise in der oberen ¢+Halbebene ins Auge, welche von allen 
durch den Punkt a hindurchgehenden Orthogonalkreisen der Achse des 
Reellen senkrecht geschnitten werden. Da unserer Annahme gemaB das 
Gebiet T nicht die ganze obere Halbebene ausfiillt, so gibt es unter den 
Kreisen der Schar einen ganz bestimmten endlichen Kreis, K,, von der 
Beschaffenheit, daB alle inneren Punkte desselben dem Gebiete 7 angehéren, 
wahrend auf der Peripherie desselben mindestens ein Punkt der Grenze 
des Gebiets 7 liegt. Ein solcher Grenzpunkt auf der Peripherie von K, 
sei ¢*. Vom Punkte a aus denken wir uns nach dem Punkte ¢* den- 
jenigen Kreisbogen 4 gezogen, dessen natiirliche Fortsetzung iiber ¢* hinaus 
die Achse des Reellen unter rechtem Winkel treffen wiirde. 

Wenn wir uns mit ¢ auf dem Kreisbogen 4 von a nach ¢* bewegen, 
wird der Kreis K,, welcher in bezug auf den Punkt ¢ ebenso definiert zu 
denken ist wie der Kreis K, in bezug auf den Punkt a, letzteren Kreis 
bestandig im Punkte ¢* beriihren und sich offenbar schlieBlich auf den 
Punkt ¢* reduzieren. Das Verhiiltnis des Durchmessers von XK, durch 
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den kiirzesten Abstand dieses Kreises von der Achse des Reellen wird 
sich infolgedessen dem Werte Null unbegrenzt nihern. 

Andererseits werden wir nunmehr zeigen, daB, wenn ¢ irgend ein 
Punkt des Bereichs 7 ist, das Verhiltnis des Durchmessers von K, durch 
den kiirzesten Abstand dieses Kreises von der Achse des Reellen einen 
oberhalb einer gewissen fiir alle ¢ gleichmiBig geltenden, positiven, von 
Null verschiedenen GréBe liegenden Wert besitzt; darin lige dann ein 
Widerspruch gegen das unmittelbar vorher gewonnene Resultat. 

Za dem Zwecke denken wir uns die Riemannsche Fliiche F der 
algebraischen Funktion y(x) durch 2p von einem Punkte der Filiiche aus- 
gehende und in demselben Punkte endigende Riickkehrschnitte und gewisse 
weitere von demselben Punkte auslaufende und in den relativen Verzwei- 
gungspunkten der Funktion ¢(z, y) endigende Einschnitte in eine einfach 
zusammenhingende Flaiche F verwandelt. Mit ¢,(2, y) werde ein beliebig 
gewiihlter Zweig der Funktion ¢(x,y) bezeichnet; derselbe ist in der ein- 
fach zusammenhingenden Fliche F' eindeutig erklirt. Dem Werte ¢, ent- 
spricht in der ¢Ebene ein bestimmter endlicher Kreis K, (vgl. die Defi- 
finition von K, und K,) und folglich anch ein bestimmter positiver, von 
Null verschiedener Wert des Quotienten: Durchmesser von K,. durch 
kiirzesten Abstand dieses Kreises von der Achse des Reellen. Dieser Ver- 
haltniswert Q@ kann mithin als eine Funktion des Ortes der Fliche F 
aufgefaBt werden. Die Funktion Q ist nur fiir diejenigen Punkte der 
Fliche F' nicht erklirt, welche Verzweigungspunkte unendlich hoher 
Ordnung fiir die Funktion ¢(#,y) sind. An allen andern Stellen der 
Fliche F ist @Q offenbar eine stetige Funktion des Ortes. (Die unendlich 
fernen Punkte von F hat man sich dabei mittels einer Hilfsabbildung 
durch reziproke Radien ins Endliche transformiert zu denken.) 

Von besonderer Wichtigkeit ist jetzt die Bemerkung, daB die Funk- 
tion Q, deren Definition an die Auswahl eines Zweiges ¢, der Funktion ¢ 
gekniipft wurde, von der Auswahl dieses Zweiges unabhiingig ist. Die 
Richtigkeit dieser Bemerkung ergibt sich sofort aus dem Umstande, daB 
dem Ubergange von dem Zweige ¢, zu einem beliebigen anderen Zweige 
jedesmal eine reelle lineare Substitution entspricht, durch deren Vermittelung 
eine umkehrbare eindeutige Transformation des Gebiets 7 in sich bewirkt 
wird. Gegeniiber solchen Transformationen ist nun aber die Definition 
der GréBe Q invariant, wie man sich sofort tiberzeugt, wenn man beriick- 
sichtigt, daB Q im wesentlichen mit derjenigen Doppelverhiltnisinvariante 
identisch ist, welche dem von K, und der Achse des Reellen gebildeten 
Kreispaare als Modul zugeordnet ist. Demnach ist die Funktion Q, welche 
urspriinglich fiir die Fliche F erklirt worden ist, auch in der unauf- 
geschnittenen Fliche F' selbst unter AusschluB der Verzweigungsstellen 
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unendlich hoher Ordnung eine endliche, positive, eindeutige und stetige 
Funktion des Ortes, welche nirgends den Wert Null annimmt. 

Wie verhilt sich die Funktion Y an den Verzweigungsstellen unend- 
lich hoher Ordnung? Ich behaupte, sie wird bei stetiger Anniherung an 
einen solchen Punkt bestimmt unendlich: es gibt, wenn mit M eine be- 
liebig groBe positive Zahl bezeichnet wird, eine gewisse durch eine den 
Verzweigungspunkt nicht treffende Kreislinie abgrenzbare Umgebung dieses 
Punktes, so da fiir alle Punkte dieser Umgebung Q> M ist. Was den 
Nachweis dieser Behauptung anbetrifft, so kénnen wir uns auf Grund des 
invarianten Charakters der Definition der GréBe Q auf die Betrachtung 
der durch eine passend gewihlte reelle lineare Funktion von ¢(x, y) ver- 
mittelten konformen Abbildung beschrinken. Wir wahlen zu dem Zwecke 
diejenige reelle lineare Funktion ¢’ von ¢, welche in dem betrachteten 
Verzweigungspunkte unendlich hoher Ordnung sich in der Form 


t' = — i log (x— x) + P(a—,) 


entwickeln la8t, wobei mit z, der Verzweigungspunkt, den wir uns etwa 
als einen gewéhnlichen Punkt der Fliche F’ vorstellen wollen, und mit 
B(x—-2,) eine reguliire Potenzreihe- von (x —,) bezeichnet ist. Der 
Charakter der durch die Funktion ¢’ vermittelten konformen Abbildung 
der Umgebung des Punktes x, wird wesentlich durch das Anfangsglied 


— ilog («— 2%) 


bestimmt. Wir erkennen daraus, dab, wenn mit 7” das vollstindige 
Wertegebiet der uniformisierenden Variablen t’ bezeichnet wird, 7” alle 
Punkte der oberen Halbebene enthilt, deren imaginare Koordinate ober- 
halb einer gewissen endlichen positiven GréBe g liegt. Es wird der 
imaginare Teil von ¢’ sicher dadurch unendlich, daB man sich auf der 
Flache F' stetig dem Verzweigungspunkte x, nahert; priiziser ausgedriickt: 
es gibt nach Angabe einer beliebig groBen positiven ganzen Zahl n eine 
positive von Null verschiedene GriBe « so, daB fiir alle z, die der Un- 
gleichheitsbedingung 
L—IM|<e 


geniigen, der imaginire Teil von ¢’ gréBer ist als n-g. Hieraus ergibt 
sich sofort die Richtigkeit unserer Behauptung, dab @Q bei der Annaherung 
an den Punkt 2, bestimmt unendlich wird. Denn es ist der Durchmesser 
des Kreises K,, welcher in bezug auf ¢t’ und 7” ebenso definiert zu denken ist 
wie K, in bezug auf ¢ und 7’ sicher gréBer als der Abstand des Punktes ¢’ 
von dem niichsten Begrenzungspunkte des Gebiets 7’, also auch gréBer 
als die kiirzeste Entfernung des Punktes ¢’ bis zu der im Abstande g von 
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der Achse des Reellen zu letzterer parallelen Geraden, also gréBer als 
(n—1)g. Andererseits ist die kiirzeste Entfernung des Kreises K, von 
der Achse des Reellen ersichtlich kleiner als g. 

Von der Funktion Q wissen wir jetzt, daB dieselbe eine fiir die ganze 
Flache F mit AusschluB der, wenn iiberhaupt vorhandenen, so jedenfalls 
nur in endlicher Zahl vorhandenen Verzweigungspunkte unendlich hoher 
Ordnung der Funktion ¢ endliche, positive, eindeutige und stetige Funk- 
tion ist, welche nirgends verschwindet und in den Verzweigungspunkten 
unendlich hoher Ordnung bestimmt unendlich wird. (Man vergesse nicht, 
daB es sich hier lediglich um eine hypothetisch konstruierte Funktion 
handelt, deren Bildung die zu widerlegende Annahme, dab das Gebiet 7 
nicht die ganze obere Halbebene ausfiille, zur Voraussetzung hatte.) Nach 
WeierstraBschen Prinzipien kann daher geschlossen werden, daB die Werte 
der Funktion Q alle oberhalb einer gewissen positiven, von Null verschie- 
denen GréBe liegen. 

Damit ist der oben (pag. 170) angekiindigte Widerspruch hergeleitet 
und also der erste Teil der in dem Satze (pag. 170) aufgestellten Be- 
hauptung vollstaindig bewiesen. 

Beweis des zweiten Teiles der in dem Satze (pag. 170) aufgestellten 
Behauptung. Fiir den zweiten nunmehr zu untersuchenden Fall (vgl. pag. 170) 
war es charakteristisch, daB das Gebiet 7 der uniformisierenden Variablen ¢ 
sich iiber die Achse des Reellen hinwegerstreckte, so daB es also, allge- 
mein zu reden, unendlich viele voneinander getrennte Stiicke der Achse 
des Reellen gibt, deren Punkte dem Gebiete 7 angehéren. (Es sei hier 
daran erinnert, daB gemaB der Definition des Gebiets 7 dieses nur von 
inneren Punkten gebildet wird.) Es soll bewiesen werden, daB das Ge- 
biet 7 alle Punkte der oberen Halbebene sowie alle Punkte der unteren 
Halbebene in seinem Innern enthilt. Darin liegt u. a. auch, daB das Ge- 
biet 7’ in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmetrisch ist, 
eine Eigenschaft, die uns an dieser Stelle noch nicht bekannt ist. 

Dem Umstande entsprechend, daB die Funktion é(2, y) reeller Werte 
fahig ist, kénnen wir eine Kinteilung der Punkte der Riemannschen 
Fliche F vornehmen. 

Wir bemerken zuvor, da8, wenn die Funktion ¢(x, y) an einer Stelle 
der Fliche F reell wird, sie notwendig an der betreffenden Stelle in allen 
ihren Zweigen reell wird, da ja der Ubergang von einem Zweige zum 
andern stets durch eine reelle lineare Substitution vermittelt wird. 

Fassen wir irgend einen Punkt der Fliche F ins Auge, so sind 
folgende zwei Fille zu unterscheiden: 

a) Es ist méglich, um den betreffenden Punkt eine ihn selbst nicht 
treffende einfach geschlossene Linie auf der Fliche /' zu ziehen, welche 
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eine Umgebung des Punktes abgrenzt, innerhalb deren die Funktion ¢(z, y) 
keinen reellen Wert annimmt. 

b) Es ist nicht méglich, um den betreffenden Punkt eine Umgebung 
der genannten Beschaffenheit abzugrenzen; vielmehr gibt es in jeder noch 
so kleinen Nachbarschaft des betrachteten Punktes Stellen, an welchen 
die Funktion ¢ reell wird. 

Der Klasse a) gehéren zuvérderst alle diejenigen Punkte der Flache F 
an, an welchen die Funktion ¢ sich nicht relativ verzweigt und auBerdem 
nicht reell ist. (Der Wert oo ist als reell anzusehen, da er ja durch 
reelle lineare Transformation in einen endlichen Punkt der Achse des 
Reellen transformiert werden kann.) Weiter gehéren zur Klasse a) alle 
diejenigen Punkte der Flaiche F, an welchen die Funktion sich in der 
Weise verzweigt, daB die Anzahl der in dem betreffenden Punkte jedesmal 
zusammenhingenden Zweige der Funktion ¢ gréBer als zwei ist. Ist der 
betreffende Punkt ein Verzweigungspunkt von endlicher Ordnung, so ist 
die einem Umlaufe um den Punkt entsprechende lineare Substitution 
elliptisch mit einer Periode, welche gréBer als zwei ist, und der Wert, 
welchen die Funktion ¢ in dem Verzweigungspunkte selbst annimmt, be- 
stimmt gerade die Lage eines Fixpunktes der Substitution, welch letzterer 
nicht reell sein kann. Ist jedoch der betreffende Punkt ein Verzweigungs- 
punkt unendlich hoher Ordnung, so kann eine reelle lineare Funktion ¢’ 
von ¢ aufgestellt werden, die sich, wenn x, der etwa als allgemeiner Punkt 
der Fliche F' vorgestellte Verzweigungspunkt ist, in der Form 


t' = — i log (x— a) + P(x— a) 


entwickeln laiBt; hierbei ist mit $(#—,) eine regulire Potenzreihe von 
(x—a,) bezeichnet. Die Darstellung der Funktion ¢’ lat erkennen, dab 
diese Funktion fiir alle Punkte einer hinreichend kleinen Umgebung von 2, 
Werte mit von Null verschiedenem imaginirem Bestandteil, also nichtreelle 
Werte annimmt. Fiir die Funktion ¢ ergibt sich daraus die entsprechende 
Bemerkung. Der Verzweigungspunkt selbst macht dabei allerdings insofern 
eine Ausnahme, als demselben ein wohldefinierter reeller Grenzwert ent- 
spricht, welcher aber gem&B unserer Definition dem Wertebereich 7’ nicht 
zugerechnet wird. Zur Klasse a) gehédren schlieBlich noch alle diejenigen 
Punkte, an welchen sich die Funktion in der Weise verzweigt, dab die 
Anzahl der jedesmal zusammenhingenden Blatter gleich zwei ist und daB 
die Umlaufssubstitution eine elliptische Substitution mit positiver Deter- 
minante ist, d. i. eine elliptische Substitution mit zwei in bezug auf die 
Achse des Reellen zueinander symmetrischen Fixpunkten. 

Zar Klasse b) gehéren alle unter a) nicht aufgefiihrten Punkte der 
Fliche F. Also erstens diejenigen Punkte, an welchen die Funktion ¢(z, y) 
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relativ unverzweigt ist und reelle Werte annimmt, ferner diejenigen Punkte, 
welche Verzweigungspunkte erster Ordnung fiir die Funktion ¢(z, y) sind, 
wobei auBerdem die einem Umlaufe um den betreffenden Punkt ent- 
sprechende elliptische Substitution der Periode 2 reelle Fixpunkte hat. 

Betrachten wir einen Punkt der ersten der genannten beiden zu b) 
gehérenden Kategorien, so bemerken wir, daB durch Vermittelung der Funk- 
tion ¢(z, y) die Umgebung des Punktes wmkehrbar eindeutig auf ein gewisses 
einblattriges Stiick der Ebene abgebildet wird, welches einen Teil der 
Achse des Reellen in seinem Innern enthilt. Wir erkennen so, daB durch 
den betrachteten Punkt ein bestimmtes regulires analytisches Linienstiick 
geht, welches fiir eine hinreichend kleine Umgebung des Punktes alle und 
nur die Stellen der Fliche F enthalt, an welchen die Funktion ¢ reelle 
Werte annimmt. Durch dieses reguliire Linienstiick wird die genannte 
Umgebung in zwei zueinander im analytischen Sinne spiegelbildlich sym- 
metrische Hilften zerlegt. 

Betrachten wir hingegen einen zur zweiten Kategorie gehérenden 
Punkt der Fliiche F, so wird durch Vermittelung der Funktion ¢ die Um- 
gebung des Punktes zweideutiy auf ein einblittriges ¢-Flichenstiick abge- 
bildet, welches ein Stiick der Achse des Reellen in seinem Innern ent- 
halt. Die Zweideutigkeit der Abbildung findet, wenn wir uns die Funk- 
tion ¢ durch eine passende im betrachteten Punkte verschwindende reelle 
lineare Funktion ¢’ von ¢ ersetzt denken, in der Weise statt, daB die 
Gleichung ¢,’= — ¢,’ die Zuordnung derjenigen Punkte der Nachbarschaft 
des Punktes ¢’=0 bestimmt, welchen ein und derselbe Punkt der Fliche ? 
entspricht. Insbesondere werden die beiden vom Nullpunkte ausgehenden 
Stiicke der Achse der reellen oder rein imaginiiren ¢’-Werte durch die 
genannte Substitution aufeinander bezogen. Wir erkennen, dab es im 
vorliegenden Falle ein bestimmtes, durch den zu untersuchenden Punkt 
der Fliche F' hindurchgehendes, reguliires analytisches Linienstiick*) gibt, 
dessen eine vom genannten Punkte ausgehende Hiilfte fiir eine hinreichend 
kleine Nachbarschaft des Punktes alle und nur die Stellen der Fliche F 
enthalt, in welchen ¢ reelle Werte annimmt. Das Bild der zweiten Hiilfte 
des erwihnten reguliiren Linienstiicks erstreckt sich in der ¢’-Ebene lings 
der Achse der rein imaginiren ¢t’-Werte. 

Nachdem wir in der angegebenen Weise den Charakter jedes einzelnen 
Punktes der Flache F im Hinblick auf die Realitit der Funktion ¢ fest- 


*) Der Begriff ,,reguiiires analytisches Linienstiick* wird dabei relativ zur 
Fliche F verstanden, insofern als man sich die Umgebung eines Windungspunktes 
vorher in eine schlichte Fliche transformiert zu denken hat. Kin durch einen 
Windungspunkt hindurchgehendes reguliires Linienstiick geht dadurch in ein ge- 
wohnliches regulires Linienstiick mit regulirer Fortschreitungsrichtung tiber. 
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gestellt haben, ist es uns jetzt leicht zu erkennen, dab die Gesamtheit 
aller derjenigen Punkte, an welchen die Funktion ¢ reell ist, auf einer 
endlichen Anzahl voneinander getrennter teils geschlossener teils unge- 
schlossener regulirer analytischer Linienziige angeordnet ist, welch letztere 
je zwei voneinander verschiedene Punkte der Fliche F' verbinden und 
iibrigens, sofern es sich lediglich um den Charakter dieser Linien als 
analytischer Linien handelt, iiber jeden dieser beiden Punkte hinaus regular 
fortgesetzt werden kénnen. In der Tat wiirde die Annahme des Gegenteils 
nach WeierstraBschen Prinzipien die Existenz eines Punktes P auf der 
Flaiche F zur Folge haben, in dessen beliebig kleiner Nachbarschaft die 
Funktion ¢ reell wird, ohne daB die betreffenden Punkte, in welchen ¢ reell 
wird, in ihrer Gesamtheit ein durch den Paunkt P hindurchgehendes 
reguliires analytisches Linienstiick ganz oder zur einen Hiilfte ausfiillen. 
Der Punkt P wiirde demnach keinem der von uns oben aufgefiihrten, auf 
F allein méglichen Typen angehéren kénnen. 

Jeden einzelnen der genannten voneinander getrennten reguliren Linien- 
ziige, lings welchen die Funktion ¢ nur reelle Werte annimmt, wollen 
wir als einen vollstdndigen Realitiitszug bezeichnen. 

Unsere Absicht ist nachzuweisen, daB das Wertegebiet 7 der 
Variablen ¢ die Halbebenen zu beiden Seiten der Achse des Reellen voll- 
stindig ausfillt. Der Gedanke, dessen wir uns zu diesem Nachweise 
bedienen wollen, ist im wesentlichen derselbe wie der beim Beweise des 
ersten Teiles unseres Satzes (pag. 170) von uns zur Anwendung gebrachte. 

Durch das System der Realitiitsziige wird die Fliche F entweder 
gar nicht in getrennte Gebiete zerlegt oder, wenn sie in mehrere Gebiete 
zerlegt wird, so jedenfalls nur in endlich viele voneinander verschiedene. 

Wir betrachten eines dieser Gebiete, welches wir mit f bezeichnen, 
und untersuchen die konforme Abbildung, welche die Funktion ¢ von 
diesem Gebiete entwirft, indem wir uns vorstellen, daB wir die Funktion /, 
ausgehend von einem gewissen beliebig wahlbaren Zweige, durch ana- 
lytische Fortsetzung, wiihrend welcher die Begrenzung von f nicht tiber- 
schritten werden darf, weiter erkliren. Dabei wird das von den Werten 
dieser Funktion erfiillte Gebiet 7’, vollstiindig einer und derselben Halb- 
ebene angehéren, die wir uns etwa als die obere Halbebene vorstellen 
wollen; denn die Funktion wird ja nur auf den Realititsziigen reell, 
und diese befinden sich gemaiB der Definition von f nicht im Innern des 
Gebietes /. 

Nehmen wir an, das Gebiet 7’, erfiille nicht die ganze obere Halb- 
ebene, so kénnen wir, wie friiher, die Existenz eines nichtreellen Punktes * 
auf der Grenze von 7’, nachweisen und zeigen, daB die der Funktion ¢ 
fiir das Gebiet f entsprechende hypothetische Q-Funktion innerhalb f be- 











Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven. I. 177 


liebig kleiner Werte fahig ist. Andererseits werden wir jetzt beweisen, 
daB die Werte, welche die Q-Funktion im Gebiete f annimmt, alle ober- 
halb einer von Null verschiedenen positiven GréBe liegen. 

Die Funktion @Q ist fiir alle inneren Punkte des Gebietes f unter 
AusschluB der etwa im Innern vorhandenen Verzweigungspunkte unendlich 
hoher Ordnung endlich, positiv, von Null verschieden, eindeutig und 
stetig erklirt. An den ausgeschlossenen Verzweigungspunkten wird sie 
in der friiher (pag. 172) priizisierten Weise bestimmt positiv unendlich. 
Es fragt sich noch, wie sie sich auf der Grenze von f verhilt, d.i. bei 
der Anniherung an einen der die Begrenzung bildenden Realitiitsziige. 

Fassen wir einen dieser Realititsziige niher ins Auge. Wir denken 
uns dicht neben demselben herlaufend auf f eine geschlossene Linie / 
gezogen, welche zusammen mit dem Realititszuge einen zweifach zusam- 
menhiangenden Flichenstreifen g begrenzt. Indem wir von irgend einem 
Punkte auf 7 nach einem gegeniiberliegenden Punkte des Realititszuges 
eine Verbindungslinie konstruieren, entsteht aus @ ein einfach zusam- 
menhiingendes Flichenstiick »,. Durch Vermittelung eines Zweiges der 
Funktion ¢, den wir beliebig gewahlt denken, wird g, umkehrbar ein- 
deutig und konform auf ein gewisses ebenfalls einfach zusammenhingen- 
des Fliichenstiick g, in der ¢-Ebene abgebildet, welches ein Stiick s 
der Achse des Reellen als Begrenzung hat. Die iibrige Begrenzung von 
@ zerfallt in drei Stiicke s,, I’, s,, von welchen s, und s, durch eine 
reelle lineare Substitution aufeinander bezogen sind und I’ der Linie 1 
entspricht. Das Gebiet g,’ kénnen wir uns ganz im Endlichen liegend 
vorstellen, da es gemaiB der der Funktion Q zukommenden Invarianz- 
eigenschaft keinen Unterschied macht, ob man die Funktion ¢ selbst 
oder irgend eine reelle lineare Funktion derselben betrachtet. Nunmehr 
denken wir uns, daB sich eine in dem zweifach zusammenhingenden 
Flaichenstreifen g befindliche bewegliche geschlossene Linie 4, welche, 
ebenso wie 1, dicht neben dem Realititszuge hinliuft, mit allen ihren 
Punkten gleichmafig stetig dem betrachteten Realititszuge nihere. Inner- 
halb , bildet sich die Linie 4 als eine Linie 2’ ab, welche zwei ein- 
ander korrespondierende Punkte von s, und sg verbindet und sich offenbar 
mit allen ihren Punkten gleichmaBig stetig der Linie s nahert. Denken 
wir uns fiir jeden Punkt ¢ auf 4 das Verhiltnis Q des Durchmessers 
von K, (vgl. wegen der Definition von K, pag. 170) durch den Abstand 
dieses Kreises von der Achse des Reellen gebildet, so ist klar, daB einer- 
seits die AbstandsgréBe fiir alle Punkte der Linie 4’ gleichmaBig gegen 
Null konvergiert, wihrend andererseits ebenfalls sofort einleuchtet, dab 
der Durchmesser von K, oberhalb einer endlichen von Null verschiedenen 
positiven GréBe bleibt; (man beachte, daB das Gebiet g,', insbesondere 
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iiber s, und s, hinaus, ein Stiick erweitert werden kann durch Anfiigung 
von Gebietsteilen, die ihrerseits noch vollstiindig im Innern von T liegen). 
Daraus folgt, daB zugleich mit dem gleichmaBig stetigen Ubergange der 
Linie 4 in den erwihnten Realitiitszug die Werte der Funktion Q gleich- 
miBig gegen unendlich konvergieren. 

Unsere Kenntnis der Funktion @ reicht jetzt aus, um nach Weier- 
straBschen Prinzipien schlieBen zu kénnen, daB die Funktion Q an einer 
gewissen Stelle im Innern von f ihren kleinsten Wert annimmt, welcher 
demnach positiv und von Null verschieden sein muB. Damit ist der 
pag. 177 oben angekiindigte Widerspruch hergeleitet. 

Die Funktion ¢, wie wir sie unter Beschriinkung der analytischen 
Fortsetzung auf das Gebiet f erkliirt haben, erfiillt demnach mit ihren 
den Bereich 7, bildenden Werten die obere Halbebene vollstindig. 

Uberschreiten wir auf der Fliche F, aus dem Innern von f kommend, 
einen der f begrenzenden Realitiitsziige, so sind zwei Fille méglich: ent- 
weder wir treten dabei wieder in f ein oder wir betreten ein neues der 
Gebiete, in welche F durch das System der Realitiitsziige zerlegt wird; 
dies neue Gebiet heiBe /,. In beiden Fiillen tritt die Variable ¢ in die 
untere Halbebene ein und wir schlieben auf Grund einer der vorangehenden 
analogen Uberlegung, daB die Funktion ¢ in dem Gebiete / bezw. f, jetzt 
notwendig alle Werte der unteren Halbebene annehmen mub. Daraus folgt 
einerseits, daB das Gebiet 7, wie der Satz (pag. 170) in seinem zweiten 
Teile behauptet, seine simtlichon Grenzpunkte auf der Achse des Reellen 
hat, andererseits daB die Anzahl der verschiedenen Gebiete, in welche die 
Fliche F durch das System der Realitiitsziige zerlegt wird, nicht gréBer 
als zwei sein kann. D. h. die Fliche F wird durch die Realitiitsziige 
entweder gar nicht in getrennte Gebiete zerlegt, bleibt also ein einziges 
zusammenhingendes Gebiet, in welchem je zwei Punkte durch eine 
keinen Realitiitszug schneidende Linie verbunden werden kénnen, oder 
sie wird genau in zwei getrennte Gebiete f und f, zerlegt, zwischen 
welchen nur iiber die Realitiitsziige hinweg ein Zusammenhang hergestellt 
werden kann. 





D, U. Die charakteristische Signatur der einzelnen uniformisierenden 
Variablen. 


Jenachdem das Gebiet 7 der uniformisierenden Variablen ¢ nur eine 
der beiden Halbebenen oder beide Halbebenen ausfiillt, in welche die 
t-Ebene durch die Achse des Reellen zerlegt wird, wollen wir sagen, 
die uniformisierende Variable ¢ gehére dem ersten oder dem weiten 
Typus an. 
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Ist ¢ eine uniformisierende Variable vom ersten Typus, so kénnen 
wir versuchen, dieselbe durch charakteristische Bestimmungsstiicke zu 
individualisieren. 

Zunichst werden wir naturgemiB das algebraische Gebilde (x, y) bezw. 
die zu der algebraischen Funktion y(z) gehérende Riemannsche Fliche 
F, welche mit Hilfe der GréBe ¢ uniformisiert wird, als Bestimmungs- 
stick nennen. Sodann markieren wir auf F alle diejenigen Punkte, 
welche relative Verzweigungspunkte fiir die Funktion ¢(7,y) sind. Die 
Anzahl dieser Punkte ist endlich; wir bezeichnen sie in irgend einer 
Reihenfolge mit a,,a,,---,@,. Jedem dieser Punkte ordnen wir diejenige 
positive ganze Zahl (eventuell co) zu, welche angibt, nach wieviel Um- 
liufen um den betreffenden Punkt die Funktion ¢(z, y) sich reproduziert; 
wir bezeichnen sie der Reihenfolge der Verzweigungspunkte entsprechend 
mit J,,1,,---,1,. Dann gilt folgender Satz. 

Satz: Es gibt auBer der l. p. uniformisierenden Variablen t keine andere 
l. p. uniformisierende Variable des ersten Typus, welche zur Fliche F bezw. 
zu der algebraischen Funktion y(x) gehirt und, als Funktion des Ortes auf 
dieser Fliche betrachtet, dieselben Verzweigungsstellen wie t(x, y) besitet 
und in jedem dieser Verzweigungspunkte von derselben Ordnung wie t ver- 
sweigt ist. (Hierbei werden zwei Funktionen, welche reelle lineare 
Funktionen voneinander sind, als nicht verschieden betrachtet). 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort, wenn man folgendes 
beachtet. Ist + irgend eine den im Satze aufgezihlten Bedingungen 
geniigende uniformisierende Variable des ersten Typus, so ist einerseits 
t(¢) eine in der ¢-Halbebene iiberall regulire und folglich eindeutige 
analytische Funktion, andererseits ¢(t) eine in der t-Haibebene iiberall 
regulire und folglich eindeutige analytische Funktion, so daB also durch 
Vermittelung der genannten Funktionen die ¢-Halbebene und die t-Halb- 
ebene umkehrbar eindeutig konform aufeinander bezogen werden, wobei 
die Abbildungsbeziehung zunichst nur zwischen den imneren, nicht auf 
der Grenze befindlichen Punkten der beiden Halbebenen erklirt ist. Dies 
geniigt, um auf Grund eines bekannten Satzes iiber die konforme Abbildung 
einer Kreisfliche auf eine andere zu schlieBen, daB die Funktion 1(¢) eine 
reelle lineare Funktion ist. qq. e. d. 

Damit ist gezeigt, daB die oben angegebenen Stiicke 


FY; a, dg, +) &; l,, ly, see, 


die GréBe ¢ vollstiindig charakterisieren, sofern dieselbe eine 1. p. uniformi- 

sierende Variable des ersten Typus ist. Wir wollen daher die Gesamtheit 

dieser Stiicke, in Klammer gesetzt, als die charakteristische Signatur der 

uniformisierenden Variablen ¢t bezeichnen. Hat die Funktion ¢(x, y) keine 
12* 
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relativen Verzweigungspunkte, so wollen wir (F; 0;0) als Signatur der 
GréBe ¢ bezeichnen. 

Die Signatur kann nicht vdllig willkiirlich gegeben werden. Es sind 
jedenfalls folgende und, wie sich im zweiten Hauptteile zeigen wird, nur 
folgende Zusammenstellungen ausgeschlossen : 

1) F vom Geschlecht Null; » = 0, 1, 2. 

1 1 


2) F vom Geschiecht Null; » = 3; ; ++? 7 >}. 
3) F vom Geschlecht Null; » = 3; + ++ -=1. 


2 3 


4) F vom Geschlecht Null; »=4; 1, =1, =1,=1,=2. 

5) F vom Geschlecht Eins; » = 0. 

Die Faille: ,F vom Geschlecht Null, » = 1“, sowie ,F vom Ge- 
schlecht Null, »=2, 1, 21,“ sind illusorisch, weil das Vorhandensein 
eines Verzweigungspunktes bei Zugrundelegung einer Flaiche F vom Ge- 
schlecht Null, die wir in der Gestalt der einblittrigen x«-Ebene gegeben 
annehmen diirfen, aus Griinden der Analysis situs die Existenz mindestens 
noch eines weiteren Verzweigungspunktes notwendig macht, welcher, 
sofern er der einzige zum ersten hinzukommende Verzweigungspunkt 
ist, von derselben Ordnung wie der erste sein mu. In allen andern der auf- 
gezihlten Fille existiert (vgl. C) eine als Funktion des Ortes auf der Flache F 
endlich- oder unendlich-vieldeutig erklarte einwertige analytische Funktion 
t(z, y), welche die betreffenden Verzweigungspunkte und nur diese Ver- 
zweigungspunkte besitzt, an denselben die vorgeschriebene Ordnung der 
Verzweigung hat und eine konforme Abbildung der Fliche F' ent- 
weder auf die vollstaindige ¢-Ebene inkl. des unendlich fernen Punktes 
oder auf die vollstiindige ¢-Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes 
vermittelt, zwei Gebiete, deren keines mit einer Halbebene in eine um- 
kehrbar eindeutige konforme Beziehung gesetzt werden kann, was méglich 
sein miiBte, wenn es eine |. p. uniformisierende Variable vom ersten Typus 
mit der betreffenden Signatur giibe. 

Wir wollen jetzt die Frage nach einem vollstindigen System charak- 
teristischer Bestimmungsstiicke fiir die uniformisierenden Variablen vom 
zweiten Typus zu beantworten suchen. 

Ist ¢ eine uniformisierende Variable vom zweiten Typus, so ziehen 
wir als Bestimmungsstiick fiir dieselbe zuniachst wieder die Flaiche F 
heran, zu welcher die GréBe ¢ als uniformisierende Variable gehért. 
Sodann denken wir uns, wie vorher im Falle des ersten Tpus, auf der 
Flaiche F alle relativen Verzweigungspunkte der Funktion ¢(z, y) mit den 
zugeordneten Verzweigungszahlen markiert: 

Gy, By, **, G5 lL, ly, oo? l,- 
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SchlieBlich markieren wir auf der Fliche F' das System der Realitiits- 
ziige. Wie wir bereits wissen, wird die Fliche F durch die Realitits- 
ziige entweder gar nicht in verschiedene voneinander getrennte (ebiete 
oder gerade in zwei getrennte Gebiete zerlegt. Ferner bemerken wir so- 
gleich, daB auf einem geschlossenen Realitiitszuge sicher keiner der mar- 
kierten Verzweigungspunkte liegt, desgleichen, daB auf einem unge- 
schlossenen Realititszuge stets zwei und nur zwei der markierten Ver- 
zweigungspunkte liegen, welche mit den Endpunkten des Realitiitszuges 
zusammenfallen und als zugeordnete Verzweigungszahl die Zahl zwei 
haben. Es gilt nun folgender Satz. 

Satz: Es gibt auBer der Variablen t keine andere l. p. uniformisierende 
Variable vom zweiten Typus, welche ebenfalls zur Fliche F' gehirt, ferner, 
als Funktion des Ortes auf der Fliche F betrachtet, dieselben und nur diese 
Verzweigungspunkte mit den gleichen Verzweigungszahlen wie die Funktion 
t(x,y) besitet und schlieBlich dieselben Realititssiige wie t(x, y) und nur 
diese Realitétsziige hat. 

Der Beweis dieses Satzes wird auf analoge Weise gefiihrt, wie der 
Beweis des entsprechenden Satzes im Falle des ersten Typus. Wenn t 
irgend eine von ¢ verschiedene uniformisierende Variable vom weiten 
Typus mit denselben erwihnten Bestimmungsstiicken ist, so wird die 
Funktion r(«, y) ebenso wie ¢(x, y) in f (s. pag. 178) eine einwertige Funk- 
tion sein, deren Wertegebiet, soweit es bei analytischer Fortsetzung der 
Funktion unter Beschrinkung auf f erhalten wird, eime von der Achse 
des Reellen begrenzte Halbebene vollstindig ausfillt. Durch Vermittelung 
der Funktion t(¢#) wird somit eine ¢-Halbebene auf eine 1-Halbebene 
umkehrbar eindeutig und konform abgebildet, woraus, wie oben, ge- 
folgert wird, daB die Funktion r(¢) eine lineare Funktion mit reellen 
Koeffizienten ist. q. e. d. 

Die erwihnten charakteristischen Bestimmungsstiicke, bestehend aus 
der Fliche F, den Verzweigungspunkten a,,---,a, mit den zugeordneten 
Verzweigungszahlen /,,---,1, und den Realitiitsziigen R,,---, R,, bilden 
zusammen das, was wir die charakteristische Signatur der |. p. wniformisie- 
renden Variablen ¢ nennen wollen. 

Die Bestimmungsstiicke, welche in der Signatur vorkommen, unter- 
liegen gewissen in der Natur der Sache liegenden Beschrinkungen, die 
wir jetzt feststellen werden. 

Zunichst enthalten, wie bereits friiher bemerkt worden ist, die Realitiits- 
ziige, abgesehen von den Endpunkten der ungeschlossenen Realititsziige, welche 
stets als Verzweigungspunkte erster Ordnung figurieren, keinen weiteren Ver- 
zweigungspunkt. Von fundamental einschneidender Bedeutung ist jedoch eine 
andere Bedingung, auf welche wir durch folgenden Satz gefiihrt werden. 
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Satz: Die Riemannsche Fliche F, 2u welcher die |. p. uniformisierende 
Variable t vom zweiten Typus gehirt, Wit eine symmetrische Umformung 
in sich selbst au, bei welcher jeder auf einem Realitiitszuge befindliche Punkt 
sich selbst entspricht, wiihrend ein Verzweigungspunkt der Funktion t(x, y) 
entweder sich selbst oder einem anderen Verzweigungspunkte derselben 
Ordnung entspricht. 

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich hauptsichlich auf den pag. 173—178 
bewiesenen Satz, da8 das Wertegebiet 7’ der Variablen ¢ die Halbebenen 
zu beiden Seiten der Achse des Reellen beide vollstindig ausfiillt und 
folglich in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmetrisch ist. 

Ist P irgend ein Punkt der Fliche F’, welcher fiir die Funktion ¢ 
nicht die Rolle eines Verzweigungspunktes unendlich hoher Ordnung 
spielt, so wiihlen wir irgend einen Wert aus, welchen die Funktion ¢ im 
Punkte P annimmt, und suchen denjenigen Punkt P’ auf F aus, in welchem 
die Funktion ¢ den zu ersterem Wert konjugiert imaginiiren Wert an- 
nimmt. Dadurch wird eine bestimmte konforme Abbildung der Fliche F 
auf sich selbst mit Umlegung der Winkel den Prinzipien der analytischen 
Fortsetzung gemiiB definiert. Wir bemerken, daB die den Punkt P in 
den Punkt P’ iiberfiihrende Ortsfunktion P’(P) auf der Fliche F nach 
AusschluB derjenigen Punkte, welche fiir die Funktion ¢ die Rolle von 
Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung spielen, iiberall ein- 
deutig erklirt ist. Kehrt man nimlich auf einem geschlossenen Wege 
zu einem Ausgangspunkte P,-zurtick, in welchem der urspriinglich ge- 
wahlte Wert der Funktion ¢ gleich ¢, sei, so erhilt man einen Wert 4, 
welcher aus ¢, durch eine reelle lineare Substitution hervorgeht. Sucht 
man andererseits zu ¢, und ¢, die konjugiert imaginiren Werte ¢, und ¢, 
auf, so geht letzterer aus ersterem durch genau dieselbe reelle lineare 
Substitution hervor, welche ¢, in ¢, tiberfiihrte. Daraus folgt aber, dab 
die Werte ¢, und ¢, von der Funktion ¢ in einem und demselben Punkte 
der Fliche F' angenommen werden. 

Die Ortsfunktion P’(P) besitzt ferner folgende sofort erkennbare 
Eigenschaft: sie ordnet dem Punkt P’ riickwirts den Punkt P zu. Sie 
vermittelt demnach eine reziproke Paarung unter allen denjenigen Punkten 
der Fliche F, welche nicht Windungspunkte unendlich hoher Ordnung 
sind. Bei dieser Paarung entspricht jeder auf einem Realititszuge be- 
findliche Punkt sich selbst. Einem Verzweigangspunkte endlicher Ordnung 
der Funktion ¢, welcher nicht auf einem Realitatszuge liegt, entspricht 
ein Verzweigungspunkt derselben Ordnung, welcher eventuell mit ersterem 
identisch ist (die Realititsziige brauchen namlich nicht alle Punkte zu 
enthalten, welche vermége der betrachteten Symmetrie der Fliche F 
sich selbst entsprechen); es folgt dies einfach daraus, daB die Fix- 
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punkte einer elliptischen Substitution erster Art in bezug auf die Achse 
des Reellen spiegelbildlich symmetrisch liegen. 

Wie verhilt sich die Ortsfunktion P’(P), wenn sich der Punkt P 
einem der ausgeschlossenen Punkte stetig nihert? Beachtet man, dab 
jedem nicht ausgeschlossenen Punkte wieder ein nicht ausgeschlossener 
Punkt entspricht, so erkennt man, daB dem betrachteten ausgeschlossenen 
Punkte, in welchen P stetig einriickt, ein bestimmter anderer eventuell 
mit ersterem zusammenfallender ausgeschlossener Punkt entspricht, in 
welchen der Punkt P’ stetig einriickt. Die betrachtete reziproke Paarung 
der Punkte der Fliche F erstreckt sich also auf alle Punkte dieser Fliche 
ausnahmslos. Aus allgemeinen funktionentheoretischen Griinden leuchtet 
daher ein, daB die durch die Ortsfunktion P’(P) vermittelte konforme 
Abbildung der Flaiche F auf sich selbst nicht nur durchweg stetig, sondern 
auch durchweg reguliir ist. Diese Abbildungsbeziehung stellt also in der 
Tat eine symmetrische Umformung der Fliche F in sich selbst dar und 
zwar eine solche, bei welcher Punkt fiir Punkt sich selbst entsprechende 
Linien (Symmetrielinien) auf der Fliche F existieren. 

An dem algebraischen Gebilde (x, y) laBt sich diese symmetrische 
Umformung in der Gestalt ausdriicken: 


&’= H,(a,y), y= H,(z,y), 
=Hi(v,y), 9 = Hey), 


wobei mit (z’, y’) der dem Punkte (x, y) entsprechende Punkt, mit H, und 
H, rationale Funktionen ihrer Argumente und mit Z, 7, 7’, 7’ die kon- 
jugiert imaginiiren Werte zu 2, y, 2’, y’ bezeichnet sind. 

Die tiefere Einsicht, welche wir damit in die spezielle Natur der Bestim- 
mungsstiicke der uniformisierenden Variablen ¢ gewonnen haben, fiihrt uns 
dazu, die charakteristische Signatur derselben in einer zweckmiBigen Gestalt 
zu schreiben. Statt F’ wollen wir in Riicksicht auf die symmetrische Natur 
dieser Fliche F’, schreiben. An der Schreibweise der Realitiitsziige wollen 
wir nichts andern, uns jedoch merken, da dieselben vollstiindig in die 
Symmetrielinien der Fliche F’, hineinfallen.*) Von den Verzweigungs- 
punkten der Funktion ¢(z, y) brauchen die Endpunkte der etwa vor- 
handenen ungeschlossenen Realitiitsziige nicht besonders notiert zu werden, 
da deren Existenz durch das Vorkommen eines solchen Realititszuges 
von selbst mitbedingt ist. Die anderen Verzweigungspunkte zerfallen in 
solche, die sich vermége der Symmetrie der Fliche F’, selbst entsprechen: 

*) Es kann sein, daB die Fliche F, mehrere voneinander verschiedene sym- 
metrische Umformungen gestattet. In jedem einzelnen Falle wird jedoch nur eine 
dieser Symmetrieen ins Auge gefaBt. 
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und 
* mit den zu- 


a,,---,@,*) mit den zugeordneten Verzweigungszahlen 1,, ---,/,, 
solche, welche sich paarweise entsprechen: «,, ,',---, «,, « 
geordneten Verzweigungszahlen 4,, -- -, 4,- 

Als charakteristische Signatur der uniformisierenden Variablen ¢ er- 
halten wir so das Symbol: 


2 


(F,; R,, oe R,,; Ay," **, Gy, %, a’, "t @, a; L, “-* lL, Ayys tty 4,). 
Das Nichtvorhandensein von Verzweigungspunkten driicken wir dadurch 
aus, daB wir die betreffenden Stellen des Symbols durch 0 ersetzen, also 
schreiben: 

(Fy; By, +++) Rn; 95 9). 


Die Tatsache der Symmetrie der Fliche F, wird auch durch folgenden 
Satz ausgedriickt. 

Satz. Die algebraische Kurve, zu welcher die |. p. uniformisierende 
Variable t des zweiten Typus gehirt, kann durch birationale Transfor- 
mation derart in eine reelle algebraische Kurve**) transformiert werden, 
daB die Realitiitsziige nach der Transformation in die reellen Ziige der 
transformierten Kurve hineinfallen.***) 

Der Beweis dieses Satzes ergibt- sich folgendermaBen. 

Es sei u(x,y) irgend eine rationale Funktion von x und y. Bilden 
wir die rationale Funktion u,(xz,y) = i(z’,y’), welche in dem Punkte 
(z’,y’), der vermége der Symmetrie des betrachteten algebraischen Ge- 
bildes dem Punkte (x, y) entspricht, den zu dem Werte u(z, y) kon- 
jugiert imaginiren Wert besitzt, so ist die Funktion U(z, y), welche 
durch die Gleichung 


U (2, y) = u(x, y) + Uy (z, y) 


*) p als Index und p als Geschlecht der Fliche F' sind verschiedene Zahlen. 

**) Unter einer reellen algebraischen Kurve verstehen wir in dieser Abhandlung 
stets eine algebraische Kurve, welche nicht nur durch eine irreduzible algebraische 
Gleichung mit reellen Koeffizienten definiert ist, sondern auch wirklich reelle Kurven- 
ziige besitzt. 

“*) Wir gewinnen an dieser Stelle den Anschlu8 an die von Herrn Klein her- 
riihrende Einteilung der symmetrischen Riemannschen Fliichen bezw. reellen alge- 
braischen Kurven. Die hier von uns gebrauchten Tatsachen versehe ich mit Beweisen, 
die man mit den entsprechenden Entwicklungen bei Klein vergleichen wolle. 

F. Klein: ,,0ber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer 
Integrale“, pag. 72 (Leipzig, 1882). ,,Uber konforme Abbildung von Flichen“, Math. 
Ann., Bd. 19 (1881). ,,Uber die Realiti&tsverhiiltnisse bei der einem beliebigen 
Geschlechte zugehérigen Normalkurve der g‘*, Math. Ann., Bd. 42 (1892). ,,Riemann- 
sche Flichen“, autographierte Vorlesung, Leipzig, Teubner. 

8. auch G. Weichold, ,Uber symmetrische Riemannsche Flichen und die 
Periodizititsmoduln der Abelschen Normalintegrale erster Gattung*. Zeitschrift fir 
Math. u. Phys., Bd. 28 (1883). 
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erklirt wird, eine bei passender Wahl von u von einer Konstanten sicher 
verschiedene rationale Funktion von z und y, fiir welche 


U (a, y) = U(2’,y) 


ist. Die Funktion U(z,y) nimmt daher in jedem Punkte unseres alge- 
braischen Gebildes, welcher vermége der Symmetrie sich selbst entspricht, 
einen reellen Wert an. 

Wir suchen jetzt eine zweite rationale Funktion V(z,y) zu bestim- 
men, welche beim Ubergange vom Punkte (a, y) zum Punkte (2, y’) eben- 
falls zum konjugiert-imaginiren Werte tibergeht und welche zusammen 
mit U ein solches rationales Funktionenpaar darstellt, daB auch riickwiirts 
xz und y sich rational durch U und V ausdriicken lassen. Eine solche 
Funktion kann folgendermaBen bestimmt werden. Es sei p das Geschlecht 
der algebraischen Kurve (x,y). Dann ist es méglich sukzessive p + 1 
voneinander verschiedene Punkte des Gebildes, (2,,,),---;(p41» Yp41) ZU be- 
stimmen, welche auch von ihren p+ 1 Bildpunkten (2,’,y,’),---,(%p4.35Yp 41) 
verschieden sind und der Bedingung geniigen, daB die Funktion U(z, y) in 
den genannten 2p+2 Punkten 2p + 2 voneinander verschiedene Werte 
annimmt. Wir konstruieren eine rationale Funktion v(z, y), welche auBer 
in den p+ 1 erstgenannten Punkten nirgends unendlich werden kann. 
Eine solehe Funktion lat sich bekanntlich aus Abelschen Integralen 
zweiter Art linear zusammensetzen und zwar so, daB die Funktion in 
jedem der erwaihnten p+ 1 Punkte entweder iiberhaupt nicht oder genau 
von der ersten Ordnung unendlich wird. Bilden wir nun die Funktion 
V(z,y) = v(x, y) + (2,9); (2, y) = O(@,y)), 

V(a.y)=Ve,u) 
und es entspricht einem einzelnen Wertepaar (U,V) des irreduziblen 
algebraischen Gebildes (U, V) nur ein Wertepaar (x,y). Betrachten wir 
nimlich das Wertepaar (U(z,, y,), Viv,, y,)), indem wir mit (x,, y,) 
einen derjenigen Punkte bezeichnen, in welchem die Funktion V(z, y) 
wirklich unendlich wird, so kann dieses Wertepaar, weil V(x,, y,) = co 
ist, nur in einem der 2p +2 oben betrachteten Punkte angenommen 
werden. Von diesen 2p + 2 Punkten kann jedoch nur der Punkt (z,, y,) 
wirklich in Betracht kommen; denn der Wert U(x,,y,) wird in keinem 
der anderen 2p + 1 Punkte von der Funktion U angenommen gemiaB der 
Definition dieser Funktion. Da ferner die Funktion V im Punkte (z,, y,) 
genau von der ersten Ordnung unendlich wird, kénnen wir weiter schlieBen, 
daB nicht nur dem speziellen Wertepaare (U(z,, y,), V(x, y,)) der eine 
bestimmte Punkt (z,, y,) entspricht, sondern daB auch das Wertepaar 
U(x, +8, ¥a+n), Via,+8, ¥+%), (unter ¢ und 7 kleine verinderliche 


so ist 
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komplexe GréBen verstanden, die nur der Bedingung unterworfen sind, 
daB (7, +2, y,+ 7) ein Punkt des algebraischen Gebildes (z, y) sein soll), 
von dem Funktionenpaar U, V nur in dem einen Punkte (z,+¢, y,+%) 
angenommen wird. Daraus folgt aber, dab x und y zwei in dem ganzen 
Gebilde (U, V) mit dem Charakter rationaler Funktionen von U, V defi- 
nierte GréBen sind, die zugleich in diesem ganzen Gebilde eindeutig erklart 
sind und folglich rational durch U und V ausgedriivkt werden kénnen. 

Da sowohl die Funktion U als auch die Funktion V auf den Reali- 
tatsziigen*) des Gebildes (x, y) reelle Werte annimmt, haben wir in (U, V) 
eine reelle algebraische Kurve, deren reelle Ziige die transformierten 
Realititsziige vollstindig auf sich enthalten. 

Der pag. 184 formulierte Satz ist hiermit vollstindig bewiesen. 

Wir bemerken noch, daB die Symmetrie des Gebildes (x,y) sich 
offenbar auf das Gebilde (U, V) iibertriigt und fiir dieses Gebilde die 
einfache Gestalt annimmt 

U'=U, V’'=V. 

Dieser Ausdruck fiir die Symmetrie der Riemannschen Fliche der alge- 
braischen Funktion V(U) laBt leicht erkennen, daB die Gesamtheit aller 
Punkte dieser Flaiche, welche bei der betrachteten symmetrischen Um- 
formung fest bleiben, eine endliche Anzahl voneinander getrennter, regu- 
larer, geschlossener analytischer Ziige bilden, welche mit dem System der 
den reellen Ziigen der Kurve (U, V) auf der Riemannschen Fliche ent- 
sprechenden Linien zusammenfallen. 

Die Methode unserer Betrachtung lit iiberhaupt ganz allgemein den 
Satz erkennen: 

Satz: Wenn F irgend eine Riemannsche Fiche ist, welche die Ver- 
eweigung einer algebraischen Funktion darstellt, und wenn auf dieser Fliche 
eine umkehrbar eindeutige symmetrische Umformung definiert ist, bei welcher 
ein Punkt der Fliche festbleibt, so gibt es stets unendlich viele festbleibende 
Punkte, welche eine endliche Anzahl voneinander getrennter, regulirer, ge- 
schlossener Ziige bilden, und es ist méglich, eine birationale Transformation 
der betreffenden algebraischen Kurve in eine reelle algebraische Kurve aus- 
sufiihren, bei welcher das vollstindige System der Symmetrielinien des ersteren 
algebraischen Gebildes in das vollstiindige System der reellen Ziige des 
letzteren iibergeht. 

Es fragt sich, ob die uns bisher bekannten Bedingungen, denen die 
Flache F, die Verzweigungspunkte, Verzweigungszahlen und Realititsziige 
unterworfen sein miissen, damit eine uniformisierende Variable vom Haupt- 


*) Das sind, um es hier nochmals zu sagen, diejenigen teils geschlossenen, 
teils ungeschlossenen Ziige, lings welcher die betrachtete GréBe ¢ reell ist. 
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kreistypus mit den erwihnten Bestimmungsstiicken existiere, auch gentigen, 
um die Existenz einer solechen Variablen erschlieBen zu kénnen. Die voll- 
stindige Beantwortung dieser Frage werden wir erst im folgenden Teile 
dieser Abhandlung geben und zwar im bejahenden Sinne. 

Eine Frage jedoch mége bereits an dieser Stelle ihre Erledigung finden. 

Wir wissen, dab, wenn es eine uniformisierende Variable vom Haupt- 
kreistypus mit den erwihnten Bestimmungsstiicken gibt, die Fliche F, 
durch die Realitiitsziige entweder gar nicht in getrennte Flichengebiete 
zerlegt wird oder aber genau in zwei getrennte Gebiete, die einander 
symmetrisch entsprechen. Um also sicher zu sein, daB wir auf den Sym- 
metrielinien der Riemannschen Fliache F, die Realititsziige willkirlich 
wihlen kénnen, so daB wir sie beispielsweise auch mit dem vollstiindigen 
System der Symmetrielinien identisch wiihlen kénnten, ist es notwendig, 
folgenden Hauptsatz iiber symmetrische Riemannsche Flachen algebraischer 
Funktionen festzustellen : 

Satz. Eine zu einer algebraischen Funktion gehirende symmetrische 
Riemannsche Fliche F, mit Symmetrielinien zerfillt durch das volistindige 
System dieser Symmetrielinien entweder garnicht in getrennte Flichengebiete 
oder in genau zwei zueinander symmetrische Gebiete.*) 

Beweis. Es sei f eines der Stiicke, in welche die Fliche F, durch die 
Symmetrielinien zerlegt wird, die wie erwiihnt, véllig getrennt voneinander 
verlaufen. Zieht man von einem Punkte in f aus irgend eine sich selbst nicht 
sehneidende Linie Z nach einem beliebigen anderen Punkte der Fliche F,,, so 
kann es sein, daB man bei Durchlaufung dieser Linie einmal aus dem Gebiete f 
heraustritt. Dies kann jedenfalls nur dann stattfinden, wenn eine der Sym- 
metrielinien von F,, etwa,die Linie S, tiberschritten wird. Dabei wird 
man in ein anderes derjenigen Gebiete gelangen, in welche F’, durch die 
Symmetrielinien zerlegt wird. Das neue Gebiet heiBe f,. Dasselbe ent- 
spricht offenbar dem Gebiete f umkehrbar eindeutig vermége der betrachteten 
Symmetrie der Fliche F,. Es kann nun sein, daB man bei Durchlaufung 
der Linie Z auch aus dem Gebiete f, einmal heraustritt. In diesem Falle, 
behaupte ich, kehrt man notwendig in das Gebiet f zuriick. In der Tat 
entspricht dem in f, befindlichen soeben durchlaufen gedachten Teile 4, 
der Linie Z symmetrisch ein in f befindliches Linienstiick 4. Die Linien 
4 und 4, zusammen bilden eine auf F sich selbst nicht schneidende Linie, 
welche geschlossen ist, weil die beiden Endpunkte von 4, je auf einer 


*) Im ersten Falle wird die Riemannsche Fliche F’, nach Herrn Klein diasym- 
metrisch genannt, im zweiten Falle orthosymmetrisch. Der Satz liBt sich auch auf 
unendlich-vielblittrige Riemannsche Flichen allgemeinster Art ausdehnen, eine Tat- 
sache, welche fir die Uniformisierung reeller analytischer Kurven eine analoge 
Wichtigkeit besitzt. Vgl. Note IV. 
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Symmetrielinie liegen. Darin liegt ausgesprochen, daB man bei Durch- 
laufung der Linie LZ aus f, kommend notwendig wieder nach f zuriick- 
kehrt. Analog ergibt sich, dab, wenn man bei weiterer Verfolgung der 
Linie Z noch einmal aus f heraustritt, man wieder nach f, zuriick- 
kehren mub.. Da L auf F ganz beliebig gewahlt war, so heibt dies: Die 
Flache F zerfiallt, sofern sie durch die Symmetrielinien tiberhaupt in ge- 
trennte Gebiete zerlegt wird, genau in zwei Gebiete, die zueinander sym- 
metrisch sind. q. e. d. 


E. Zweiter (synthetischer) Hauptteil. 


Volistindige Lésung des Problems der Bestimmung aller zu einer 

beliebig gegebenen algebraischen Kurve gehérenden linear-poly- 

morphen uniformisierenden Variablen mit reeller Substitutions- 

gruppe. Existenz der zu einer gegebenen Signatur gehdrenden 
Variablen. 


E, 1. Formulierung der zu lésenden Einzelprobleme. Zerlegung 
jedes Einzelproblems in ein Problem der Analysis situs und ein 
Problem der konformen Abbildung. 


Die Einzelprobleme, auf welche wir durch die Uberlegungen des 
ersten Teiles dieser Abhandlung gefiihrt worden sind und deren Erledigung 
die vollstiindige Lésung des Problems der Bestimmung aller zu einer be- 
liebig gegebenen algebraischen Kurve gehérenden uniformisierenden Va- 
riablen mit reeller Substitutionsgruppe bedeuten wiirde, sind folgende: 

Problem la: Gegeben sei eine Riemannsche Fliche F vom Ge- 
schlecht p>2, welche die Verzweigung einer beliebigen algebraischen 
Funktion y(x) geometrisch darstellt. Es ist zu zeigen, daB zu dieser 
Fliche eine relativ unverzweigte linear-polymorphe uniformisierende 
Variable des ersten Typus mit der charakteristischen Signatur 

(F; 0; 0) 
gehGrt.*) 

Problem 1b: Gegeben sei eine Riemannsche Fliche F vom Ge- 
schlecht p>0O, welche die Verzweigung einer beliebigen algebraischen 
Funktion y(z) geometrisch darstellt. Auf dieser Flaiche seien » Ver- 
zweigungspunkte a,,---, a, gewahlt mit den zugeordneten Verzweigungs- 
zahlen 1,,---,1,, deren jede einzelne > 2 ist. Es ist zu zeigen, daB zu 


*) Die uniformisierenden Variablen, deren Existenz in den Problemen 1a und 1b 
postuliert wird, stimmen als solche mit gewissen von Herrn Klein in Math. Ann., Bd. 20 
und 21 1. c. postulierten Gréfen iiberein. Vgl. ferner Poincaré, Acta Math., t. IV 
bezw. I, Fricke-Klein, ,,Vorlesungen“ Bd. II, pag. 45: Fundamentalproblem I. 
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der Fliche F eine 1. p. uniformisierende Variable des ersten Typus mit der 
charakteristischen Signatur 


(F; a,,---,@,3 4, --+, U,) 
gehért. Im Falle p= 0 wird dabei angenommen, dab » > 4 ist und dab 
fir n = 4 nicht alle Zahlen / gleich zwei sind.*) 

Problem 2a: Gegeben sei eine zu einer beliebigen reellen alge- 
braischen Kurve gehérende Riemannsche Fliche F,. Auf den Symmetrie- 
linien dieser Fliche, welche den reellen Ziigen der Kurve entsprechen, 
sei eine endliche Anzahl von Realititsziigen R,, ---, R,, gewihlt, die ge- 
schlossen oder ungeschlossen sein, auch mit dem vollstindigen System 
der Symmetrielinien identisch sein kénnen. Es ist zu zeigen, daB auf der 
Flache F, eine nur in den Endpunkten der etwa vorhandenen ungeschlos- 
senen Realitiitsziige relativ verzweigte linear-polymorphe uniformisierende 
Variable des zweiten Typus mit der charakteristischen Signatur 

ai (F,; R,,---, R,; 9; 9) 
existiert. **) 

Problem 2b: Gegeben sei eine zu einer beliebigen reellen alge- 
braischen Kurve gehérende Riemannsche Fliche F,. Auf den Symmetrie- 
linien derselben sei wieder eine endliche Anzahl von Realititsziigen 
R,,---, R,, gewahlit. Ferner seien auf F, auBerhalb der Realitiitsziige 
teils auf den Symmetrielinien teils auBerhalb derselben, im letzteren 
Falle symmetrisch angeordnet, Verzweigungspunkte a,, ---, a,, 0, %',-- 

-@,,a@,' mit den zugeordneten Verzweigungszahlen /,, ---, l,, 4,,--+ 4, 
gewahit. Es ist zu zeigen, daB es auf der Fiche F’, eine uniformisierende 
Variable vom zweiten Typus mit der charakteristischen Signatur 


(F,; B,,-- +, Ras G,,***, My Ce *y Gy @, 5 L,--+yb, Ayy ++ *y Ay) 
gibt. ***) 


Wir kniipfen hieran eine Bemerkung, den Fall betreffend, in welchem 
das Geschlecht der Fliche F, gleich Null ist. In diesem Falle kénnen 
wir die Fliche F, als einblittrige Ebene wihlen. Das System der Sym- 

*) Der Fall p—=0, n=8 wird durch die Schwarzsche s-Funktion erledigt. 
8. Schwarz’ bereits mehrfach erwihnte Abhandlung iiber die hypergeometrische Reihe. 

**) Ist in Problem 2a und 2b die Fliche F, orthosymmetrisch und wird das voll- 
stiindige System der Symmetrielinien als System der Realititsziige gewihlt, wobei 
dann in 2b die Verzweigungspunkte a, ,---,a, wegfallen, so stimmen die betreffenden 
uniformisierenden Variablen als solche mit den von Fricke in Fricke-Klein, ,,Vor- 
lesungen* Bd. II, pag. 46 (Fundamentaltheorem II) postulierten GriBen iiberein. 

Die von uns in 2a und 2b postulierten weiteren uniformisierenden Variablen 
sind gerade diejenigen und nur diejenigen, fiir welche die Gruppe reelle Substitutionen 
mit negativer Koeffizientendeterminante enthait. (Vgl. die Bemerkungen pag. 154.) 

***) Vgl. die vorangehende FuBnote. 
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metrielinien besteht dann nur aus einer einzigen Linie, namlich der Achse 
des Reellen, und die Realititsziige sind einfach getrennt liegende Stiicke 
der Achse des Reellen, sofern nicht die ganze Achse des Reellen als 
Realitatszug gewahlt ist. 

Es gilt nimlich der 

Satz: Jede symmetrische Umformung der x-Ebene (inkl. des wnendlich 
fernen Punktes) in sich selbst (das ist, um es nochmals besonders zu sagen, 
eine solche umkehrbar eindeutige konforme Transformation dieser Ebene in 
sich mit Umlegung der Winkel, welche bei einmaliger Wiederholung die 
Identitat ergibt) stellt, sofern bei dieser Transformation auch nur ein einziger 
Punkt fest bleibt, entweder eine Spiegelung an einem Kreise oder an einer 
Geraden dar. 

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich wesentlich auf den anderen, 
hier als bekannt vorausgesetzten Satz, dab jede umkehrbar eindeutige 
konforme Abbildung einer z-Ebene auf sich selbst, bei welcher keine 
Umlegung der Winkel stattfindet, durch eine lineare Funktion von z ver- 
mittelt wird. 

Indem wir die z-Ebene durch eine passende lineare Transformation 
in eine X-Ebene iiberfiihren, wobei der in der z-Ebene definierten sym- 
metrischen Umformung eine symmetrische Umformung der X-Ebene ent- 
spricht, kénnen wir erreichen, daB bei letzterer Umformung der unendlich 
ferne Punkt fest bleibt. Ist X’ der dem Punkte X bei der symmetrischen 
Umformung entsprechende Punkt, so ist, wenn mit X’ der zu X’ konjugiert 
imaginire Wert bezeichnet wird, die Funktion X‘(X) eine analytische 
Funktion von X, welche eine xmkehrbar eindeutige konforme Abbildung 
der X-Ebene auf sich selbst vermittelt und zwar eine solche, bei welcher 
der unendlich ferne Punkt fest bleibt, also eine lineare Funktion der Form 

X’'=aX+b, 
unter a und 6 Konstanten verstanden. Die Konstanten a und b sind jedoch 
nicht willkiirlich wahlbar. Denn, damit die durch die Gleichung definierte 
konforme Transformation des Punktes X in den Punkt X’ eine sym- 
metrische Umformung wird, miissen a und } so bestimmt werden, dab 
bei der Transformation dem Punkte X’ riickwarts der Punkt X entspricht. 
Das ergibt die Gleichungen 
a-@=1, ab+b=0, 

bei deren Beriicksichtigung man leicht erkennt, daB die bei der Trans- 
formation fest bleibenden Punkte der X-Ebene eine bestimmte Gerade 
erfiillen und daB die Transformation selbst mit der Spiegelung an dieser 
Geraden identisch ist. In der urspriinglich betrachteten z-Ebene haben 
wir es daher entweder mit einer Spiegelung an einem Kreise oder an 
einer Geraden zu tun. q. e. d. 
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Die aufgefiihrten vier Probleme la, 1b, 2a, 2b lassen sich je auf 
ein Problem der Analysis situs und ein Problem der konformen Abbildung 
reduzieren. 

Ist ¢ diejenige, wie wir bereits wissen, bis auf eine reelle lineare Sub- 
stitution vollstindig bestimmte GréBe, welche die Lésung des Problems 1a 
darstellt, so ist ¢(#,y) eine in der ganzen Fliche F mit dem Charakter 
rationaler Funktionen von x und y erklirte GréBe. Zu der Funktion 
t(z, y) gehért eine bestimmte Riemannsche Fliche F,, welche wir uns 
iiber der Fliche F' ausgebreitet vorstellen kénnen, so daB also jedem 
relativen Zweige der Funktion ¢(7,y) ein bestimmtes relativ zu F zu 
verstehendes Blatt der Fliche F, entspricht. Die Fliche F, besitzt in 
jedem ihrer Blatter an jeder einzelnen Stelle genau den topologischen 
Charakter, welchen die Fliche F' an der betreffenden Stelle darbietet. 

Durch die Funktion ¢(z,y) wird eine umkehrbar eindeutige kon- 
forme Abbildung der Fliche F’, auf die Flaiche einer schlichten Halbebene 
(exkl. deren Begrenzung) vermittelt. Daraus folgt, daB die Fliche F, 
eine einfach zusammenhidngende Fliche ist. Die Fiaiche F, ist ferner un- 
endlich-vielblattrig; denn andernfalls miiBte sie zufolge ihrer erwihnten 
topologischen Beschaffenheit, welche das Vorhandensein von Grenzpunkten 
ausschlieBt, eine geschlossene Riemannsche Fiche sein; eine geschlossene 
Riemannsche Fliche kann aber offenbar nicht umkehrbar eindeutig und 
konform, nicht einmal umkehrbar eindeutig und stetig auf die Fliche 
einer Halbebene abgebildet werden. 

Die Eigenschaft der Fliche JF’, eine tiber der Fliche F ausgebreitete 
einfach zusammenhingende Fliiche zu sein, welche an jeder Stelle von F 
in jedem Blatte den topologischen Charakter von F besitzt, ist fiir die 
Flache F, vollstiindig charakteristisch. 

Denn wenn man zwei iiber F’ ausgebreitet gedachte Flachen F, und 
F’, von der genannten Beschaffenheit hat, so kann man folgendermaBen 
die Identitit dieser beiden Flaichen erkennen. Man wihle irgend einen 
Punkt P auf F aus, darauf einen Punkt P, auf F, und einen Punkt P, 
auf F,, welch letztere beiden Punkte in unserer Vorstellung gerade tiber 
der durch den Punkt P bezeichneten Stelle der Fliche F liegen sollen; es ist 
gleichgiiltig, in welchem der relativen Blatter von F’', bezw. F, die Punkte 
P, und P, gewahlt sind. Man kann jetzt, ausgehend von der Zuordnung 
der Punkte P, und P,, durch kontinuierliche Fortsetzung eine Punkte- 
zuordnung zwischen F, und F, herstellen, bei welcher je zwei einander 
entsprechende Punkte sich iiber einer und derselben Stelle der zugrunde 
liegenden Flaiche F' befinden. Beschreibt P, irgend eine geschlossene 
Linie auf F,, so zeigt es sich, da® zugleich der korrespondierende Punkt 
P, auf F, eine geschlossene Bahn beschreibt. Wird nimlich mit L, die 
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vom Punkte P, beschriebene geschlossene Linie bezeichnet, mit L, die 
korrespondierende vom Punkte P, beschriebene Linie, so ist es, weil F, 
einfach zusammenhingend ist, médglich, durch stetige Deformation die 
geschlossene Linie LZ, auf den Ausgangspunkt zusammenzuschniiren, wobei 
sich die Linie Z, auf eine Linie reduzieren muB, welche in ihrer ganzen 
Ausdehnung die niichste Umgebung ihres Ausgangspunktes nicht verlassen 
kann und folglich ebenfalls geschlossen sein muB. Nun ist es aber 
offenbar nicht méglich, dab die Linie ZL, bei der erwihnten stetigen 
Deformation in eine geschlossene Linie iibergeht, wenn sie nicht von 
vornherein auf F, geschlossen war. Es entspricht also der geschlossenen 
Linie L, auf F, stets eine geschlossene Linie L, auf F,. Ebenso er- 
kennen wir, daB auch umgekebrt jeder geschlossenen Linie L, auf F, 
eine geschlossene Linie L, auf F, entspricht. Diese beiden Tatsachen 
zusammen driicken die Identitiit der beiden Flichen F, und F, aus, die 
wir beweisen wollten. 

Das Wesentliche ist, daB die Riemannsche Fliche F, in einer von 
dem Uniformisierungsprobleme véllig losgelésten Form rein durch Eigen- 
schaften der Analysis situs erkliirt werden kann. 

Wir kénnen jetzt von dem Uniformisierungsprobleme 1a folgendes 
topologische Problem als ein Problem fiir sich abtrennen. 

Problem 1a“: Uber der Riemannschen Fliche F soll eine andere 
relativ zu F unverzweigte einfach zusammenhingende Fliche , kon- 
struiert werden. 

Nachdem dieses Problem gelést ist, bleibt nur noch der Nachweis 
zu fiihren, dab es méglich ist, die Flache ®» umkehrbar eindeutig und 
konform auf die schlichte Fliche einer Halbebene (exkl. deren Begrenzung) 
abzubilden; denn diese Eigenschaft besitzt die Funktion ¢(z,y) in bezug 
auf die Fliche F,, und es ist diese Higenschaft fiir die Funktion ¢(z,y) 
vollig charakteristisch; es hingen niimlich je zwei Funktionen, welche 
die Fliche F, umkehrbar eindeutig und konform auf eine Halbebene ab- 
bilden, durch eine lineare Transformation zusammen, wie durch eine ein- 
fache Uberlegung sofort erkannt wird. Vgl. pag. 181. 

Wir formulieren also als zweites Problem das folgende: 

Problem la®: Die eimfach zusammenhingende Fliche , soll um- 
kehrbar eindeutig und konform auf die schlicht zu denkende Flache einer 
Halbebene abgebildet werden. 

Das Problem 1b laBt sich auf Grund einer der vorangehenden ana- 
logen Uberlegung folgendermaBen in zwei Teilprobleme zerlegen. 

Problem 1b“: Uber der Riemannschen Flache F' soll eine einfach 
zusammenhingende Riemannsche Fliche ; konstruiert werden, welche 
abgesehen von den Punkten a,,---,a, an allen Punkten der Fliche F 
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dieselbe topologische Beschaffenheit wie J’ selbst hat, wiihrend sie an den 
ausgeschlossenen Stellen relative Windungspunkte hat, in welchen bezw. 
immer je /,,---, 1, Blatter zusammenhingen. Jeder dieser Windungs- 
punkte ist dabei, wenn er von endlicher Ordnung ist, als innerer Punkt 
der Fliche ©}, wenn er von unendlich hoher Ordnung ist, als Grenz- 
punkt der Fliche ®, zu betrachten. 

Problem 1b®: Es soll die Fliche %; (exkl. deren etwa vorhandene 
von Windungspunkten unendlich hoher Ordnung gebildete Grenzpunkte) 
umkehrbar eindeutig und konform auf die Fliche einer schlichten Halb- 
ebene (exkl. deren Begrenzung) abgebildet werden. 

Wie steht es mit einer analogen Zerlegung des Problems 2a in 
zwei Teilprobleme 2a und 2a? Zu der in Problem 2a gesuchten 
Funktion ¢(2,y) gehért eine gewisse iiber der Fliche F’, ausgebreitet zu 
denkende Riemannsche Fliiche, welche entsprechend der Form des Werte- 
bereichs 7 in zwei zueinander symmetrische einfach zusammenhingende 
Hilften zerfillt. Die einzelne Hilfte ®,-) ist folgenden charakteristischen 
Bedingungen gemaB zu konstruieren. 

Problem 2a: Es soll tiber der Fliiche [F,| (das ist, je nachdem 
die Fliche F, durch die Realitiitsziige in zwei zueinander symmetrische 
Hilften zerlegt wird oder ein Ganzes bleibt, die eine Hialfte von F, oder 
die durch die Realitiitsziige begrenzt zu denkende Fliche F, selbst) 
eine relativ zu [F,] unverzweigte, iiber die Begrenzung von [F] sich nicht 
hinwegstreckende, einfach zusammenhingende Riemannsche Fliache 9.) kon- 
struiert werden, welche an jeder Stelle von [/,] in allen ihren Blittern 
denselben topologischen Charakter wie [/’,| selbst besitzt. 

Weiter handelt es sich um die Lésung des folgenden Abbildungs- 
problems. 

Problem 2a”: Es soll die Fliche %-j umkehrbar eindeutig und 
konform auf die Fliche einer schlichten Halbebene abgebildet werden 
und gezeigt werden, daB bei dieser Abbildung jeder Begrenzungslinie 
von ®,) in regulir-analytischer Weise ein Stiick der die Halbebene 
begrenzenden Geraden entspricht. 

Der zuletzt geforderte Nachweis ist wesentlich, damit geschlossen 
werden kann, daB die Funktion, welche die konforme Abbildung der 
Fliche ®~) auf die Halbebene vermittelt, tiber die Begrenzungslinien 
von %,) hinaus gemiS dem Symmetrieprinzip analytisch fortgesetzt 
werden kann, eine Higenschaft, die ja in der Tat der gesuchten Funk- 
tion ¢(2, y) zukommen soll. 

Fiir das Problem 2b erhalten wir schlieBlich folgende beiden Teil- 
probleme 2b und 2b®), 

Problem 2b: Es soll tiber der Fliche [F] eine iiber die Be- 


Mathematische Annalen. LXVII. 13 











194 Pavt Koess. 


grenzung von [F] sich nicht hinweg erstreckende einfach zusammen- 
hiingende Fliche (-) konstruiert werden, welche, abgesehen von den 
Punkten a,,---,@,, @,, «,',---,@,,«,', soweit dieselben in [F,] liegen*), an 
allen Punkten denselben topologischen Charakter wie [/'] selbst besitzt. 
An den erwihnten ausgeschlossenen Punkten soll die Fliche ®;, in 
allen Blittern Windungspunkte haben, und zwar sollen an jeder dieser 
Stellen immer so viel Blatter zusammenhiingen, als die der betreffenden 
Stelle zugeordnete Verzweigungszahl / bezw. 4 vorschreibt. Diejenigen 
Punkte der Fliche +), welche Windungspunkte endlicher Ordnung 
sind, sind dabei als innere Punkte der Fliche zu betrachten, wiihrend 
die etwa vorhandenen Windungspunkte unendlich hoher Ordnung als 
Grenzpunkte der Fliche anzusehen sind. 

Problem 2b: Es soll die Fliche %-) umkehrbar eindeutig und 
konform auf die Fiiiche einer schlichten Halbebene abgebildet werden 
und gezeigt werden, daB bei dieser Abbildung jeder Begrenzungslinie 
von +) in regular analytischer Weise ein bestimmtes Stiick der die 
Halbebene begrenzenden Geraden entspricht. 


E, Il. Lésung der Analysis-situs- Probleme. 


Nachdem wir im Vorhergehenden jedes der zu lésenden Finzelprobleme 
la, 1b, 2a, 2b in ein Problem der Analysis situs und ein Problem der 
konformen Abbildung zerlegt haben, gehen wir nunmehr an die wirkliche 
Erledigung der vier genannten Probleme und beginnen mit der Erledigung 
der vier Analysis-situs-Probleme la, 1b, 2a, 2b®, die wir der Reihe 
nach behandeln. 

Erledigung des Problems 1a (Komnstruktion der einfach zusammen- 
hiingenden Uberlagerungsfliche ®,). Wir haben bei diesem Problem p>2 
vorauszusetzen (vgl. die Problemstellung pag. 188). Auf der Riemannschen 
Fliche F denken wir uns p die Fliche nicht zerstiickende Riickkehr- 
schnittpaare gezogen in der Weise, wie man dies in der Theorie der 
algebraischen Funktionen und ihrer Integrale zu tun pflegt. Darauf lassen 
wir die p Riickkehrschnittpaare sich in der Weise deformieren, daB ihre 
p Kreuzungspunkte schlieBlich nach einem und demselben Punkte O der 
Fliche F’ zusammenriicken. Auf diese Weise entsteht aus der Fliche F 


*) Der Fall, daB die genannten Verzweigungspunkte nicht siimtlich in [F’] liegen, 
tritt dann und nur dann ein, wenn die Fliche [F | orthosymmetrisch ist und wenn 
das System der Realititsziige mit dem System der Symmetrielinien identisch ist, so 
daB sich selbst entsprechende Verzweigungspunkte iiberhaupt nicht vorkommen, wih- 
rend von den paarweise einander entsprechenden Verzweigungspunkten aus jedem Paar 
einer der einen, der andere der anderen Hiilfte von F’, angehirt. 
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eine einfach zusammenhiingende Flache F,, deren vollstindige Begrenzungs- 
linie in 4p (> 8) Stiicke (Begrenzungsseiten) zerfallt, deren jedes einzelne 
von 0 zu O lauft und genau einem vollstindigen Riickkehrschnitt ent- 
spricht. Die 4p Punkte 0, zu welchen man bei Durchlaufung der voll. 
stindigen Begrenzung von F, gelangt, werden wir zweckmiiBig als die 
Eckpunkte der Begrenzung von F, bezeichnen. Den an einen Eckpunkt 
von F, anstoBenden Fiichenteil von F, wollen wir als einen Zipfel von 
F,, bezeichnen. Die Filiche F, hat demnach im ganzen 4p Zipfel. 
Unsere Absicht ist, die Fliche ®, als Grenze 


®; = lim &” 


zu konstruieren, wobei mit ©) eine Fliiche von folgenden Eigenschaften 
bezeichnet wird: 

Die Fliche ©” ist eine einfach zusammenhingende Riemannsche 
Fliche, welche wir uns tiber F ausgebreitet vorzustellen haben. Diese 
Flache besitzt, relativ zu F, keine Windungspunkte und ist relativ za F 
endlich-vielblattrig. Durchliuft man die vollstindige Begrenzung von 0), 
so kann man wie bei F, Seiten und Eckpunkte, unterscheiden. Jeder 
einzelne Eckpunkt koinzidiert der Lage nach mit dem Punkte O der 
Fliche F. Jede einzelne Seite fihrt von einem Eckpunkte O zum 
nichsten Eckpunkte und zwar koinzidiert sie nach Lage und Verlauf mit 
einer vollstindigen Seite von F, (Riickkehrschnitt auf F’). Aus den ge- 
nannten Eigenschaften der Fliche ©”) ergibt sich, daB man sich dieselbe 
gewissermafen durch Zusammenheftung von endlich vielen Exemplaren F, 
entstanden denken kann; die relative Blatterzahl der Fliche ) ist gleich 
der Anzahl der zur Bildung von  beniitzten Exemplare F). 

Fassen wir einen einzelnen Eckpunkt O von ” ins Auge, so wird 
der an diesen Eckpunkt anstoBende Fliichenteil von aus einer be- 
stimmten erdlichen Anzahl von F,-Zipfeln gebildet sein. Wir kénnen 
dementsprechend einzipfelige und mehrzipfelige Eckpunkte von ©) unter- 
scheiden. Wir wollen nun der Fliche ©” noch folgende weitere wesentliche 
Eigenschaft zuschreiben: die Fliche ”) besitze auBer einzipfeligen Eck- 
punkten nur noch zweizipfelige Eckpunkte, aber keinen Eckpunkt, der 
aus mehr als zwei F,-Zipfeln gebildet ist. Diese Bedingung wollen wir 
die Eckpunktsbedingung nennen. 

Die Flache F, ist eine Fliche, welche alle fiir die Flachen 0) an- 
gegebenen Eigenschaften besitzt. Wir kénnen daher 

oO = F, 
wiahlen. 

Die Hauptsache ist jetzt, ein Relwrsionsprinzip anzugeben, welches 
lehrt, aus der Fliche ©” die Fliche ®**+» zu finden. 

13* 
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Wir bezeichnen dazu mit s, die Anzahl der Seiten von ®”. Man 
hefte an jede der s, Seiten von ®” je ein Neuexemplar F,. Dadurch 
geht die Fliche ©” iiber in eine Fliche pm, deren Eckpunkte 0, soweit 
sie bereits Eckpunkte von ®”) waren, (kritische Eckpunkte von g), in 
dreizipfelige und vierzipfelige Eckpunkte zerfallen. Die Fliche gp” kann 
daher noch nicht als Fliche ®”*+» genommen werden, weil die Eckpunkts- 
bedingung verletzt ist. Man kann nun aber durch Anheftung noch weiterer 
Exemplare F, von der Flaiche g® zu einer Fiiche g” iibergehen, fiir 
welche jeder hritische Eckpunkt von ) ein innerer Punkt ist. Um einen 
einzelnen der kritischen Eckpunkte zu beseitigen, benétigt man, je nach- 
dem derselbe ein dreizipfeliger oder ein vierzipfeliger Eckpunkt ist, 4 —3 
oder 4p — 4 Neuexemplare, deren jedes einzelne einen und nur einen 
Zipfel hergibt, um aus dem betreffenden kritischen Eckpunkte einen 
inneren Punkt O zu machen, an welchem sich die hernach entstandene 
Fliche gm” topologisch genau ebenso verhalt wie die Fliche F im Punkte 
O. Jedes der 4p —3 bezw. 4p —4 Zusatzexemplare ist mit zwei und 
nur zwei aufeinander folgenden seiner Seiten geheftet. Die Flaiche g’ ist 
wieder eine einfach zusammenhiingende Fliche, und, wie leicht zu sehen, 
ist jetzt die Eckpunktsbedingung erfillt. 

Wir kénnen daher die Fliche g”” als Fliche ®”*" nehmen. 

Fiir spiitere Zwecke ist es von Wichtigkeit, die Anzahl FE, der zur 
Bildung der Fliiche ©” bentitzten Exemplare F, abzuschiitzen. Es kommt 
uns dabei nicht darauf an, die Abschiitzung méglichst genau zu geben. 
Das Wesentliche fiir spiiter ist vielmehr nur dieses, daB die GréBe E,, 
als Funktion des Index v betrachtet, mit einer Exponentialfunktion ver- 
glichen wird. 

Aus der Art und Weise, wie die Flache ®°*+ aus ©”) gebildet 
worden ist, ergibt sich, daB die Anzahl der dabei neu hinzugekommenen 
Exemplare F,, gréBer ist als s,+ s,(4p—4)=s,(4p—3). Folglich ist auch 

Ea Po 8, (4p — $3). 
Nun bietet jedes der neu hinzugekommenen Exemplare entweder 4p — 3 
oder 4p—2 ungeheftete Seiten dar, welche mithin Begrenzungsseiten 
von ®°+ werden. D. h. fiir die Anzahl s,,, der Begrenzungsseiten 
von ®**» ergibt sich 

S,41 > 8,(4p—3)* [vy =, 1,2,---]. 


Daraus folgt mit Riicksicht auf s,— 4p die Abschitzungsforme! 


8, > 4p (4p —3)*”. 
Nun war 


Eyas > 8,(4p— 3), 
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E, 41 > 4p (4p— 8)°"+?, 
also 
E,>4p(4p—3)?*-' [y= 1,2,3,---]. 

Erledigung des Problems 1b") (Konstruktion der einfach zusammen- 
hiingenden Uberlagerungsfliche 9’). Die za konstruierende einfach zu- 
sammenhiingende Uberlagerungsfliche soll relativ zu F Windungspunkte 
haben, nimlich die auf der Fliiche F' mit a,, a,,---, a, bezeichneten Punkte. 
Die Anzahl der im Punkte a, [«=—1,---,n] jedesmal zusammenhingenden 
Blatter wird durch die Zahl 1, angegeben, welche endlich oder unendlich 
sein kann. 

Wir betrachten zuniichst den Fall p = 0. 

Konstruktion der Fliche Oy im Falle p=. In diesem Falle haben 
wir vorauszusetzen (vgl. die Problemstellung pag. 189), dab »>4 ist und 
da8 im Falle n=4 nicht alle Zahlen / gleich zwei sind. Auf der Fliiche F 
wahlen wir einen beliebigen Punkt 0, welcher jedoch von den Punkten 
@,,@,°**,4@, verschieden ist. Wir ziehen von O aus m Linien C,,(,,---, C,, 
von welchen die Linie C, [«=1,---,m] den Punkt O mit a, verbindet. 
Die Linien C sollen ferner so gewihlt sein, daB keine zwei derselben 
auBer dem Punkte O noch einen anderen Punkt gemeinschaftlich haben. 
Die geschlossene Fliche F' ist dadurch in eine einfach zusammenhingende 
Fliche F, verwandelt, deren vollstindige Begrenzung 2m Seiten und eben- 
soviel Eckpunkte unterscheiden lift. Die einzelne Seite fallt der Lage 
und dem Verlaufe nach mit einer vollstiindigen Linie C zusammen. Die 
Eckpunkte sind entweder O-Eckpunkte oder a-Eckpunkte, je nachdem 
sie der Lage nach mit dem Punkte O oder mit einem Punkte a, auf 
F koinzidieren. Den an einen Eckpunkt der Flache F anstoBenden 
Flichenteil von F, wollen wir, wie oben, als einen Zipfel bezeichnen, 
wobei wir nun O-Zipfel und a-Zipfel zu unterscheiden haben. 

Unsere Absicht ist, die Fliche > als Grenze 

®, = lim o 


rT=@ 


herzustellen. 

Diesmal wird mit ®” eine Fliche von folgenden Eigenschaften be- 
zeichnet: 

Die Fliche © ist eine endlich-vielbliattrige einfach zusammenhiingende 
Riemannsche Flache, welche wir uns tiber F ausgebreitet zu denken haben. 
An jedem von a,,---, 4a, verschiedenen inneren Punkte der Fliche ” be- 
sitzt die Fliche © dieselbe topologische Beschaffenheit wie die zugrunde- 
liegende Flaiche F. An jedem inneren Punkte der Fliche ) jedoch, 
welcher mit einem Punkte a, (/, endlich) koinzidiert, besitzt die Fliche &” 
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einen relativen Windungspunkt der Ordnung (/,—1). Ein Punkt a, 
schlieBlich, fiir welchen /, unendlich ist, kommt itiberhaupt nicht als 
innerer Punkt, sondern nur als Grenzpunkt der Fliiche ©” vor. Die 
Begrenzung der Fliche ) zerfillt in endlich viele Stiicke (Begrenzungs- 
seiten), deren einzelnes seinem Verlaufe nach mit einer vollstiindigen 
Linie C koinzidiert. Entsprechend unterscheiden wir auf der Begrenzung 
der Fliiche ©” eine mit der Anzahl der Seiten iibereinstimmende Anzahl 
von Eckpunkten. Der einzelne Eckpunkt ist entweder ein O-Echkpunkt 
oder ein a-Eckpunkt. Durchliuft man die vollstindige Begrenzung von ©), 
so begegnet man alwechselnd Eckpunkten O und a. Fassen wir einen 
einzelnen Eckpunkt ins Auge, so kénnen wir, gleichgiiltig ob derselbe 
ein O-Eckpunkt oder ein a-Eckpunkt ist, die Anzahl der in diesem 
Eckpunkte zusammenstoBenden F,-Zipfel zaihlen (bei einem a-Eckpunkte 
ist die Anzah! der zusammenstoBenden F,-Zipfel offenbar gleich derjenigen 
ganzen Zahl, mit welcher 2a zu multiplizieren ist, um den in dem be- 
treffenden Eckpunkte von den zusammenstoBenden Begrenzungsseiten ge- 
bildeten Winkel zu erhalten). Die Fliche ®” geniige nun folgender 
weiteren Bedingung (Eckpunktsbedingung): jeder Eckpunkt O ist entweder 
einzipfelig oder zweizipfelig; ebenso ist jeder Eckpunkt a,, fiir welchen 
1, >3 und endlich ist, entweder einzipfelig oder zweizipfelig; jeder Eck- 
punkt a, hingegen, fiir welchen /, = 2 ist, ist einzipfelig; jeder Eckpunkt 
a, schlieBlich, fiir welchen 1, = co ist, ist endlich-vielzipfelig, im iibrigen 
aber beliebig-vielzipfelig. 

Die Fliche F,, selbst besitzt alle Eigenschaften, welche die F lichen 
©”) besitzen sollen. Wir kénnen daher 

o — F, 
wahlen. Es ist nur noch erforderlich, ein Rekursionsprinzip zur Bildung 
von ®*+» aus ©” anzugeben. 

Jeden Eckpunkt a, von ”, fiir welchen /, endlich ist, verwandeln 
wir, je nachdem dieser Eckpunkt ein- oder zwei-zipfelig ist, durch An- 
fiigung von (/,—1) oder (/,—2) Exemplaren F, in einen inneren Eck- 
punkt. Jeden Eckpunkt a,, fiir welchen /, unendlich ist, verwandeln wir 
durch Anfiigung je eines Exemplares FP, an jede der beiden im Eckpunkte 
zusammenstoBenden Begrenzungsseiten in einen neuen Eckpunkt a, mit 
einer um zwei vermehrten Zahl der Zipfel. Die Ausfiihrung der genannten 
Operationen bietet keine Schwierigkeiten dar, weil niemals zwei a-Eck- 
punkte unmittelbar aufeinanderfolgen, sondern stets ein Eckpunkt 0 
dazwischen liegt. Nach Ausfiihrung der genannten Operationen ist aus 
der Fliiche ©” eine Fliche m” geworden, welche in simtlichen O-Eck- 
punkten, die bereits Eckpunkte von ©” waren, die Eckpunktsbedingung 
verletzt, im iibrigen aber alle von der Fliche ®*+” zu verlangenden 
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Eigenschaften hat. Die erwihnten O-Eckpunkte, als Eckpunkte von 
betrachtet, zerfallen in dreizipfelige und vierzipfelige Eckpunkte. Jeden 
dieser Eckpunkte kénnen wir daher durch Hinzufiigung von n — 3 bezw. 
n—4 Neuexemplaren F, in einen inneren Punkt O verwandeln. (Ist n 
gerade gleich vier, also n—4—0, so wiirde bei einem vierzipfeligen 
Eckpunkt die Hinzufiigung eines neuen Exemplares F, tiberhaupt nicht 
erforderlich sein, sondern lediglich eine Zusammenheftung zweier Seiten 
von g”) vorzunehmen sein, um den betreffenden Eckpunkt O zu einem 
inneren Punkte zu machen.) 

Die Flaiche gp’, welche wir auf diese Weise aus ”) gewonnen haben, 
ist wieder einfach zusammenhingend und besitzt offenbar lauter ein- oder 
zweizipfelige Eckpunkte O bezw. a, (mit endlichem /,). Es braucht 
jedoch die Eckpunktsbedingung fiir die Fliiche om noch nicht vollstindig 
erfillt zu sein, insofern als pm” auch zweizipfelige Eckpunkte a,, fiir die 
1, = 2 ist, haben kann. Man kann aber jeden derartigen Eckpunkt sofort 
beseitigen, indem man die beiden in dem betreffenden Eckpunkte zusam- 
menstoBenden Begrenzungsseiten von g”” einfach zusammenheftet, wodurch 
der betreffende Eckpunkt in einen inneren Punkt a, verwandelt wird, 
wihrend gleichzeitig die beiden durch a, getrennten O-Eckpunkte von 
gy” za einem neuen und zwar zweizipfeligen Eckpunkte O zusammen- 
treten; die beiden zusammentretenden Eckpunkte sind nimlich, wie man 
sich leicht iiberzeugt, sicher einzipfelige Eckpunkte von gp. 

Die auf diese Weise aus gp” durch den geschilderten (nur unter 
Umstiinden vorzunehmenden) HeftungsprozeB ohne Hinzufiigung neuer 
Exemplare F,, entstandene Fliche kénnen wir nun mit +” bezeichnen, 
da sie alle verlangten Eigenschaften besitzt. 

Fiir spiiter ist es wiederum von Wichtigkeit, eine Abschdtzwngsformel 
fiir die Anzahl E, der zur Bildung von ®” im ganzen bentitzten Exem- 
plare F, zu haben. Die Abschiitzung geschieht wieder durch eine Ez- 
ponentialfunktion von v. 

Aus dem Umstande, daB auf der Begrenzung von ) Eckpunkte O 
und a sich stets abwechselnd folgen, schlieBen wir, daB die Anzahl der 

8, 


a-Eckpunkte gleich z ist. Beim Ubergange von ”) zu gy”) werden dem- 


nach mindestens > Neuexemplare F, gebraucht. Beim Ubergange von 
zu go’ werden mindestens . (n—4) Neuexemplare gebraucht. Im ganzen 
werden also zur Bildung von +" aus ) mindestens : (n—3) Neu- 


exemplare F, bendtigt; d. h. es ist: 


E,,, > (n—3). 
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Betrachten wir nur ein einzelnes dieser hinzugekommenen Exemplare, 
so erkennen wir bald, dab keines derselben, als Exemplar von ®”*” auf- 
gefaBt, mit mehr als sechs Seiten geheftet ist (dabei sind auch die beim 
Ubergange von g®” zu + ey. vorzunehmenden Heftungen in Rechnung 
gezogen). Demnach ergibt sich, weil jedes Exemplar F, 2n Seiten hat 


8,4, > (n—3) (2n—6). 
Daraus folgt durch Rekursion auf 0 = F, 


s, > 2n (“—* —— 


» 


und demnach 

E, 1 > (n—3)*"*!, 
mithin 

E, > n(n —3)?*-*. 

Wird »=—4 angenommen, in welchem Falle wir zugleich voraus- 
setzen, daB nicht alle / gleich 2 sind, so ist »—3—=1 und die vor- 
stehende Abschiitzungsformel wird fiir unsere Zweeke unbrauchbar. Wir 
miissen also eine diesem Falle entsprechende schirfere Abschatzung vor- 
nehmen, um eine Vergleichung der Funktion FE, mit einer Exponential- 
funktion za gewinnen. Der Nachweis muB sich dabei wesentlich auf die 
Tatsache des Vorkommens mindestens eines Punktes a, mit einer Ver- 
zweigungszahl |, >2 griinden, weil im Falle /, =/, =1, =1, = 2 (elliptisches 
Integral erster Art) die Anzahl EF, bekanntlich wesentlich durch die 
Funktion v* dargestellt wird, also sicher nicht mit einer Exponential- 
funktion vergleichbar ist. 

Wir bezeichnen mit r,,, die Anzahl derjenigen a-Eckpunkte auf der 
Begrenzung von "+", fiir welche die zugehérende Zahl / gréBer ist 
als 2. Beim Ubergange von ©”) zu g” werden, wie wir bereits oben 
feststellten, mindestens z Neuexemplare F, bendtigt. Ein einzelnes dieser 
Exemplare kann, als Exemplar von 0+) betrachtet, héchstens mit sechs 
seiner acht im ganzen vorhandenen Begrenzungsseiten geheftet sein. Tritt 
dies bei einem Exemplare wirklich ein, so liefert dasselbe Exemplar, wie 
man sich sofort iiberzeugt, fiir die Fliche ®”*" notwendig einen ein- 
zipfeligen a-Eckpunkt, fiir welchen / gréBer als 2 ist. Es ergibt sich also 


& ¢ 
S41 TT 41> 9 3. 


Gehen wir nun zur Bildung von ** iiber, so kénnen wir jetzt 
die t,,, vorhandenen einzipfeligen a-Eckpunkte mit von 2 verschie- 
denem / beriicksichtigen und finden, dab die Anzahl der beim Ubergange 
von &°+ zu g’*, also auch zu ”** neuzubeniitzenden Exemplare F, 
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gréBer ist als * > +1,41- Von diesen Exemplaren liefert jedes sicher 


mindestens 2n —6—2 Begrenzungsseiten von +, Wir bekommen also 


s§ 
oy 42 > S44 + 2t, 41 > 8,41 + Ty41 > ; , 3, 
mithin 
3 
8,49 > 8° 2? 
also 


v 


3 
%, > 8-(4) 
Nun ist E,,,, gréBer als die Anzahl der bei der Bildung von O@*+» 


aus O°”) bentitzten Neuexemplare F,, also ist E,,,,> ee folglich 
, 3\" 
By 41 > 4 ; (=) : 
Wegen 


. E,, > Fy) = Bay esyas 
ist daher 


v—-1 


B,>4- (3) 


Konstruktion der Fléche %; fiir p>O. Die Erledigung dieser Auf- 
gabe wird uns nach dem Vorhergehenden keine erhebliche Schwierigkeit 
darbieten. Die Riemannsche Fliche F denken wir uns wie im Falle des 
Problems la” durch p Riickkehrscbnittpaare kanonisch zerschnitten und 
die p Kreuzungspunkte nach einem Punkte 0 zusammengezogen, der 
von den Punkten a,,a,,- --, a, verschieden ist. Die Riickkehrschnitte sind 
so zu ziehen, daB keiner derselben einen der Punkte a trifft. Wir ver- 
binden jetzt den Punkt O auch noch mit den Punkten a,,a,,---, a, 
dureh n» Ziige C,, C,,---,C,, deren jeder einzelne in O beginnt und 
in dem betreffenden Punkte a endigt. Die Ziige C sollen sich gegen- 
seitig nicht treffen auBer im Punkte 0, desgleichen sollen sie keinen 
der vorher gezogenen Riickkehrschnitte treffen. Die auf diese Weise aus 
F entstandene einfach zusammenhingende Fiche mit 4p +2” Begrenzungs- 
seiten bezeichnen wir wiederum mit F,. Durchliuft man die vollstandige 
Begrenzung von F,, so liegt jeder Eckpunkt a zwischen zwei Eck- 
punkten O. Es kommt jedoch vor, dab zwei oder mehr Eckpunkte O auf- 
einander folgen. 

Wir setzen wieder in der Absicht, ®; als Grenze 

®; = lim o) 


v=o 


zu konstruieren, 
o — Fy. 
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Die Flichen ©”) werden rekwrrent gefunden. Die zu verlangenden Eigen- 
schaften der einzelnen Fliche ©” sind im wesentlichen dieselben wie die 
bei der Bildung von ®; im Falle p =O formulierten. Als Begrenzungs- 
seiten von ¢) treten jetzt selbstverstindlich nicht nur Seiten C, wie im 
Falle p= 0, auf, sondern auch Seiten, welche ihrem Verlaufe nach mit 
einem Riickkehrschnitte koinzidieren. Auch gilt nicht mehr die im Falle 
p = 0 gemachte Bemerkung, daB man bei Durchlaufung der vollstaindigen 
Begrenzung von ®”) abwechselnd Punkten a und 0 begegnet. Es bleibt 
jedoch soviel richtig, dab jeder Eckpunkt a zwischen zwei Eckpunkten 
O liegt. Das ist aber auch das fiir die Wiederanwendbarkeit des oben 
im Falle p = 0 formulierten Rekursionsprinzips allein Wesentliche. 

Die Vergleichung der Funktion EZ, mit einer Exponentialfunktion voll- 
zieht sich jetzt folgendermaBen. 

Da jeder a-Eckpunkt zwischen zwei O-Eckpunkten liegt, so ist 


die Anzahl der O-Eckpunkte von ©”) mindestens gleich <- Nun 
werden beim Ubergange von @”) zu @” an jedem einzelnen dieser O- 
Eckpunkte von ®” mindestens (4p + m— 4) Neuexemplare F, bendtigt, 
deren einzelnes, als Exemplar von g”) betrachtet, mit genau zwei Seiten 
geheftet ist. Beim Ubergange von g”’ zu +") kénnte es jedoch sein, 
daB noch zwei weitere Seiten geheftet werden miissen (um die Eckpunkts- 
bedingung za erfillen), sodaB nur (4p + 2n— 4) ungeheftete Seiten 
bleiben. Es ergibt sich also fiir s,,, folgende Abschiitzungsformel 


v+l1 
841 > 7 (4p+n—4) (dp + 2n—4) = 5,(4p+n—4) (2p+n—2), 


eine Formel, welche im Falle p= 1, » = 1 fiir unsere Zwecke ungeeignet 
wird. In diesem Ausnahmefalle ist jedoch zu bemerken, daB beim Uber- 
gange von g” zu ®**+" unmédglich bei einem und demselben Exemplare 
F, zwei Heftengen vorzunehmen sind, weil dies voraussetzt, dab das be- 
treffende Exemplar mindestens zwei verschiedene a-Eckpunkte aufweist, 
wihrend doch im betrachteten Falle das einzelne Exemplar F, nur einen 
a-Eckpunkt besitzt. Wir finden also in dem betrachteten Spezialfalle 
folgende schiirfere Abschiitzungsformel 
a < (4p +n—4) (4p+2n—3) = < - 3. 
Ks ergibt sich nun durch Rekursion 


8, > (4p + 2n) [(4p + m — 4) (4p + 2n — 4)P 
bezw. bei p=1, n=1 
s, >6+(5): 


Daraus ergibt sich 
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E,> (2p +n) (4p +n— 4) (2p+n-— 2)]'-* 


bezw. 


z,>3-(3)"" 


Erledigung des Problems 2a. (Konstruktion der Fliiche ®,, 5). Die 
Flache [F,| besitzt eine endliche Anzahl von Begrenzungslinien und eine be- 
stimmte endliche Ordnung des Zusammenhanges. Ist Q+1 die Ordnungs- 
zahl des Zusammenhanges, so lassen sich nach bekannten Prinzipien der 
Analysis situs Q voneinander getrennte Querschnitte konstruieren, durch 
deren Vermittlung die Fliche [F,] in eine einfach zusammenhingende 
Fliche [F,| verwandelt wird. Jeder einzelne der Querschnitte verbindet 
zwei voneinander verschiedene Begrenzungspunkte von [| miteinander 
und liefert fiir die vollstiindige Begrenzung von [F,] zwei verschiedene 
der Lage nach koinzidierende Begrenzungsseiten (Querschnittseiten). Durch- 
liuft man die vollstindige Begrenzung von [F,], so begegnet man ab- 
wechselnd Stiicken auf den Realititsziigen und Querschnittseiten. 

Die gesuchte Fliche ,,., bauen wir nun aus lauter Exemplaren [4] 
auf, indem wir sie als Grenze 


® 


[Fs] 


= lim [0] 
konstruieren. Wir wihlen 

[o] = []. 
Die Fliche [©] lassen wir aus [0] dadurch entstehen, daB wir an 
jede Querschnittseite von [®] ein neues Exemplar [F,] ansetzen. Die 
Fliche [®®] lassen wir aus [%] entstehen, indem wir an jede Quer- 
schnittseite von [®”] ein Neuexemplar [F,] ansetzen und so fort in 
infinitum. Es ist klar, daB das Verfahren wirklich ohne Ende fortsetzbar 
ist, so dab die Fliiche 9, yr, Stets unendlich-vielblittrig wird, es sei denn, 
daB die Verwandlung der Fliche [¥| in die einfach zusammenhiingende 
Fliche [F,] keinen einzigen Querschnitt erfordert. Das letztere tritt dann 
und nur dann ein, wenn die Fliche [F| selbst bereits einfach zusammen- 
hiingend ist. Ist aber [F,] einfach zusammenhingend, so kann nur ein 
einziger Realitiitszug vorhanden sein und es ergibt sich sofort, daB die 
Fliche F’, vom Geschlecht Null ist. 

Wird dann F, in der Form der schlichten z-Ebene angenommen, so 
haben wir entweder den Fall, in welchem die ganze Achse des Reellen 
oder den Fall, in welchem nur ein Stiick 2, --- 2, der Achse des Reellen, 
welches ganz im Endlichen liegen oder sich durchs Unendliche hindurch 
erstrecken kann, als Realitiitszug gegeben ist. Im ersten Falle ist die ge- 
suchte Funktion ¢(x) eine reelle lineare Funktion von z selbst, im zweiten 


, : ” ‘i , 2—« y/2—2 
Falle eine reelle lineare Funktion von V2 rs bezw. 7 = . 
— <<) a 
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Erledigung des Problems 2b™. (Konstruktion der Fléche Oy). Wir 
denken uns die vorher erwihnten Q Querschnitte so gezogen, daB sie 
keinen der gegebenen relativen Windungspunkte a,,---,@,, 0, 0,', ---, @,,¢," 
(soweit diese Punkte iiberhaupt innerhalb [F,] liegen), trifft. Darauf 
denken wir uns von diesen Windungspunkten aus, soweit sie innerhalb 
[F,] liegen, je einen Einschnitt nach einem Punkte auf einem der Realitiits- 
ziige (d. i. auf der Begrenzung von [F,]) so gezogen, daB keiner dieser 
Einschnitte einen anderen oder einen der vorher gezogenen @ Querschnitte 
trifft. Die Fliche [F.] ist dadurch wieder in eine einfach zusammen- 
hiingende Fliche verwandelt, welche wir mit [7] bezeichnen. Die voll- 
stindige Begrenzung weist 2(Q Querschnittseiten und 2 Q’ Einschnittseiten 
auf, wenn mit Q die Anzahl der im Innern von [F’] liegenden gegebenen 
relativen Windungspunkte bezeichnet wird. 

Wir setzen 


[0] = [F)] 
und konstruieren ry) als Grenze 
Or, = lim [0]. 


Die Flaiche [®**"] bilden wir aus [%], indem wir an die Quer- 
schnittseiten von [®)] je ein Neuexemplar [/,| anheften und gleichzeitig 
jeden Begrenzungspunkt a bezw. « von [®”], dem ein endliches / 
bezw. 4 zugeordnet ist, durch Hinzunahme von / — 1 bezw. 4—1 Neu- 
exemplaren | F,] in einen inneren Windungspunkt verwandeln. Jedes der 
letzteren Exemplare ist dabei mit genau zwei auf einander folgenden 
seiner Seiten geheftet, namlich mit denjenigen beiden Einschnittseiten, 
welche von dem betreffenden Eckpunkte a bezw. « ausgehen. Bei einem 
Eckpunkte a bezw. « von [®”] mit unendlich groBem / bezw. 1 begniigen 
wir uns, an jede der beiden dort zusammenstoBenden Begrenzungsseiten 
von [®)] ein Neuexemplar | F,] anzuheften. 

Unser offenbar in infinitum anwendbares Konstruktionsprinzip fiir 
die Flichen [9] [vy =1, 2, 3,---] laBt sofort erkennen, in welchen 
Fallen die Fliche ,,, endlich-vielblittirig ausfallt. Dazu ist notwendig 
und hinreichend, daB @=0O und Q =1 ist. AuBerdem muf der einzige 
innerhalb [F| gegebene relative Windungspunkt ein endliches / bezw. 
A haben. Daraus folgt wieder, dab die Fliiche F, vom Geschlecht Null 
sein mub. 

Nehmen wir dann F, als schlichte «-Ebene an, so haben wir folgende 
zwei Fille. Erster Fall: die ganze Achse des Reellen ist Realititszug; 
zu beiden Seiten der Achse des Reellen sind zueinander symmetrisch 
zwei Windungspunkte «, @ mit der zugehérigen endlichen Verzweigungs- 
zahl 4 gegeben. Die gesuchte Funktion ¢(x) ist in diesem Falle eine 
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lineare Funktion von Vz= = Zweiter Fall: Nur ein Stiick 2, --- 2, 


der Achse des Reellen ist Realititszug, und ein (zu sich selbst sym- 
metrischer) Punkt a der Achse des Reellen, welcher nicht auf dem 
Realitatszuge liegt, ist als relativer Windungspunkt mit endlichem / ge- 
geben. Die gesuchte Funktion ¢(z) wird, wenn man sich durch eine 
reelle lineare Substitution die Punkte z,, z,, a in die Punkte 0, oo, 1 
iibergefiihrt denkt, wobei dem erwiahnten Stiick z,---2, das Stiick vom 
Nullpunkte nach dem Punkte — oo entsprechen mige, eine lineare Funktion 


V Vr—1 
von ° 
Vz+1 
E, Ill. Lésung der Abbildungsprobleme. 
(Problem la®, 1b®, 2a®, 2b). *) 


Es ist jetzt der Nachweis zu fiihren, daB es méglich ist, die in E, Il 
konstruierten unendlich-vielbliattrigen einfach zusammenhingenden Rie- 
mannschen Flaichen 9, O;, Or,, Mr, umkehrbar eindeutig und kon- 
form je auf eine schlichte Halbebene abzuhilden, wobei bei den zwei 
letztgenannten Abbildungsproblemen zugleich auch darzutun ist, daB die 
konforme Abbildung sich in reguldr analytischer Weise auf die Begrenzung 
der Flaichen ®,~ und 7, ausdehnen laiBt. Die Begrenzung der letzteren 
Flichen wird, allgemein zu reden, von unendlich vielen getrennten Ziigen 
gebildet, deren einzelner mittels unendlich oft wiederholter Durchlaufung 
eines Realitiitszuges entsteht und folglich ungeschlossen ist.**) 

Es gibt nur wenige Ausnahmefiille, in welchen die vollstindige Be- 
grenzung von ®,») bezw. Mr, nur aus endlich vielen getrennten (un- 
geschlossenen) Ziigen besteht. Diese Ausnahmefiille treten, wie die Be- 
trachtung unserer oben dargelegten Konstruktionsmethode fiir die F lichen 
MO», und O, sofort erkennen liBt, dann und nur dann ein, wenn das 
volistiindige System der Querschnittseiten und Einschnittseiten von [F,] 
entweder nur aus zwei Querschnittseiten, die von einem und demselben 
Querschnitte herriihren, oder nur von zwei Einschnittseiten, die von 
einem und demselben Einschnitte herriihren, gebildet wird. D. h.: damit 
die Fliche ®,,) nur endlich viele getrennte (ungeschlossene) Begrenzungsatige 

*) Vgl. pag. 192—194. 

**) Das Auftreten eines geschlossenen Begrenzungszuges wiirde, da ja die 
Flichen ©, yy und O,) einfach zusammenhiingend sind, zur Folge haben, daB diese 
Flichen auBer jener geschlossenen Linie keine weitere Begrenzungslinie haben kénnten 
und folglich endlich-vielblattrig sein miBten. Die Fille, in welchen Endlich-Viel- 
blattrigkeit stattfindet, kinnen wir jedoch jetzt ausschlieBen; die explizite Bestimmung 
aller dieser Fille haben wir vorher gegeben. 
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aufweist, muB entweder p=0 sein*) und die Anzahl der Realititsziige 
gleich 2 oder p=1 und die Anzahl der Realitiitsziige gleich 1 oder 2, wobei 
noch im Falle p = 1 jeder Realititszug geschlossen sein mu8. Die Anzahl 
der getrennten Begrenzungsziige von ®,, wird dann gleich 2 und die 
konforme Abbildung der Fliche 9, auf die schlichte Halbebene wird 
durch das mit einer Exponentialfunktion zusammengesetzte elliptische 
Integral erster Art geliefert. Damit die Fliche 9+) mur endlich viele ge- 
trennte (ungeschlossene) Begrenzungsziige aufweist, muB p = 0 sein und die 
Anzahl der Realitiitsziige = 1, schlieBlich die Anzahl der gegebenen rela- 
tiven Windungspunkte innerhalb [F] gleich 1, die letaterem Windungs- 
punkte zuageordnete Zahl / gleich oo. Die Anzahl der Begrenzungs- 
ziige von Mr, wird dann gerade gleich 1 und die konforme Abbildung 
der Flache 9; auf die Halbebene ist elementar durch Anwendung der 
Quadratwurzel und des Logarithmus ausfiihrbar. 

Indem wir nunmehr zur allgemeinen Behandlung der Abbildungs- 
probleme la), i1b®, 2a®, 2b®) iibergehen, findern wir die Reihenfolge 
und behandeln zunichst die Probleme 2a® und 2b® als die leichteren. 


Erledigung der Probleme 2a° und 2b°. Konforme Abbildung der 
Fliiche Oy, bezw. Or, auf die Fliche einer schlichten Halbebene. Analog 
wie man bei der konformen Abbildung einer endlich-vielblattrigen von 
endlich vielen analytischen Kurvenstiicken begrenzten einfach zusammen- 
hiingenden Flache verfihrt, suchen wir auch hier im Falle der unendlich- 
vielblittrigen Fliche %,», bezw. 7, die zu dieser Fliche gehérende 
Potentialfunktion u zu konstruieren, welche fiir diese Fliche die Rolle 
der zugehérenden Greenschen Funktion spielt. Dem Umstande ent- 
sprechend, daB die Fliche ®», bezw. ®;», als Grenze endlich-vielblittriger 
Flachen dargestellt ist, namlich 


(1) Or, = lim[O], Or, = lim[%”], 


werden wir die Greensche Funktion u als Grenze der entsprechenden 
Greenschen Funktionen der Bereiche [%], [®@],--- konstruieren. 

Im Innern des Gebiets [0] wihlen wir einen willkiirlichen Punkt O 
als Unstetigkeitspunkt der zu konstruierenden Greenschen Funktion w. 
Zu dem Bereiche [®”] gehért eine bestimmte der partiellen Differential- 
gleichurg 


07 uy 0? Uy 
7 Fat +> oy* _ 


Au 0 








geniigerde Greensche Funktion u,, welche im ganzen Innern des Gebiets 


*) p bezeichnet hier das Geschlecht der Fliche F’, bezw. der reellen Kurve (x, y). 
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[®®] eindeutig und abgesehen vom Punkte O stetig erklirt ist, im 
Punkte O (#=2,) hingegen unendlich wird wie 


log ———_ log = 


|x — 2, | 
und auf der ganzen Begrenzung von [®)] stetig in den Wert Null 
iibergeht. 
Die Entwickelung der Funktion u, an der Stelle O hat die Form 


u, = log ~ +, + (), 


wobei mit ¢, eine Konstante, mit ((0)) eine im Punkte O verschwindende 
regulare Potentialfunktion bezeichnet ist. Da [®°] ganz im Innern des 
Bereichs [®”*"] liegt, so ist die Funktion u,,,—u, im ganzen Innern 
von [| eindeutig und regular erklirt. Die von dieser Funktion auf 
der Begrenzung von [®®)] angenommenen sich stetig ‘andernden Rand- 
werte sind teils Null, teils positiv, woraus folgt, daB der Wert der 
Funktion u,,,—«, in jedem inneren Punkte von [®] positiv und von 
Null verschieden ist. Insbesondere ist also auch der Wert der Funktion 
u,,,—, an der Stelle O positiv und von Null verschieden. Dieser 
Wert ist aber, wie sich aus den Entwickelungen fiir die Funktionen 
u,,, und w, an der Stelle O ergibt, gleich c,,,—c,. Man erhilt also 


<4 <Q<°::-. 
Aus diesen Ungleichheiten ergibt sich, daB der Nachweis der Kon- 
vergenz der Reihe ¢,, ¢,,¢,,--- lediglich den Nachweis der Existenz einer 


GréBe C erfordert, welche sicher gréBer ist als alle GréBen der Reihe. 
Eine solehe GréBe laBt sich nun in der Tat angeben durch Aufstellung 
einer Majorante fir die Funktionen 

Uy << Uy <ug <<*s:. 

Dazu betrachten wir die zu dem mehrfach zusammenhiingenden 
Bereiche [7] gehérende auf der ganzen Begrenzung von [| verschwin- 
dende Greensche Funktion u,,*) mit der Unendlichkeitsstelle 0, wobei 
jetzt O als Punkt auf [/,] aufgefaBt wird. An der Unstetigkeitsstelle 
O besitzt die Funktion u,, eine Entwickelung der Form 


Urry = log — + C+ (). 


Da der Bereich [®] fiber der Flache [/,] ausgebreitet ist, so kann 
die Funktion «,r, als Funktion des Ortes auf der Fliche [®] auf- 

*) Die hier als Majorante angewandte Potentialfunktion u,,) stimmt mit der 
von mir in Note IIf angegebenen iiberein. Vgl. auch die von mir in II beniitzte 
Majorante. 
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gefabt werden. Da nun die Funktion «,, auf [F,| eindeutig erklirt ist, 
so ist sie eo ipso auch auf [®”] eindeutig erklairt. Die Anzahl der Un- 
stetigkeiten der Funktion um ,,, als Funktion auf [®”] betrachtet, ist 
jedoch nicht mehr gleich 1, sondern gleich der Anzahl der Exemplare 
| F,], welche zur Bildung der Fliche [| verwandt worden sind, das ist 
gleich der relativen Blitterzahl der Flache [®] relativ zu [F,]}. 

Auf der Begrenzung von [®”] ist die Funktion m,, stetig, teils 
Null, teils positiv, nimlich Null liings derjenigen Teile der Begrenzung von 
[>], welche mit den Realititsziigen koinzidieren, positiv lings aller 
iibrigen Begrenzungsstiicke. 

Bilden wir nun die Differenz wu, —u,, so ist diese Funktion auf 
[>] eindeutig erklirt. Auf der Begrenzung von [®”] ist sie itiberall 
stetig und zwar Null oder positiv, im Innern besitzt sie endlich viele 
Unstetigkeiten des Typus log ~ niimlich eine Unstetigkeit weniger als 
die Funktion uy, auf [®”] besitzt. Die Funktion wu») —u, ist dem- 
zufolge im ganzen Innern der Fliche [®”] positiv und von Null ver- 
schieden. Insbesondere ergibt sich im Punkte O innerhalb [0]: 

C—e,>0. 

Wir sind daher sicher, daS ein endlicher Grenzwert der GréBen 

C << <@&<--- existiert. Wir setzen 
lim ¢, =e. 

Um jetzt den Nachweis der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe 
der Funktionen u, <u, <u,<--- gegen eine Grenzfunktion zu fihren, 
schicken wir folgenden Hilfssatz voraus. 

Hilfssatz L Mit S werde ein im Innern des schlicht zu denkenden 
Einheitskreises einer Z- Ebene liegender einfach zusammenhdngender schlichter 
Bereich bezeichnet, welcher den Nullpunkt in seinem Innern enthiilt und 
dessen Begrenzungslinie s vom Nullpunkte den kiirzesten Abstand d habe 
(die Linie s kann auch Teile der Peripherie des Einheitskreises enthalten). 
Mit G werde die zum Bereiche 8 gehirende Greensche Funktion bezeichnet, 
welche im Punkte Z =O unendlich wird wie log . = log r , ferner mit 
y das konstante Glied in der Entwickelung dieser Funktion an der Nullstelle. 

Ist eine positive Grife D gemaiB der Bedingung 0 < D <1 gegeben, 
so gibt es eine Grife T <0, welche so beschaffen ist, daB fiir alle 8S, fiir 
die d< D ist, y < besteht.*)*) 


*) Der Satz ist die Umkehrung eines anderen leicht zu beweisenden Satzes, bei 
welchem von der Existenz der Grife [ <0 ausgegangen wird und auf die Gribe D 
zwischen 0 und 1 (exkl. 0 und 1) geschlossen wird. 

**) Hilfssatz I gestattet uns, den Harnackschen Satz iiber positive Potentiale, 
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Beweis: Es sei @ ein Punkt auf s, in welchem die Linie s dem 
Nullpunkte méglichst nahe kommt, so dab also |a|=d ist. Dann ist 
es méglich, vom Punkte « aus eine sich selbst nicht schneidende Linie L 
nach einem Punkte der Peripherie des Einheitskreises zu ziehen, welche 
nicht in das Innere von s eintritt. AuBer dem erwiihnten Punkte der 
Peripherie des Einheitskreises mége die Linie Z keinen weiteren Punkt 
der Peripherie enthalten. Durchlaufen wir die Linie Z umgekehrt, aus- 
gehend von dem genannten Punkte der Peripherie des Einheitskreises 
so werden wir, da |a| << D <1 ist, einmal zum ersten Male nach einem 
Punkte der Linie Z gelangen, dessen Abstand vom Nullpunkte genau die 
GréBe D hat. Es sei dies der Punkt Z=¢4. Das Stiick der Linie L, 
welches den Punkt d mit der Peripherie des Einheitskreises verbindet, 
mége mit / bezeichnet werden. Die Linie / zusammen mit der Peripherie 
des Einheitskreises begrenzt einen einfach zusammenhingenden Bereich S’, 
welcher offenbar den Bereich S vollstindig in seinem Innern enthilt. Ist 
daher G’ die zu dem Bereiche S’ gehérende Greensche Funktion, welche 
im Nullpunkte unendlich wird, so hat man innerhalb S G’>G und 
folglich, wenn mit y’ das konstante Glied in der Entwicklung der 
Funktion G’ an der Nullstelle bezeichnet wird, 

(G’—G)z-0= 7 —7 29, 
also 
yer 


Wir konstruieren nunmehr eine mehrblittrige zweifach zusammen- 
hiingende Hilfsfliche H’, welche nur noch von 6 abhingt und 8’, also 
auch S, vollstiéndig in ihrem Innern enthilt. Zu dem Zwecke schneiden 
wir aus der Riemannschen Fliche der Funktion Y~Z—0d zwei einfach 
zusammenhingende Stiicke aus, nimlich erstens das durch die Ungleichheits- 
bedingung |Z| > 1 definierte zweiblittrige kreisférmig begrenzte Flichen- 
stiick, zweitens eines der beiden durch die Ungleichheitsbedingung 


‘Z| <|6|—D 


definierten einblittrigen kreisférmigen Flichenstiicke. Die auf diese Weise 
aus der Riemannschen Fliche der Funktion YZ—0 entstandene Fliche H’ 
enthilt in der Tat S’ als Teilbereich. Wird daher mit G” die zur Fliche H’ 
gehérende, im Nullpunkte logarithmisch unendlich werdende, auf beiden 
Begrenzungslinien von H’ verschwindende Greensche Funktion bezeichnet, 


von welchem ich in friiheren Arbeiten (II, III, IV, V, VI) noch Gebrauch mache, zu 
vermeiden, was mir in gewisser Hinsicht als eine wesentliche Vervollkommnung, 
wenn auch vielleicht nicht gedankliche Vereinfachung erscheint. Man vgl. unten 
Hilfssatz II pag. 215. 


Mathematische Annalen. LXVII. 14 
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mit [ das konstante Glied in der Entwicklung der Funktion G” an der 
Stelle Z=—0, so hat man 
(G”" — G’)z=0 “ait r = y > 0, 
also 
r>y¥2y7. 
Es ist jetzt noch zu zeigen, dab 
r<0, 


oder, anders ausgedriickt, daB das konstante Glied in der Entwicklung 
der Greenschen Funktion der Fliiche H’ kleiner ist als das konstante 
Glied in der Entwicklung der Greenschen Funktion des Einheitskreises 
selbst, welch letztere Greensche Funktion ja direkt durch den Ausdruck 


log : dargestellt wird. Zu dem Zwecke bemerken wir, daB die Funktion 
G” — log : auf der ganzen Fliche H’ eindeutig und regulir erklirt ist. 


Diese Funktion nimmt ferner auf der einen Begrenzungslinie von H’ den 
Wert Null, auf der anderen den Wert — log > an, welch letzterer 
wegen J) <1 kleiner ist als Null. Daraus folgt, daB die Werte der 
Funktion G” — log : im ganzen Innern von H’ negativ und von Null 


verschieden sind; insbesondere ist also 


r = (G” — log ) eo <9 q. e. d.*) 


Zz 
Aus dem soeben bewiesenen Hilfssatze ergibt sich folgender Satz. 
Folgerung: Es sei S ein verdnderlich vorgestellter, einfach 2usammen- 

hiingender, schlichter Bereich im Innern des Einheitskreises, welcher den 

Nullpunkt enthilt. y habe in bezug auf S dieselbe Bedeutung wie oben, 

desgleichen d; es ist also y <0 und d<l. 

Ist « eine beliebig kleine von Null verschiedene positive GriBe, so gibt es 
eine andere, von Null verschiedene, negative Gripe 4, so daB fiir alle 8S, fiir 
welche die Ungleichheitsbedingung »<y <0 erfiillt ist, auch die Un- 
gleichheitsbedingung 1—d<e gilt. 

Giibe es niimlich ein solches y nicht, so wiirde das heiben: es gibt 
Bereiche S, fiir welche der kiirzeste Abstand d<1—e ist (¢ gegeben) 


*) Die Konstante [ stellt, worauf es hier allein ankommt, nur eine obere Schranke 
der Werte y dar, die zu allen méglichen Bereichen S mit einem kiirzesten Abstande 
d< D vom Nullpunkte gehiren. Die wahre obere Grenze wird vermutlich fir den- 
jenigen einfach zusammenhiingenden Bereich S’ erreicht, dessen vollstindige Be- 
grenzung von der Peripherie des Einheitskreises und der geradlinigen Verbindungs- 
strecke zwischen dem Punkte D und dem Punkte +1 dargestellt wird. 
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und fiir welche das zugehérende y der Null beliebig nahe kime. Das 
steht aber mit dem soeben bewiesenen Hilfssatze in Widerspruch. 

Wir setzen nunmehr unsere oben unterbrochene Konvergenzunter- 
suchung fort. 

Wir hatten gefunden limc,=c¢= endliche GréBe: d.h. nach An- 


gabe einer absolut beliebig kleinen negativen von Null verschiedenen 
GréBe » gibt es eine positive ganze Zahl N, so daB fir alle »>N 
und beliebig gewihltes von Null verschiederles ganzzahliges v’ die Un- 
gleichheitsbeziehung 


(*) In] 2>%4~—¢,>0 


besteht. Ist nun v,,,, das konjugierte Potential zu u,,,,, so wird durch 
Vermittlung der Funktion 
_ eo vt tir gy) 


aya 


eine konforme Abbildung des Gebiets [®°*”] auf das Innere der schlicht 
zu denkenden Fliche des Einheitskreises vermittelt, wobei der Punkt 
O in den Nullpunkt tibergeht, wihrend gleichzeitig der ganz im Innern 
von [®*+”] liegende Bereich [] in einen Teilbereich g,,, des Einheits- 
kreises tibergeht, welcher gewisse Begrenzungsteile auf der Peripherie des 
Einheitskreises hat. Die Funktionen u,,,, und u, kénnen jetzt als Funk- 
tionen des Punktes z,,,, betrachtet werden. Als solche sind sie wieder 
Greensche Funktionen, namlich u,,,, fiir den Einheitskreis, u, fiir die 
Flache g,,,. Es seien c,,, und ¢,,, die Konstanten in der Entwicklung 
dieser Greenschen Funktionen an der Stelle z,,,,—0. Man findet dann 
sofort aus dem Ansatze der Transformation 
Char — Cy,y = Orgy — Cy. 
Nun ist 


C4+rv=0, also —oe,, 
Daher wegen (*) 


vw = Cy4r — Cy. 


"Scr, <0 


Wird mit d,,, der Abstand der Begrenzung des Bereichs g, , vom 
Punkte z,,,,= 0 "benslchenst, so ergibt sich nunmehr durch eine An- 
wendung des oben als Figuug bezeichneten Hilfssatzes: 

| 1 rare d,. v is é. 
Diese Ungleichheit erméglicht es uns, in der z,, ,-Ebene eine Abschitzung 
fiir die Differenz u,,,,—w, anzugeben. Diese Differenz ist nimlich im gansen 
Gebiete gy, , regulir erklirt und nimmt auf der Begrenzung von g,, die 
Werte der Funktion u,,, (als Funktion von z,,,, betrachtet) an. Letztere 
Funktion ist aber mit log- 7 1 identisch. D. h. es ist auf der Be- 


r+ 





14* 
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grenzung von g,, und folglich im ganzen Innern von g,,, also auch 
im Innern von [®] (einschlieBlich der Begrenzung) 


1 
1—éeé 





e*) t4y t= |u,,—u,| < log 


Hiermit ist die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenfolge 
Uy <u, << ty <--> 

bewiesen und zwar in einem wesentlich praziseren Sinne als dies mit Hilfe 
des Harnackschen Satzes méglich gewesen wiire, welcher keinen direkten 
SchluB auf gleichmaBige Konvergenz lings der Begrenzung selbst ge- 
stattet. Weitere Vorteile unserer Abschitzung werden sich sogleich dar- 
bieten. 

Die Grenzfunktion 

lim u, = u 


ist jedenfalls, infolge eines bekannten Satzes iiber Potentialfunktionen, auch 

eine Potentialfunktion. Diese Potentialfunktion ist auf der ganzen Fliche 

Or, bezw. Dir), ausgenommen nur den in [®] befindlichen Punkt 0, 

eindeutig und regular erkliirt. Im Punkte 0 wird sie unendlich wie 
1 


log 


r— X% 

Die Funktion u hat ferner wegen der auch auf der Begrenzung jedes 
Gebietes [®”)] gleichmaBig stattfindenden Konvergenz der Reihe die Eigen- 
schaft, lings jeder der unendlich vielen mit den Realitatsziigen koinzidieren- 
den Begrenzungsziige der Fliche ®-) bezw. ®{,,) stetig in den Wert Null 
tiberzugehen. Unsere Methode des Konvergenzbeweises laBt weiter die 
Tatsache erkennen, daB die Werte, welche die (iiberall positive) Funktion 


auf der vollstiindigen Begrenzung von (| annimmt, siimtlich < log ; z : 


sind, sofern nur v > N ist. Man braucht, um dies einzusehen, nur in 
(**) u,,,, durch u zu ersetzen. Man kann demnach von der Funktion « 
in einem tibertragenen Sinne sagen, sie gehe gleichmabig in den Wert 
Null tiber, wenn map sich gleichmiBig der Grenze des unendlich viel- 
blattrigen einfach zusammenhingenden Bereichs %,-,) bezw. ®{,,) nahert, 
eine EKigenschaft, welche einer Greenschen Funktion, die zu einem gewdhn- 
lichen endlich-vielblittrigen Bereiche gehért, in unmittelbarem Sinne 
zukommt. 

Bezeichnen wir mit v die zu wu gehérende konjugierte Potential- 
funktion, welche auf der ganzen Fliche 9, bezw. O[-, ausgenommen 
den Punkt O, eindeutig und regulir erklirt ist, im Punkte O selbst hin- 


gegen sich wie die konjugierte Potentialfunktion der Funktion log —— my 
verhalt, so ist 
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g = e~ utir) 


eine auf der ganzen Fliche 9», bezw. Oj», eindeutig und regulir erklirte 
analytische Funktion des Ortes. Diese analytische Funktion verhilt sich 
auch auf den Begrenzungslinien der Fliche Or, bezw. Or, vollig regular, 
weil w lings jeder dieser Begrenzungslinien stetig in den Wert Null iiber- 
geht, also nach einem bekannten Satze iiber diese ge 
hinaus durch Spiegelung analytisch fortgesetet werden kann. 

Was fiir eine konforme Abbildung vermittelt die Funktion z ? Zu 
dem Zwecke sehen wir zu, in was fiir ein Gebiet bei der durch die 
Funktion z vermittelten Abbildung der Teilbereich [| tibergefiihrt wird. 
Das Bildgebiet von [®”] werde mit f, bezeichnet. Da u<0 ist, so 
liegt f, jedenfalls ganz innerhalb des Einheitskreises der z-Ebene. Da u 
nur an einer Stelle, nimlich 0, unendlich wird, so wird f, den Null- 
punkt der z-Ebene genau einmal bedecken. Wird mit m, das Maximum 
der Funktion « auf der Begrenzung von [®®)| bezeichnet, so ist m, eine 
positive GréBe, welche, wie sich oben ergab, zugleich mit * unendlich 
klein wird. Das Bild der Begrenzungslinie von {[®*)] wird demnach eine 
Linie in der z-Ebene sein, deren kiirzester Abstand d, vom Punkte z=0 
eine GréBe ist, die mit wachsendem » gegen 1 konvergiert. Aus dem Um- 
stande, daB der Nullpunkt der z-Ebene von /, nur einfach bedeckt wird, 
folgt, daB das ganze durch die Ungleichheitsbedingung |2| < d, definierte 
kreisférmige Gebiet der z-Ebene, das ja keinen Grenzpunkt von /, ent- 
halten kann, von der Fliche /, tiberall genau einblittrig tiberdeckt wird. 
Lassen wir daher »v ins Unendliche gehen, wobei, wie erwahnt, d, gegen 
1 konvergiert, so ergibt sich: 


lim f, = schlichte Fliche des Einheitskreises. 


Von der Fliche des Einheitskreises kénnen wir nun durch lineare 
Transformation zur Fliache einer t-Halbebene tibergehen. Auch haben wir 
die gewiinschte Gewibheit erlangt, daB die hiermit gefundene Abbildungs- 
funktion ¢(a,y) tiber die Begrenzungslinien von ®,, bezw. jr, hinaus 
durch Spiegelung analytisch fortgesetet werden kann. 


Erledigung der Probleme 1a und 1b. (Konforme Abbildung der 
Fliichen D»~ und yy auf die schlichte Fliche einer Halbebene.) Wir gehen 
nunmehr zur Behandlung der Abbildungsprobleme 1a® und 1b) tier. 
Das charakteristisch Neue gegeniiber den vorher behandelten Abbildungs- 
problemen ist jetzt, daB die abzubildenden Bereiche keine Begrenzungslinien 
besitzen, welche es uns erméglichen eine Majorante analog der Funktion 
ur, aufzustellen. 
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Wir haben %, bezw. 0; konstruiert als Grenze 
®,; = lim 0, ®; = lim 0”; 


dabei liegt ©”) ganz im Innern von ®”*+». Wir nehmen analog wie oben 
einen willkiirlichen Punkt 0 (x=2,) im Innern von ®® an, und kon- 
struieren die Reihe der Potentiale u,, u,, u.,--- als Greensche Funktionen 
fir die Bereiche 0 < 0% < O®% <.---. Wiederum haben wir 


Uy < Uy < Uy <-->. 
Bezeichnen wir mit c, das konstante Glied in der Entwicklung der Funk- 


tion u, an der Stelle 0, so dab also an dieser Stelle eine Entwicklung 
der Form 


u, = log ~ + ¢, + () 
besteht, so ergibt sich, wie oben, 


<4 <Q<::-. 
Wenn wir beweisen kénnen, dab 
lim ¢, = endliche GréBe 
ist, so gelangen wir, genau wie vorher, zu einer konformen Abbildung 
der Flaiche , bezw. %; auf die schlichte Flache des Einheitskreises bezw. 
einer Halbebene. 
Wir fiihren den Nachweis, daB lim c, ein endlicher Wert ist, indirekt. 


r=@ 


Wir machen also jetzt die Annahme 


lim ¢, = co 
in der Absicht, dieselbe auf einen Widerspruch zu fiihren. Wir beweisen 
namlich, daB aus der Annahme limc,= oo gefolgert werden kann, dab 


v=o 


die Fliche ©, bezw. ®; umkehrbar eindeutig und konform auf die schlichte 
ganze Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes abbildbar ist, so dab 
wir zu einer linear-polymorphen uniformisierenden Variablen gelangen 
wiirden, deren Wertegebiet durch die ganze Ebene exkl. co gebildet wird. 
Darin liegt dann der Widerspruch mit Riicksicht auf das Ergebnis des 
Abschnitts C dieser Abhandlung. Eine andere,Methode, um den Wider- 
spruch zu erkennen, bieten uns die in E, II fiir die GréBe E, gefundenen 
Abschitzungsformeln. 

Die Anlage des Beweises ist derart allgemein, daB durch die Ent- 
wicklungen dieses Teiles der Abhandlung tiberhaupt der in der Einleitung 
genannte allgemeine <Abbildungssatz iiber einfach zusammenhiingende Be- 
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reiche vollstindig bewiesen wird, indem jeder derartige Bereich ® als 
Grenze 

® = lim o& 
aufgefaBt werden kann, wobei dann bei der Bildung der analogen Potentiale 
Uo, Uy, Uy, *-- sich entweder 


lim c, = endliche GréBe . 
oder ¥ 
lim ¢, = co 

ergeben wird. 7 

Mit U,, U,, U;,---*) werde eine neve Reihe von Potentialen be- 
zeichnet, welche folgendermafen definiert sind: Die Potentialfunktion U, 
ist eindeutig in ©), sie wird auf der ganzen Begrenzung von ) Null 
und nur im Punkte O («4 =~2,) unstetig, nimlich wie 


1 
wR (; — x) 3 
Die Funktion U, hat im Punkte O eine Entwicklung der Form 


U,=R (*,) + regularer Bestandteil. 
Wir werden nun beweisen, dab, wenn « eine beliebig klein gegebene, 
positive, von Null verschiedene GréBe ist, es stets eine positive ganze 
Zahl N gibt, so daB fiir alle y > N und beliebiges v’ innerhalb und auf 
der Begrenzung von ) die Ungleichheit besteht 

| — U,| < é. 
Dazu brauchen wir einen neuen Hilfssatz: 

Hilfssatz Ll. Es sei S ein endlicher schlichter Bereich der Z- Ebene, 
der den Nullpunkt in seinem Innern enthilt, d sei der kiirzeste Abstand 
des Nullpunktes von der Begrenzungslinie s des Bereichs S, y das konstante 
Glied in der Entwicklung der zu S gehirenden Greenschen Funktion mit 
dem Nullpunkte als Unstetigkeitsstelle. 

Ist D, eine beliebig gegebene, von Null verschiedene, positive Gripe, 
so gibt es eine Gripe T,, so daB fiir alle Bereiche S, fiir die d<D, ist, 
7<Sq ‘st. **) **) 


*) Vgl. Note IV, pag. 202. 
*™*) Der Satz ist die Umkehrung eines anderen leicht zu beweisenden Satzes. 
(Vgl. die analoge Bemerkung zu Hilfssatz I, pag. 208.) 
**) Man kann von diesem Satze leicht zu folgendem bemerkenswerten Satze 
tibergehen: 
Wird die schlichte Fliche des Einheitskreises wmkehrbar eindeutig wnd konform 
auf einen anderen schlichten endlichen Bereich = abgebildet, wobei nur der Be- 
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Beweis:*) Der Beweis wird in analoger Weise gefihrt, wie der 
Beweis des ersten Hilfssatzes. Wir wihlen auf s einen Punkt « so, daB 
« =d ist. Darauf verbinden wir « mit dem unendlich fernen Punkte 
der z-Ebene durch eine Linie L, welche nicht in das Innere von S ein- 
tritt. Nunmehr bestimmen wir, auf Z aus dem Unendlichen kommend, 
den ersten Punkt 6 auf L, fiir welchen |6 = D, ist. Das Stiick 7 der 
Linie L, welches den Punkt 6 mit dem unendlich fernen Punkte ver- 
bindet, begrenzt einen unendlich groBen, einfach zusammenhingenden Be- 
reich S’, welcher den Bereich S in seinem Innern enthilt. Wir bilden 
jetzt eine Hilfsfliche H, indem wir aus der Riemannschen Fliche der 


Funktion YZ— 0 eine endliche schlichte Kreisfliiche ausschneiden, deren 
Punkte der Ungleichheitsbedingung |Z < 4é|=—D, geniigen. Die Fliche H 
ist einfach zusammenhingend und enthiilt den Bereich S’, also auch S 
volistindig in ihrem Innern. Es ist folglich, wenn wieder mit G die zu S, 
mit G” die zu H gehérende Greensche Funktion mit dem Nullpunkte als 
Unstetigkeitsstelle bezeichnet wird, innerhalb S 


G’>G 


Wenn daher mit [, das konstante Glied in der Entwicklung der Funk- 
tion G” an der Nullstelle bezeichnet wird, so kénnen wir schlieBen 


(G" —G)zo0=T, —y > 0. q. e. d. 


Wir ziehen aus dem zweiten Hilfssatze sofort folgenden SchluB: 


Folgerung. Ist « eine beliebig klein gegebene, positive, von Null ver- 
schiedene Gripe, so gibt es eine andere positive, von Null verschiedene Grie n, 
so daB fiir alle endlichen schlichten Bereiche S, die den Nullpunkt in ihrem 


Innern enthalten und fiir welche y grifer ist als ~ , die kiirzeste Distanz d 
e Po oe , 
groper als ~~ ist. ) 


dingung gentigt sein soll, daB der Nullpunkt bei der konformen Abbildung sich selbst 
entspricht und dafB das Vergriferungsverhiltnis an dieser Stelle den Wert eins hat, 
so gibt es eine von der Wahl des Bereichs X unabhiingige von Null verschiedene Grope e, 
so dap der kiirzeste Abstand d der Begrenzungslinie des Bereichs = vom Nullpunkte 
zwischen den Gripen @ und 1 liegt. (Vgl. Note IV, pag. 204: ,,Zweite Form des 
zweiten Hilfssatzes*.) 

Die genaue untere Schranke fiir den kiirzesten Abstand wird vermutlich er- 
reicht, wenn die vollstindige Begrenzung des Bereichs © von dem unendlichen Halb- 


strahle gebildet wird, der den Punkt + mit dem Punkte + c verbindet. 


*) Vgl. Note IV, pag. 203—204. 
**) Vgl. die auf analoge Weise aus dem ersten Hilfssatze gewonnene ,,Folgerwng“ 
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Der Beweis fiir die gleichmaBige Konvergenz der Reihe der Funk- 
tionen U), U,,--- gestaltet sich nun folgendermafen.*) 

Um die Differenz U,,,,— U,, welche fiir das Gebiet ©” eindeutig 
und regular erklirt ist, abzuschiitzen, bilden wir den Bereich O”*+”) um- 
kehrbar eindeutig und konform auf die Fliche eines schlichten Kreises 
K,.,,, ab, so, daB bei dieser Abbildung der Punkt O in den Mittelpunkt 
des Kreises K,,,, tibergeht, welcher mit dem Nullpunkte zusammen- 
fallend vorgestellt werde, und daB der Differentialquotient der Abbildungs- 
funktion im Punkte O gerade den Wert 1 erhilt. Diese Abbildung wird 
vermittelt durch die Funktion 


Z, 


vey =O (Hy ¢—Sy ge FEO 4 yl 
wobei tiber die in v,,,, noch verfiigbare additive Konstante so verfiigt sei, 
daB das konstante Glied in der Entwicklung dieser Funktion an der Stelle 0 
verschwindet. Der Radius des Kreises K,,,, ist gleich e+», wiichst also 
mit wachsendem Index vy ins Unendliche. Bei der betrachteten konformen 
Abbildung geht die Fliche ) iiber in eine schlichte Fliche g, ,,, welche 
im Innern der Fliche K,,,, als Teil enthalten ist. Die Funktionen U,, ,, 
und U,, welche als Funktionen des Ortes auf der Fliche 0°+”) bezw. 0 
erklart sind, kénnen vermége der betrachteten Abbildungsbeziehung als 
Funktionen des Ortes auf der Flaiche K,,,, bezw. gy, ,, betrachtet werden. 
Als solche mégen sie mit U,,,, und U, ,, bezeichnet werden. Die Funk- 
tionen U,,, und U,,, sind in den erwihnten Gebieten eindeutig, U, , ,, 
verschwindet auf der Begrenzung von K,,,, U,,, auf der Begrenzung 
von g,,. An der Nullstelle werden beide Funktionen unendlich und 


zwar wie R(Z- ): Beide Funktionen werden nimlich, als Funktionen 
+r 


des Ortes auf der urspriinglichen Fliche betrachtet, in O unendlich wie 


1 
R G- x) ; 
Nun ist in der Nahe des Punktes 0 die Abbildungsfunktion durch eine 
Entwicklung der Form gegeben 
Z, 4 = (@—%q) + (@— 1)? P(e — 4%). 
Woraus folgt, dab + als Funktion von Z,.., betrachtet in der Gestalt 
L— Ly 


1 1 y 

i a + B,(Z,,) 

entwickelt werden kann; dabei werden mit $ und , regulire Potenz- 
reihen der betreffenden Argumente bezeichnet. 


*) Vgl. die entsprechende Entwicklung in IV, pag. 205. 
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Wird mit d,,, der kiirzeste Abstand der Begrenzungslinie des Be- 
reichs p, , vom Punkte Z,,,,—0 bezeichnet, so ist d, ,,< e+», namlich 
kleiner als der Radius des Kreises K,,,,. Es ist nun 
(,,/—U,,,) = (0,,,,—17' e08 ») — (U,,,,—1-* 008 g) *) 
aiso 

\0..»—-T,,| < 0,,-—-97' cos p| — |\O,e—-7* cos @). 
Die einzelnen absoluten Betrige der rechten Seite sind nun weiter abzu- 
schiitzen. Da die Funktion U,,,,—~' cos p innerhalb K,,,, und 
U,.—17' cos innerhalb g,,, eine regulire Potentialfunktion ist, so 
wird das Maximum des absoluten Betrages der Werte jeder einzelnen 
dieser Funktionen auf der Begrenzung angenommen. Wir erhalten daher 


1 1 


* _. 
- Ua r cos @ Souv d 


und ; 
U —1-* cos p| <5" 


ye 


v," 


Hieraus ergibt sich fiir die im Gebiete g,,,, in welchem beide Funk- 
tionen U,,, und U,,, regulir erklirt sind, angenommenen Werte die 
Beziehung 


(**) U : 


v+’ ae Oo < d 


Nun bemerke man, dab, wenn mit @,,, die zu dem Bereiche g, ,, 
gehérende Greensche Funktion mit dem Nullpunkt als logarithmischer 
Unstetigkeitsstelle bezeichnet wird, die Entwicklung dieser Funktion an 
der Nullstelle die Form hat 

i, = log * + ¢, + () 


wobei mit ¢, dieselbe Konstante bezeichnet ist, die sich fiir die Greensche 
Funktion u, des Bereichs ©”) ergab. Es geht niimlich @, ,, aus u, ein- 
fach vermége der zwischen ) und g,,, hergestellten konformen Ab- 
bildung hervor. Es hat uw, an der Stelle O die Entwicklung 


u, = log > +e, + ((O). 


Bei Kinfiihrung der GréfBe Z,,,, geht diese Entwicklung iiber in eine 
Entwicklung der Form 


= 1 ' 
Mn 9 . | tow “ey (+4. B(,,.) + “y + () 


— R(log 7°) +O) +4, +). 


: 1 
* 1 a ° 
) vr! cos@ X(z-) 
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Da nun 
lim ¢, = co 


angenommen worden ist, so schlieBen wir mit Beniitzung des als Folgerung 
aus dem zweiten Hilfssatze gefundenen Satzes (pag.216), daB, sofern nur » 
oberhalb einer hinreichend groBen ganzen Zahl N liegt, die GréBe d, ,, 
oberhalb einer beliebig groB vorgegebenen GréBe liegt. Die Ungleichheit (*) 
besagt daher, wenn wir sie sogieich fiir die Gebiete ®*+”) und ©) inter- 
pretieren, die zu beweisende gleichmaBige Konvergenz der Reihe der Funk- 
tionen U,, U,,--- 

Unser Konvergenzbeweis laBt sofort erkennen, dab die auf der ganzen 
Fliche ®» bezw. > eindeutige, nur in O unstetige Grenzfunktion 

lim U, = U 
bei gleichmiiBiger Anniaherung an die Grenze der Fliche %, bezw. 9, 
gleichmdpig in den Wert Null iibergeht. Wir folgern niimlich aus der 
Ungleichheit 
| Ce0* U,| < G 

welche der Gleichung (**) entspricht, wegen der gleichmaBigen Konvergenz 
sofort die Ungleichheit 


ju-U,\<5%) 


fiir das ganze Innere und die Begrenzung von ®”). Weil auf der Be- 
grenzung von ®”) nun JU, =0 ist, ergibt sich 


(m) Iisa 
auf der Begrenzung von ®”), wobei lim d, = oo ist. 


Ebenso wie die Reihe der Funktionen U,, U,,--- ist es méglich eine 
Reihe von warhtiene U,', Us',+ ++ ma om, indem man an Stelle der 
Unstetigkeit R (,- = ~z) die Unstetigkeit 3 (= _)#*) treten liBt. Es ergibt 
sich dann auf ganz onalegs Weise die gleichmabige Konvergenz der Reihe 
dieser Potentiale, so daB wir setzen kénnen 

lim U, = U’. 


v=o@ 





*) Mit d, bezeichnen wir die untere Grenze der Werte aller d, ,’ [»’ =1, 2, 3,---]. 
Diese untere Grenze ist wegen des zweiten Hilfssatzes sicher gréSer als Null; auch 
gilt wegen der ,,Folgerung“, die wir aus dem zweiten Hilfssatze schlossen (pag. 216), 
die Limesgleichung 

lim dy =o. 


vo oo 


**) Das Zeichen § soll bedeuten: Imaginiirer Teil. 
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Die Funktion U’ ist eine fiir die ganze Fliche %, bezw. > eindeutig 
erklirte Potentialfunktion, welche nur in dem Punkte O unstetig wird 
und sich dort in der Form 


U' = (; R. x) + regulirer Bestandteil 


entwickeln lat. Die Funktion U’ geht ferner ebenso wie U gleichmibig 
in den Wert Null iiber, wenn man sich der Grenze der unendlich-viel- 
blattrigen Fliche ®, bezw. ©; niihert. Es gelten iiberhaupt fiir die Funk- 
tionen U; und U’ genau dieselben Ungleichheiten, welche wir oben fiir 
U, und U aufgestellt haben, mit dem einzigen Unterschiede, dab an Stelle 
des Potentials r~' cos gm das Potential — r~* sin  tritt. 
Die Funktion 
U+iv’ 

ist ebenfalls auf der ganzen Fliche ®, bezw. ®, eindeutig erklart, sie geht 
dem absoluten Betrage ihrer Werte nach gleichmabig in den Wert Null 
itiber, wenn man sich gleichmaBig der Grenze von 9; bezw. > niahert, 


sie wird im Punkte 0 unendlich wie —s Es fragt sich jedoch, ob 


U+iU’ eine analytische Funktion des Ortes ist, oder, anders ausgedriickt 
ob U’ die konjugierte Potentialfunktion zu U ist. Dies versteht sich darum 
nicht von selbst, weil U, ja nicht die konjugierte Funktion zu U, ist. *) 

Betrachten wir die Funktion U +iU" im Gebiete ©”, so haben wir 
nach Abbildung des Gebiets ©” auf die schlichte Kreisfliche K, mit dem 
Radius e” die Ungleichheiten (vgl. (*) pag. 218) 


| ,—r-* cos » < ss 
e 
so daB sich ergibt 
(0, +407) — (-* cos  —ir-* sin g)| <2 
e 


cy 


U0». —(—r-' sin g)| < 


& 


Die Funktion r~* cos g —ir~'sing ist nun eine analytische Funktion 
des Ortes innerhalb K,, nimlich gleich x Diese Funktion kénnen wir 


vermége der zwischen K, und ”) bestehenden konformen Abbildung als 
Funktion des Ortes auf letzterer Fliche auffassen. Dann ergibt sich mit 


Riicksicht darauf, dab . mit wachsendem Index v unendlich klein wird, 
e 
der Satz, dab die Funktion U+iU’ in jedem Teilgebiete von ®, bezw. O 


*) Man kann auch in der Weise vorgehen, daB man das zu U konjugierte 
Potential U’ als Grenzfunktion der zu den Potentialen U,, U,, U,,--- konjugierten 
Potentiale auffaBt. (Vgl. Note IV.) Die hier mitgeteilte Methode ist in der Behand- 
lung des reellen und imaginaren Teiles symmetrisch. 
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mit beliebig vorgegebener Anniaherung durch eine analytische Funktion 
des Ortes approximiert werden kann. Nun gilt aber der Satz, dab eine 
komplexe Funktion, welche in einem bestimmten Gebiete mit beliebig vor- 
gegebener Annidherung gleichmipig durch eine analytische Funktion approxi- 
miert werden kann, in diesem Gebiete eine analytische Funktion des Ortes 
ist; dieser Satz ist naimlich inhaltlich gleichbedeutend mit dem Satze, daB 
eine gleichmiBig konvergente Reihe von analytischen Funktionen als 
Grenzfunktion wieder eine analytische Funktion ergibt. 

Es ist somit bewiesen, daB die Funktion U +iU" eine analytische 
Funktion des Ortes auf der Fliche ®,; bezw. 7 ist. 

Was fiir eine konforme Abbildung vermittelt die Funktion U+iU"? 

Wir wollen die Funktion U + iU’ mit Riicksicht darauf, daB U kon- 
jugiert zu U" ist, jetzt mit 

U+iv 
bezeichnen, indem wir U’= V setzen. 

Wir untersuchen das Bild f,, welches die Funktion U + iV von der 
Fliche ©) entwirft. Die Fiiache f, ist jedenfalls endlich-vielblattrig und 
bedeckt den unendlich fernen Punkt jedenfalls nur einfach. Die voll- 
stiindige Begrenzung von f, hat vom Nullpunkte eine weiteste Entfernung 
< zi denn wir haben auf der Begrenzung von °) wegen (***) 


ark be 5 ‘ 2 ew 

|U+iV|S|Uj+ \Viszgtzen-g: 
Hieraus schlieBen wir, daB derjenige Teil der (U+iV)-Ebene, welcher durch 
die Ungleichheitsbedingung | U+ iV| > ; definiert wird, von der Flache /, 


iiberall genau einblittrig bedeckt wird (vgl. die Betrachtungsweise pag. 213). 
Gehen wir mit v zur Grenze iiber, so haben wir lim d, = oo und er- 
kennen, daB lim f, mit der einblittrig zu denkenden ganzen Ebene (inkl. 
Unendlichkeitspunkt, exkl. Nullpunkt) zasammenfillt. 
Die Funktion 
eal 
U+iV 

vermittelt demnach eine Abbildung der Fliche ®, bezw. > auf die ganze 
Ebene exkl. des unendlich fernen Punktes. *) 


*) Die Funktion W kann auch als Grenze der pag. 217 definierten Funk- 
tionen Z,, Z,,--- erhalten werden. Die durch W vermittelte konforme Abbildung 
der Fliche lim ®” wird dabei als Grenze von konformen Abbildungen der 


Flichen 0 , OY, m@),... auf schlichte Kreisfléchen mit ins Unendliche wachsenden 
Radien erhalten, ein Verfahren, welches in beiden Fillen lim c, = - konvergiert. 
v=o 


(Vgl. Note IV pag. 206—207.) Auch die Reihe U,, U,,--- ist in beiden Fallen 
konvergent. 
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An dieser Stelle zeigt es sich nun, daB die oben (pag. 214) gemachte 

Annahme 
lim ¢, = oo 
unzutreffend ist. 

Um dies zu erkennen, gehen wir aus von der Bemerkung, da die 
Fliche ©» bezw. + aus lauter Exemplaren F, gebildet ist. Sind F,” 
und F® irgend zwei dieser Exemplare, so ist jedem Punkte P™ des 
einen Exemplares ein bestimmter Punkt P® des anderen Exemplares, 
welcher mit ersterem der Lage nach (relativ zu F’) koinzidiert, umkehrbar 
eindeutig zugeordnet. Diese Beziehung zwischen F) und F, liBt sich 
zu einer Beziehung der ganzen Fliche ®, bezw. ©; auf sich selbst er- 
weitern, welche auch ihrerseits umkehrbar eindeutig ist. 

Bei der konformen Abbildung der Flaiche ®, bezw. %% auf die voll- 
stiindige W-Ebene ergibt sich entsprechend der Zerlegung der Fiche 
®, bezw. > in lauter Exemplare F, eine Zerlegung der W-Ebene in 
lauter Exemplare F’,, deren je zwei voneinander verschiedene durch eine 
umkehrbar eindeutige konforme Abbildung auf einander bezogen sind, die 
ihrerseits fiir die ganze W-Ebene (exkl. co) als eine umkehrbar eindeutige 
Abbildung erklirt werden kann. Die Funktion, welche diese konforme 
Abbildung vermittelt, muB daher eine ganze lineare Funktion sein. Dem- 
nach ist die GréBe W eine linear-polymorphe uniformisierende Variable, 
welche als Funktion auf der Flaiche F' betrachtet, gerade die von uns 
gewiinschte relative Verzweigung bezw. Nichtverzweigung besitzt. Da 
das Wertegebiet der GréBe W mit der ganzen Ebene zusammenfillt, muB 
die Funktion W einem der in C pag. 164—168 gefundenen Fille entsprechen. 
Das ist aber nicht der Fall, weil der Verzweigungstypus (Signatur) der 
Funktion W (relativ zu F’) keinem der erwihnten Ausnahmefille entspricht. 

Zu einer anderen bemerkenswerten Methode, den Widerspruch zu er- 
kennen, gibt uns die in E, Il bewiesene Tatsache AnlaB, daB die Anzahl 
der bei der Bildung von ©”) beniitzten Exemplare /, mit einer Exponential- 
funktion von v verglichen werden kann. Betrachten wir die W-Ebene, 
so haben wir in derselben als Bild von © ein Gebiet ®”. Die Exem- 
plare F’, sind siimtlich im euklidischen Sinne kongruent. Sind Ff) und Ff? 
irgend zwei Exemplare F, von ®), so kann man mit Riicksicht auf die 
rekurrente Entstehung von ) offenbar von jedem dieser beiden Exem- 
plare zu dem Exemplare ®® — F, durch Anwendung von héchstens 
v Schritten gelangen, deren einzelner darin besteht, dab man von einem 
Exemplare F, innerhalb ©” zu einem seiner Nachbarexemplare F, inner- 
halb © iibergeht, d. i. einem solchen Exemplare, welches mit ersterem 
entweder eine Seite oder, wenn dies nicht der Fall ist, wenigstens einen 


‘ 
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Eckpunkt gemeinsam hat. Daraus ergibt sich, daB man von F{” zu F,?) 
durch Anwendung von héchstens 2y Schritten gelangen kann. 

Wir nehmen zuniichst an, daB sich unter den auf F' gegebenen rela- 
tiven Verzweigungspunkten a keiner von unendlich hoher Ordnung befindet. 
Wir bezeichnen mit A die Linge des unter der gestellten Voraussetzung 
sicher endlichen gréBten Durchmessers des einzelnen Exemplares F,. Dann 
ist nach dem Vorhergehenden der gréBte Durchmesser von ©) kleiner 
oder gleich A(2v +1), folglich der euklidische Flaicheninhalt J, von 
kleiner als x[A(2v+1)]*. Wird daher mit J, der euklidische Inhalt des 
einzelnen Exemplares F’, bezeichnet, so finden wir fiir die Anzahl E, der 
in ®°) enthaltenen Exemplare F, die Abschitzungsformel: 


Bc ™AGr+0)*. 
= J, 


Nun haben wir oben (E, II pag. 194—203) in allen von uns betrachteten 
Fallen eine Abschitzung folgender Form gefunden 


E,>«- BY, 


wobei @ eine positive Zahl, 6 eine positive Zahl >1 ist. Das ist ein 
Widerspruch, da fiir hinreichend groBes v 


a[A(2v+1)]}* 
x 


0 


a: p> 
ist. 

Der bei der zweiten Methode bisher ausgeschlossene Fall, in welchem 
auch relative Windungspunkte unendlich hoher Ordnung gegeben sind, ist 
dieser Methode ebenfalls zuginglich, wenn auch nicht unmittelbar. Man 
denke sich aus der Flache F' kleine einfach zusammenhingende Umgebungen 
um die betreffenden Windungspunkte unendlich hoher Ordnung abgegrenzt. 
Die mit diesen Umgebungen koinzidierenden Teile des Exemplars F, denke 
man sich aus F, und entsprechend aus allen Flichen ©” ausgeschnitten. 
Dabei bleibt die Fliche ® einfach zusammenhingend. Auf die redu- 
zierten Gebiete ist nun die vorhergehende Betrachtung sofort wieder 
anwendbar. 

Nachdem jetzt feststeht, dab die Annahme 

lim ¢, = co 
fiir die Fliche ®- bezw. ; einen Widerspruch zur Folge hat, ist damit 
bewiesen, daB 
lim c, = endliche Gripe 
ist. Also kann nach den Entwickelungen pag. 206—214 die Fliche ®, bezw. 
®; umkehrbar eindeutig und konform auf die Flache einer schlichten 
Halbebene abgebildet werden. 
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F. SchluBbemerkungen. 


Der vorliegenden Abhandlung beabsichtige ich eine zweite ,,Uber die 
Uniformisierung der algebraischen Kurven. II“ folgen zu lassen. In dieser 
Abhandlung werde ich mich mit solchen linear-polymorphen Uniformi- 
sierungstranszendenten beschiiftigen, bei welchen das vollstindige Werte- 
gebiet der uniformisierenden Variablen, allgemein zu reden, weder selbst 
einfach zusammenhingend ist noch in zwei zueinander symmetrische ein- 
fach zusammenhingende Hilften zerfillt, vielmehr ein von unendlich vielen, 
in nicht abzihlbarer Menge vorhandenen, in der Ebene verstreut liegenden 
diskreten Punkten begrenzter Bereich ist, wie z. B. bei dem bekannten 
Schottkyschen Typus automorpher Funktionen. 

Auch wird sich Gelegenheit bieten, auf die hier behandelten linear 
polymorphen Uniformisierungstranszendenten mit reeller Substitutionsgruppe 
vom ziweiten Typus zuriickzukommen. Diese Uniformisierungstranszendenten 
nehmen in der Tat in gewisser Hinsicht eine Mittelstellung zwischen den 
in der vorliegenden und den in der erwiahnten folgenden Abhandlung 
untersuchten Transzendenten ein. 
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Uber die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunktionen 
fortschreiten. 


Von 


Hermann Wey in Gottingen. 


§ 1. 
Formulierung des Problems. 
Es sei 
, (x), ,(z), --- 
eine Reihe von Funktionen, deren jede im Intervall O0< #<1 erklirt 
und samt ihrem Quadrat im Lebesgue’schen Sinne integrierbar (sommable) 
ist. Wir nehmen an, daB dieselben ein System von Orthogonalfunktionen 
bilden, d. h. fiir alle Indizes m, » die Relationen 


1 


1 
[@,@pdx=1, [%,(2)%,(2)dx=0 (m+n) 
n) 0 
bestehen, wobei die Integrale, wie im folgenden stets, im Sinne der 
Lebesgue’schen Definition*) zu nehmen sind. Wir fragen dann, welchen 
Bedingungen die Koeffizienten ¢,,¢,,--- gentigen miissen, damit die Reihe 


€,D, (x) + (xz) +--- 

in einem sogleich naher festzusetzenden Sinne konvergiert. 

Sind u,(x), u,(x) irgendwelche fir 0<2< 1 definierte Funktionen, 
so sage ich, die Reihe 
(1) uy (2) + uy(2) +> 
konvergiere wesentlich-gleichmafig, wenn zu jeder positiven Zahl «<1 
eine im Intervall 0---1 gelegene Menge &, vom Mabe (mesure) 1 — 
gefunden werden kann, so daB die Reihe (1) fiir alle zu &, gehdrigen 
Werte x gleichmaBig konvergiert. 


*) Lebesgue, Legons sur l'intégration (Paris 1904), pag. 112ff. 
Mathematische Annalen. LXVIL. 15 
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Unter der durch eine wesentlich-gleichmiBbig konvergente Reihe (1) 
dargestellten Funktion verstehe ich diejenige Funktion u(x), die an den 
Stellen der Konvergenz von (1) durch 


u(x) = u(x) + uy (2) +---, 
an den Divergenzstellen aber (die eine Menge vom MaBe 0 bilden) durch 
u(x) =0 


erklart ist. Sind die simtlichen Glieder u,(z) meBbare Funktionen 
(fonctions mesurables*)), so gilt das Gleiche von der dargestellten 
Funktion u(z). 

Das Theorem, das in der vorliegenden Arbeit bewiesen werden soll, 
spricht sich nun so aus: 

Theorem. Ist ®,(x),®,(x),--- eim System orthogonaler Funktionen, 
so konvergiert die Reihe 
(2) €,9, (2) + (x) +--- 


wesentlich -gleichmapig, wenn die Summe 


2yV1+ay2+eay34+--- 

Nehmen wir einen Augenblick diesen Satz als bereits bewiesen an. 
Bedeutet dann f(x) die durch (2) dargestellte Funktion, so will ich zeigen, 
daB f(x) und (f(x))* integrierbar sind. In methodischer Hinsicht mag 
bemerkt werden, daB wir dabei ebenso wie beim Beweis des Haupt- 
theorems von dem Riesz-Fischer’schen Satz**) keinen Gebrauch machen 
wollen. 

Ist 1 > &, > & >---+ eine abnehmende, gegen 0 konvergierende Reihe 
von Zahlen, so kénnen wir im Intervall 0< «<1 enthaltene Mengen 
U,, U,--- vom MaBe 1—<e,, bezw. 1 —«,,--- bestimmen, von denen 
jede folgende die vorhergehende enthalt und die von solcher Beschaffenheit 
sind, daB die Reihe (2) in jeder der Mengen Y, gleichmaBig konver- 
giert. Ist 

f, = 4%, + &%, +--+ 6,9, (y=1,2,---) 


gesetzt, so wird fiir alle » und yv 


[fedeseftert--., 
(a,) 


*) Lebesgue, 1. c. pag. 110. 
™) Riesz, Gétt. Nachr. (Math.-phys. Klasse) 1907, pag. 116. Fischer, 
Comptes Rendus 1907, Bd. 144, pag. 1022. 
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und da /,’ mit wachsendem vy gleichmiaBig in U, gegen f*? konvergiert, 
muB also f* in YU, integrierbar und 


Sidr seitet+ 


(a) 
sein. Dies wiederum neigt, daB das Integral f f?dx, und weil f(z) 


gewiB meBbar ist, auch f fda existiert. 


Aus der Beziehung 
S¢- f,) da = Lf{¢- —frdaScraitedgst-:, 


‘@,) v=o (t,) 


ergibt sich durch den Grenziibergang zu n = oo 


1 
J (f—f,)® da < e241 + Cras a reey 
0 


daraus aber 


(3) L f{ (f—f,)*dx =0. 


M=Og 


Mithin gilt fiir ein festes i 


L fr- f,,) oda = 0, 


M=Og 


1 


[ 1%,dc =«, (i= 1,2,---). 
0 
Unter Beriicksichtigung dieses Umstandes nimmt die Limesgleichung (3) 
die Gestalt an 
L{f fida — ce, — ty *_...—¢2]—0 
Zusatz 1: Unter den Voraussetzungen des Theorems gelten fiir die 


durch die Reithe c,%,(x) + ¢%,(”) +-+-- dargestellte Funktion f(x), die 
samt ihrem Quadrat integrierbar ist, die Relationen 


mao 


St) ®,(4)dz =—¢,, 


[G@y dz=c2teft--. 
0 


Ein Orthogonalsystem 9,(z), ,(z),--- heiBt vollstindig, wenn 
15* 
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fiir jede absolut und quadratisch integrierbare Funktion g(x) die ,,Voll- 
stindigkeitsrelation“*) 

1 


Sas = (09, dz) + ( [9%, dz)" — 


é 
Geltung besitzt. 

Zusatz 2: Ist %,,,,--- ein vollstiindiges Orthogonalsystem, f(x) 
eine samt ihrem Quadrat integrierbare Funktion, fiir welche die Summe 


> ( a dz) Yn 


n=1 


existiert, so bilden diejenigen Werte x, fiir welche die durch 
4 1 
(4) ff, dx - 0, (2) +f fo,dx- (2) +--- 
0 0 


dargestellte Funktion nicht mit f(x) tibereinstimmt, hichstens eine Menge 
vom Mae 0. 


In der Tat stellt (4) nach Zusatz 1 eine samt ihrem Quadrat inte- 
grierbare Funktion g(x) dar, welche die Eigenschaften 


1 1 


f9%,dx = [f, ax (n = 1, 2,---) 
o 0 


besitzt. Wenden wir daher die Vollstindigkeitsrelation auf f—g an, 
80 folgt die zu beweisende Gleichung 


1 


J (f-g dz =0. 


0 
Fiir das spezielle Orthogonalsystem 
®, (x) = V2 sin naxx 
hat Fatou den Satz ausyesprochen**), daB die Reihe Sc, sinnazz kon- 
vergiert, auBer fiir Werte x einer gewissen Menge vom MaBe 0, falls 
Lune, = 0 


n= oo 


ist. In den nachgelassenen Papieren des Herrn F. Jerosch fand sich eine 


*) Vergl. Hilbert, Gétt. Nachr. 1906, pag. 442. 


**) P. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta Math. Bd. 30 
(1906), pag. 337. 
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Untersuchung, welche die Fatou’sche Bedingung durch die schiirfere er- 
setzte, daB eine Zahl C und ein Exponent 


Viti 


r> 


0,7807 - - . 


existieren, so daB j|c,| < c fiir alle » wird. Diese Jerosch’sche Arbeit 
n 


habe ich in den Mathematischen Annalen Bd. 66 herausgegeben und dabei 
durch eine geringe Modifikation des von Herrn Jerosch eingeschlagenen 


Verfahrens die untere Grenze bea des Exponenten y auf ; herab- 
gedriickt. Auch ergab sich unmittelbar die Bemerkung, daB unter dieser 
Voraussetzung die Konvergenz von Sc, sinnax eine wesentlich-gleich- 
miBige ist. Dieses Resultat werde ich in § 6 der vorliegenden Arbeit, 
die aus einer Weiterbildung der Jerosch’schen Ideen hervorgegangen ist, 
von neuem in verschirfter Fassung beweisen. 


g 2. 


Ein grundlegender Hilfssatz. 
Es sei 


(5) f,(@), fr(2), + >> 
irgend eine unendliche Reihe von Funktionen, die im Intervall OS v<1 
definiert sind. Ist » einer der Indizes 1,2,3,---, so bezeichne ich fiir 


jeden Wert von « mit f,(x) die gréBte unter den Zahlen*) 
A(@)!, \fe@)|, >>» f,(2) 
f(2), fx(2), iad 
die zu (5) gehdrige (absolute) Majorantenreihe. Es gilt dann 
fa()| S72) fir m<n 


und nenne 


und she r 
(6) O<A@<R@)<-:-. 

Ferner bedeute o(l) eine fiir 1 >0 definierte, nirgends abnehmende 
Funktion, die fiir 1 > 0 positiv ist, und fiir alle » sei f,(~) meBbar und 


o(f,(@)) im Lebesgue’schen Sinne integrierbar. Man erkennt leicht, dab 


alsdann auch 
1 


fa f,(@)) da = J, 
0 


existiert und 
0SU Shs 


*) Vergl. die zitierte Annalenarbeit von Jerosch, pag. 68. 
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ist. Daher konvergiert J, mit wachsendem n entweder gegen eine be- 
stimmte endliche Grenze J, oder es ist L J,=— oo. Wir setzen voraus, 


daB der erste Fall vorliege. Dann gilt der 
Hilfssatz: Ist J eine positive Zahl, so bilden diejenigen Werte z, 
fir welche die siimtlichen Ungleichungen 


f,(2)| S! (n= 1,2,--+) 


erfiillt sind, eine Menge, deren MaB mindestens 1 — J betragt. 


) 
Bezeichnet ©, die Menge der Punkte x, in denen f,(x)>J ist, so 
ist ©, unseren Voraussetzungen gemiB meBbar, und es gilt 


fof) de> [o(F,) dz > o(l)-m(G,), 
0 (Cp) 


wenn das Zeichen m(€,) das MaB der Punktmenge ©, bedeutet, mithin 


owe 
m(G,) Ss «(]) g 


Wegen der Ungleichungen (6) ist aber ©, enthalten in ©, ©, enthalten 
in ©, u.s.f, und daher schlieBlich alle ©, enthalten in einer Menge 


€=—€,+6,+---—LE,, 


die gleichfalls héchstens das MaB a besitzt. Fiir jeden Punkt 2 der 
Komplementiirmenge D von © gelten die simtlichen Ungleichungen 


f(x) <1 (mn =1,2,---). 


Damit ist unser Hilfssatz bewiesen. 


g 3. 
Ein Kriterium fir die wesentlich-gleichmiBige Konvergenz. 


Wir spezialisieren das Resultat des vorigen Paragraphen, indem wir 
unter o(l) von jetzt ab die folgende Funktion verstehen: 


ol)=F fir O<SI<1, 

=1 fir 1<l. 
Alsdann ist o(|f(z)|) imtegrierbar, sobald f(z) als meBbar vorausgesetzt 
wird, und es bleibt stets 

1 
fo(\f@|) dx<1. 
0 
Bezeichnet 


4,(2), A, (2), rr 
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eine unendliche Reihe meBbarer, fir O<2<1 definierter Funktionen, 
so kann man daher eine Funktion 

J (2) = I (4,, 4, 2° **) 
der unendlich vielen Variablen 2, , 2, * --+ definieren durch die Gleichung 
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J(e)—=L f 6(f,(")) dz, 


wobei ha a = 
f(z), fe(@), fa(@),--- 

die absolute Majorantenreihe von 

f(x) = 4,4,(2), 

fy(@) = 4,4,(%) + %A,(2), 

fg(@) = 2,4, (2) + 2,4,(2) + 254,(2), 
bedeutet. Es wird offenbar 

J 6(Ta) da — Tees By £49 005°) = FO 


d. h. J 6( fe) dx ist in der von Hilbert eingefiihrten Terminologie*) 


0 
gleich dem mn Abschnitt der Funktion J(z), und diese Funktion hat 
demnach die durch die Gleichung 

I(2) = L[J()n 

ausgesprochene Eigenschaft. 

Satz: Damit die Reihe 
(7) CA, (©) + Ody (a) + €54,(2%) + --- 
wesentlich -gleichmapig konvergiert, ist notwendig und hinreighend, dap 

L J(0,0,--: 9, Cm+17 Sm+29*” ‘)=0 

ist. 

Dabei wird unter J(0,---,0, Cnii) Gmgos°**) der Wert der Funktion 
J(z) fiir das folgende Argumentsystem verstanden: 


z.—-e =0, 2,=c =0,---, 2, =e = 0; 
9n4a ™ © at C412 4aae™ i ee si 
Der Einfachheit halber setzen wir 
J (ce) = J, 


*) Hilbert, Gétt. Nachr. 1906, pag. 159 u. 440. 
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ferner 

a) =P ae) t--- +a @) (n= 1,2,3,---), 
so daB 

1 
JM—=L {6( f(x) dx 
a=>@ 0 

und 

fi" (2)=0 fir n<m, 

=f(2)—f°(x) fir n>m 

ist. 


Konvergiert (7) wesentlich-gleichmaBig, so bestimme man zu der 
positiven Zahl «<1 die Menge A, vom Mae 1 —« so, dab in Y, 


€,4,(2) + ¢A,(%) +--- 
gleichmaBig konvergiert; darauf kann der Index N derart gewahlt werden, 
daB fiir Werte x in UM, und fir n>m>N 

fy (@) — fm (@)| SV8 
ist. Dann gelten in &, auch die simtlichen Ungleichungen 


f(z) <Ve fir n—1,2,3,---, m2>N, 
und daher 


[ «(7 (2)) dx < 6(Ve) aie . = esti 


“a, m>wN 
Andererseits besitzt die Komplementiirmenge 8, von A, das Mab «; 
mithin ist Sede 
| 6 (7(x)) dz<e. 
8.) 
Durch Addition und Grenziibergang schlieBen wir 


IM<2e fir maN, 
also 


(8) LJm =0. 


u=e 


Umgekehrt folgt aus (8) die wesentlich-gleichmiBige Konvergenz 
von (7). Um dies einzusehen, sei 


L, ly, Is, +> 
eine gegen 0 konvergierende Reihe von Zahlen, die simtlich <1 sind, 
8, + 0, +4, +--- 
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eine aus positiven Gliedern bestehende konvergente Reihe. Da wir an- 
nehmen, daB (8) erfiillt ist, gibt es zu jedem / einen Index m,, so dab 


J“ <0 4, 


wird; wir verstehen unter uw, etwa die kleinste ganze positive Zahl, fiir 
die diese Ungleichung besteht. Wenden wir dann den Hilfssatz von § 2 
an, so erkennen wir, daB die Menge %, derjenigen Punkte z, fiir die 


fi” (@)|<h (n= 1,2,---) 
ist, mindestens das Mab 
Jn 
6(l) 


= 

besitzt. Im Bereich %, gilt 
If°(a) — f(x) |S 21, for n,m>my. 

Der Durchschnitt U,* der Mengen Y,, %,,,, U,,2, °°: hat mindestens 


das MaB 1 — z,, wenn 
%, = 9,+ Oyu, + O42 4+°°: 
gesetzt wird, und es gelten in U,* die Beziehungen 
fi? (2) — fr’(@)\ S 21,, falls n,m>uy, 
(fir jh, h+1, h+2,---). 
Folglich konvergiert die Reihe (7) gleichmaBig fiir alle Werte z der 
Menge &,*. Damit ist der Beweis unseres Satzes vollendet. 


21-4, 


§ 4. 
Beweis des Haupttheorems. 
Fiir jedes Wertesystem z,, 2, 2,,--- hat die Funktion 


Q(e) = V1 + 42+ 4V8+--- 
entweder einen bestimmten endlichen Wert oder ist oo. 

Hilfssatz: Ist 4,,(2) (m=1,2,---) insbesondere ein System ortho- 
gonaler Funktionen, so gilt identisch in den Variablen z,, 24,,--- die 
Ungleichung 

J(2) <V30 Q(). 


Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir { o(f,(2))dx berechnen. 


0 
Bilden die 4,,(2) ein Orthogonalsystem, so schreiben wir, der Uberein- 
stimmung mit den in § 1 benutzten Bezeichnungen halber, 


A, (2) = On(2). 








ql 
U 
4 
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Ferner sei H eine positive Zahl, deren genauere Bestimmung wir uns 
noch vorbehalten, und 


Mm, ,=?+i-—1, My, = 7 + 2: (¢=1,2,---). 
Dann ist n, = 1, und es gilt fiir alle geraden und ungeraden Indizes k 
Vn, < my. —™ L1+Vm, 


9) , 
( k<2Yn,. 
Ferner bedeute p die gréBte ganze Zahl, fiir die noch n, <n ist, und 
es werde 
0, (”) = f,(2) — fn (#) (m _— 1, 2,-++,”) 


gesetzt. Zu jedem Wert von z findet sich unter den Indizes m<n 
mindestens einer, fiir welchen 


fn(2)| = f,(2) 


wird: der kleinste unter diesen werde mit (n; x) bezeichnet, so dab 
fn; 2)() —fa(2) 
ist. Endlich soll D, die Menge der Zahlen x bezeichnen, fiir die 
m, S(N; 2) << m3, d,, (2)| >H 


ist, wihrend zu der Menge ©, alle « zusammengefaBt werden, welche die 
Beziehungen 
m, < (n; 2) << m,1, 4, (2) <H 


erfiillen.*) Die 2p Mengen ®,,---,D,; ,,--:,€, sind meBbar und machen 
zusammen das gesamte Intervall 0---1 aus, so daB 


~ °. a. > 
foFjdc=f+---+f t$ft--4f 
. (21) (2p) (&) (€p) 


wird, wobei unter dem Zeichen J "alls Integrand jedesmal o(f,) dz mi er- 
ganzen ist. Da 


1 
J Gn, dx —Aaithaste +4 
0 
{=0, falls k=—p, n, =n} 
ist, muB 
1 @ 
m(®,) < H? > 4, 


a +1 


*) Vergl. Jerosch, 1. c., pag. 71. 
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sein, folglich 


a af #2287 ~ ib S 0S) 


dabei bedeutet [m,,,,”] die kleinere der beiden Zahlen »,,,,. Es ist 


aber, wie aus (9) folgt, 


[* k+1’ [* k+1 
(10) PAC Sa) <2 > (va $2) <2 Vn #2, = 2[Q(2)],- 
i=, +1 ) n= 
Durch Ejnsetzen in die vorige Ungleichung ergibt sich also 
(11) | a +f <#[e@).- 
(®) p) 


Ferner gilt fiir jeden Punkt x von &, 
fin; 2) (2) = fn, (2) + £n, +10, +1(2) + ike be + 2(n;2)P(n; 2)(2) 
= f.(%) — 5, (2) + Zn, +1%n.41(2) + +++ + an; 2) %n;2)(2), 
mithin 
re Cy 1, ”] 
Tuy <omsagae ss Da - Soja. 
i= ™ 2! J=n, +1 


So findet. man 

2 [* +1") 

(Ff, da < 2 H*m(&,) + 4 frcapras + 4(n,,,—,—1) 
(€,) ( 


nti 


Da aber 


foFdx< [Fax 
(,) (@,) 
ist, ergibt sich hieraus 


>> ") 
it +fs ams 4f aytda + 43) (Vo #) 


und, wegen 
1 
Sfide=8+---+2<5 (0) 
0 
und der Ungleichung (10), 


+--+ fis 2H + 8[Q@)],. 
(G) (€p) 
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Addieren wir dies zu (11) hinzu, so erhalten wir 
1 
(2) 
foijax <2 (H+ Sh") + sree)... 


Wihlen wir nunmehr, um die gewonnene obere Grenze méglichst 
klein zu machen, 


H=V(Q(@)],. 
so folgt 


Jo(F) ax < ViQ@-(4+8V1O@)),)- 
AuBerdem ist 
fof) dx<1. 
Jo 


Bedeutet daher Q, diejenige Zahl, fiir welche 


’ 4 V% +8Q=—1 
ist, so gilt 


1) wenn [Q(z)], > Q,: fo® da<1i< Vee, 
0 » 


2) wenn [Q(z)],< Qo: o(F) dx<V{Q(z)], {4+8y Qo } — eal, 
0 Qo 


also allgemein, da die Rechnung 


a = 8(2+/3)< 1648. ; = 30 
ergibt, ° 


fof) dz < V306Q)),- 


Diese Ungleichung laBt sich in der Form schreiben 


[J(2)], <V30(Q()], 
und liefert durch den Grenziibergang zu = oo den zu beweisenden Hilfssatz. 
Ist nun ¢,, ¢,,--- eine Zahlenreihe, fiir welche Q(c) konvergiert, so ist 


LQ(0,---,0,¢€ Caasr**) = 0, 


>“m+1)9 “m+2) 
mithin auch 
L IO,- c 


U, m+12 “m+27"* ‘) =, 


und nach dem in § 3 hergeleiteten Kriterium ist damit das in § 1 aus- 
gesprochene Haupttheorem bewiesen. 
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§ 5. 
Uber konvergente Reihen mit positiven Gliedern. 

Der Fall der trigonometrischea Reihen verdient eine besondere Be- 
handlung, da sich in ihm die erhaltene Konvergenzbedingung noch erheblich 
verschirfen lift. Wir benutzen dabei den folgenden Satz, der auch an 
sich, wie mir scheint, einiges Interesse darbietet. 

Hilfssatz: Ist 0<a,<a,<a,<--- eine Zahlenfolge, fiir die 


2» Va 
Ps a 
—" —_ A 
41%, 
n=1 


n 


konvergiert, so bleibt der Quotient y fiir alle » unterhalb der gréBeren 
a, 


der beiden Zahlen ,* , V7A, und es ist auBerdem 


Va, 
L ,~-=0. 
n=e Va, 
Beweis: Bezeichnen wir die gréBere der beiden Zahlen 
mit B, so ist die Ungleichung 
(12) m < BYa,, 


fiir m=1 richtig. Nehmen wir an, sie treffe fiir m=1,2,---, zu: 
wir zeigen dann, daB sie auch fir m=n+ 1 Giiltigkeit behiilt. 
In der Tat folgt aus der gemachten Annahme 


€ ~ Va,, 1 : = 
(13) A>> ech 
m=1 


m=1 


1 
, 7A 
va V 


Setzen wir in der fiir reelle Zahlen u,,, v,,(m—=1,2,---,m) giiltigen, sog. 
Schwarz’schen Ungleichung 


(10 Ftgty +o OS (Mf baht -- pl) (OF + Ob + +0) 


= 
{= | a Um = Vey 41 — 4m)» 


m+1— “m 





so ergibt sich 


~ m n(n-+1)\2 
(“a +8) Da ma, > ( 2 ) ‘ 
Fihren wir diese Abschiitzung in (13) ein, so kommt 
lin 1)? 
mG,41—- 4 mse ae 
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AuBerdem ist 


a, er +a,> p+ 284-8) = a a 
mithin 
~ n(n+1)* /1 1 
9412 4R (a+m)- 
Da aber 
1 7 
12PR 
ist, kommt jetzt f 
2 3, 
a,,,> "SP > oem 


und das ist die Ungleichung (12) fiir m =x +1. 
Um zu zeigen, dab 


(14) 0 


L;~—-= 
n= Va, 
ist, wenden wir das soeben gewonnene Resultat auf die Reihe 


Van wt Vem +1 ' 


> eae ul 
Gn 41 — Fm G,,+2— 9m+1 + - 
an. Wir erkennen dann, dab fiir n > m 
n—m +1 < B,, 
a, 
ist, wo B,, die gréBere der beiden Zahlen yi , ViA,, bedeutet, und fiir 
n >2(m—1) folglich on 
w eT «39 


Va~ Va, 

Damit ist auch die Limesgleichung (14) bewiesen. 
Eine weitergehende Aussage, als die Gleichung (14) enthilt, kann 
man allgemein nicht machen. Ist nimlich (mn) irgend eine Funktion des 


Index n, die mit » gegen co konvergiert, so kann man stets eine Zahlen- 
folge 0 < a, < a, <--+ angeben, fiir die 


Va, Va, . 
@,—4a, " a,—4, 


konvergiert und trotzdem die Limesgleichung 


L n p(n) =— 


nicht erfillt ist. 
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Sind a, 6 zwei Exponenten, fiir welche 0< a <§ gilt, und kon- 
vergiert 


a @ 


a 
Ven. re 

n=l (4,41:—4,)° 7 
so bleibt fiir alle n 
n 

7? = 

Ya. 2% 
wo 
1 \ 


6 : 3 a 
2P-« Ay? ) 
a 


ym itt By = max (7, gf 


p—«? 


gesetzt ist, und es wird auch wieder 


L -—=0. 

n=e Va, 
Der Beweis dieser allgemeineren Tatsache laBt sich ahnlich wie der obige 
fiir «= > 6 = 1 fihren. 


Den einfachsten Fall erhalten wir, wenn wir «a = 0, 6 = 1 nehmen. 
Dann lautet unser Satz: Ist 


1 1 1 
b, - b + bs _— 
eine konvergente Reihe mit lauter positiven Gliedern, so wird 
L bt, te +d, 


8 Co. 


a= 


g 6. 
Konvergenz trigonometrischer Reihen. 
Wir benutzen jetzt statt Q(¢) die Funktion 
1 1 1 
R(e) = 22-1° + 8-2° 4 24-3" +---. 
Hilfssatz: Ist 4,(2) —/2 sin naz, so gilt identisch in 4,, 2, --- 
J(s) < V45 R(z). 
1 
Beweis: Um J o(f,)dx zu berechnen, sei G eine beliebige positive 
0 


Zahl, und es bedeute fiir jeden Index m die Zahl u(m) die kleinste 
(ganze, positive), fiir die 


e G 
Higa t Greeters t+ 2m +n (m) > u(m) 
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ist, so daB also, falls u(m) > 2 ausfiallt, 


if G 
Soar tees + Sin + «(m)—1 S u(m)—1 
wird. Wir setzen dann 
n; = 1, 
Mey = ™% + BM) icin. 


und verfahren nunmehr genau wie in § 4, indem nur den Zeichen », die 
gegenwirtige abgeinderte Bedeutung erteilt wird. Es ist 


(n; 2) 
f,(2) = f(x) — 8, (2) + V2 > *n sin mx2| 
monpt+i 
fiir (n;x) >n,, mithin in &, 
"kei a Ss ie 
(f,@)? < 4(f,(@))? + 2H*® + 8 Ss -> (sin ix)? 
i=n, +1 i= my +1 
und wegen (sin ixx)* << 1 
wR "a>? ] 
f Fores <| 2H? + 8(m,,,—m—1) ae 2 |m(€,)+4 {fe dz. 
€,) L “se cA) 


Es ist aber nach der Erklirung von », (falls n,,, >, +2 ist) 
®.an 7! 
as 


i= mt 


G 
n n,—1? 
+1 k 


mithin folgt 


1 


fae t/'s2 +8644 Ga) ae 
(€,) ‘€,) 0 


< 2H? + 8G 4 4[R(2)].. 


AuBerdem ist, wenn wir kurz R, statt | 2(z)|, schreiben, 


p-1 "ett p-l V/ 
3 e nn, 
R,>> Vn, > #)>4@. t., 
= ij = Mea — 
k&=zl \ f=n, +1 J k=1 


Greifen wir auf den Beweis des im vorigen Paragraphen entwickelten 
Hilfssatzes zuriick, so ergibt sich hieraus 


k 7R,, 
Ve, < max. (1, } / 3) (fiir k= 1,2,---,p) 
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und es folgt auf diese Weise 


era") . 
ch 3 (Ss) ome V BE. 
ti tot fs H* & 2.4 = max (1, VG") H 


faG)aecou'+se +4n, + max. (1, 7): 
0 


Wahlit man 


so erkennt man, daB 


1 
J o(7,) dz < 4Y[R@), + 18[R()], 
0 
sein mub. 
Bestimmt man R, aus der Gleichung 
4VR, + 18K, = 1, 


so bekommt man 


R= 26 + 422 < 45; 


mithin ist 
[J (2)], < V45[R()],. 
Ist ¢,,¢,,--- eime Zahlenreihe, fiir die R(c) existiert, so ergibt der 
hiermit erwiesene Hilfssatz 


L J(0,---, Cc Cnaoy 7) =O 


0, m+? 
mae 


und damit das folgende 


Theorem: Die trigonometrische Reihe > c, sin nax konvergiert 
oO 


wesentlich - gleichmdpig, wenn za e.Vn konvergiert, und stellt dann eine 


n=l 
samt ihrem Quadrat integrierbare Funktion dar, welche die c, zu Fourier- 
koeffizienten hat. 
Der gleiche Satz besteht offenbar fiir alle ,,beschrinkten* Orthogonal- 
systeme, d. h. fiir solche, deren siimtliche Elemente ,(z) absolut unter- 
halb einer von » und «# unabhingigen Grenze liegen. 


§ 7. 
Allgemeinere Summationsverfahren. 


Zum Schlu8 mége noch die Frage behandelt werden, wie sich die 
nach Orthogonalfunktionen fortschreitenden Reihen gegeniiber dem Fejér- 
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schen Summationsverfahren*) verhalten, d. h. unter welchen Umstiinden die 
Mittelwerte 
h(@)+h@+---+ f.@) 


) 
P(t ~ 


der Partialsummen 
fn() = ¢,%,(%) + €%,(x) +--+ + €,,0,,(2) 


einer nach beliebigen Orthogonalfunktionen ®,(x), ®,(z), ---  fort- 
schreitenden Reihe mit wachsendem » in wesentlich-gleichmaBiger Weise 
gegen eine Grenzfunktion f(z) konvergieren. 

Dafiir ist hinreichend, da8 


1 
L L {6(g™)dz=0 


a=e n=O QO 


ist, wenn fiir jeden Wert von x 
g(x) = max. g,(z)—@,,(x) *™) (n > m) 
gesetzt wird. Wir verfahren dann wie friiher, indem wir jetzt 
m,., = m- 2* (k =, 1, 2,--+) 
setzen und uns bei der Abschitzung auf die folgenden Relationen 
stiitzen: 


1) g™<|\9,—@,| + max. |p, —9,|, 


meven 


2) |p.—9,| — (Wt =A t--+—f) 
< Gn—h) + +On—fw) + Pa—hngtit +1%—f, 
= “ “ 
1Pn—Fuagai tos + | Pn — fey 
<\9.-9,\ + = 


u 
(giltig fir w<v< 2y), 


n* 


1 
3) J (9,—f)'ar<% Tot -:- + Ser + Cat + C42 +e + & 
0 


+ Gist t Get +4 


ete)? +--+ wey)? 
= n? 
(giltig fir w»<v<n), 

1 oo 
4) L f{ (,—9,)*dx=0, falls >>’ c2 endlich ist. 
u=e ° 


1 


*) L. Fejér, Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen, Math. Ann. Bd. 58, pag. 52. 
**) Dieses Zeichen bedeutet die gréSte unter den » — m Zahlen 





(x) — @,, (x) | (y= m+i1,m+ 2,---,m). 
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Das Resultat, welches sich auf solche Weise ergibt, lautet: 
Die Fejér’schen Mittelwerte der Partialsummen einer nach Orthogonal- 
funktionen fortschreitenden Reihe 


¢,9, (2) + & (x) +--- 
konvergieren wesentlich-gleichmépBig gegen eine Grenzfunktion, falls die 


Summe P elgn existiert. 
n=1 
Endlich mége noch gezeigt werden, wie einfach mit den hier ent- 
wickelten Hilfsmitteln ein von Herrn E. Fischer*) aufgestellter Konvergenz- 
satz bewiesen werden kann. Mit Fischer nennen wir eine Reihe von 
Funktionen f,(x), f,(v), ---, die samt ihrem Quadrat im Intervall 
QO <2<1 integrierbar sind, im Mittel konvergent, wenn 


(15) Lf a—f)dx =0 
acst 


ist. 

Satz: Ist f,(x), f,(a),--- eine im Mittel konvergente Funktions- 
folge, so ist es méglich, eine solche Reihe von Indizes n,< ny< Ng<--> 
auszuwdhlen, dap fn,{#) mit wachsendem k wesentlich-gleichmdpig gegen 
eine Grenzfunktion f(a) konvergiert. 

Aus der Voraussetzung (15) folgt, daB® fiir jedes m die unendlich 


1 
vielen Werte q (f.—fn)rdx (n=m+1,m-+2,---) eine obere Grenze «,, 
0 


haben und L ¢,=—0 ist. Ich nehme zuniichst an, dab 


m=oo 


(16) & + & tas t-:: 


konvergiert, und zeige, daB alsdann die Folge f,(x), fp(~),--- selbst 
wesentlich-gleichmaBig gegen eine Grenze f(x) konvergiert. Dazu setze 
ich fiir jeden Wert von z, wie in § 3, 


Fe (x) = max. |f,(%)—f,, (x) (n > m) 


und habe dann nur zu zeigen, dab 


(17) L L fo(7)dx=0 


nu=eo n=e 0 


ist. Nun gilt aber 


*) Comptes Rendus 1907, pag. 1022. 
16* 











as 


H. Wevt. 
Fi <\fa—fa| + max. |f, fly 


67") < (Fim)? S 2(F, fa)? + 2 ( max. \f,— fl) 


meven 


S2(,-f,)*+ (f. — fas) det (fh, —f-s)'}; 


i 
J o( fe) da <2(8,, + emgs to ++ + en-1)- 
0 
Damit ist die Gleichung (17) bewiesen. 


Konvergiert hingegen (16) nicht, so laBt sich immerhin auf mannig- 
fache Art eine Reihe von Indizes n,,m,,--- so auswahlen, dab 


En, + én, t+°°> 


konvergiert. Wenden wir dann die soeben bewiesene Behauptung statt 
auf die Funktionsfolge f,,f,,--- auf f,,,/.,,--- am, so erkennen wir die 
Richtigkeit des zu beweisenden Satzes. 
Die Grenzfunktion f(x), deren Existenz durch diesen Satz garantiert 
wird, ist offenbar quadratisch integrierbar und geniigt der Limesgleichung 
1 


L JS f—fa)? a2 = (0. 


k=@ 0 


Da aber fiir beliebiges » 


V fr—toar < Vi fu—fa,)* da + Vj (f—fa)taz 
0 0 0 


gilt, folgt 
1 
J (f-fi) da < &, 


mithin 


1 
L f (f—-f.tax 0. 
- 0 


n » 


Die Existenz einer Funktion f(x), welche diese Gleichung befriedigt, ist 
es, die in dem Fischer’schen Konvergenzsatz behauptet wird.*) 
Ist nt, ”$,--- eine andere Indizesreihe von der Beschaffenheit, dab 


*) Von den bekannten Beweisen (Riesz, Gétt. Nachr. 1907, pag. 116; Fischer, 
l.c.; Hellinger, Dissertation, Gittingen 1907, pag. 81) unterscheidet sich der hier 
gegebene namentlich dadurch, daS er nicht erst, wie jene, zu der durch gliedweise 
Integration gewonnenen Funktionenreihe iibergeht. 
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fisy fago °° + Wesentlich-gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion /* kon- 
vergiert, so ist notwendig f(z)=—/*(#) auBer fir Werte x, die einer 
gewissen Menge vom Mafe 0 angehdren. 

Die Anwendung unseres Satzes auf Reihen, die nach Orthogonal- 
funktionen fortschreiten, beruht auf der bekannten Tatsache, daB die 
Partialsummen einer solchen im Mittel konvergieren, falls die Koeffi- 
zienten eine konvergente Quadratsumme besitzen, und er liefert unter 
dieser Voraussetzung ein direktes Verfahren zur Summation der Reihe 


C9, (2) + & (x) +---. 
Géttingen, Jani 1908. 














L. E. J. Brouwer. 


Die Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen, unabhangig 
von den Axiomen von Lie.*) 


(Erste Mitteilung.) 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


$ 1. 
Allgemeines. 


Die Forderung eines Aufbaues der Lieschen Gruppentheorie, unab- 
hingig von den Lieschen Voraussetzungen, wurde in den letzten Jahren 
mehrmals erhoben, so von Hilbert in seinem auf dem Pariser KongreB 
gehaltenen Vortrage ,,Mathematische Probleme“**) und von Poincaré in 
seinem zur dritten Verteilung des Lobatchefsky-Preises ausgebrachten (Gut- 
achten iiber die Arbeiten von Hilbert***), welche die Grundlagen der 
Geometrie betreffen. Letzterem war niimlich inzwischen+) die Bestimmung 
der ebenen Bewegungsgruppen durch ein System von Axiomen gelungen, 
ohne Benutzung der Lieschen Voraussetzungen iiber die Existenz von ge- 
wissen Differentialquotienten der die Gruppe definierenden Funktionen, 
Voraussetzungen, die bei der Lieschen Methode notwendig sind, um die 
im Mittelpunkte dieser Untersuchungen stehenden Infinitesimaltransfor- 
mationen, welche durch kontinuierliche und differenzierbare Funktionen 
gemessen werden, herzuleiten. 

Eine allgemeine Formulierung des seiner Beschrinkungen entledigten 
Lieschen Problems: ,,Alle endlichen kontinuierlichen Gruppen der n-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit zu bestimmen“, wird indes von Hilbert nicht an- 
gegeben, und man sieht nicht gleich, wie sich seine fiir die Bewegungs- 
gruppen der Ebene aufgestellten Axiome zu solchen, die fiir alle endlichen 
kontinuierlichen Gruppen gelten sollen, erweitern lassen. Ich habe nun 
die Liesche Fragestellung festgelegt durch folgende Definitionen, wobei 


*) Uber diese Untersuchungen wurde vom Verfasser auf dem IV" intern. 
Mathematiker-KongreB in Rom ein referierender Vortrag gehalten. 
**) Auch abgedruckt in Géttinger Nachrichten 1900. 
***) Kasan, Bulletin, Série 2, XIV, N°. 1, Section I. 
+) Mathematische Annalen Bd. 56. 
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ich mich mehr an Hilberts Pariser Vortrag als an seine ,,Grundlagen der 
Geometrie“ anschlieBe. 

Unter einer »-dimensionalen Mannigfaltigkeit wollen wir im folgenden 
verstehen das eineindeutige und stetige Abbild eines endlichen zusammen- 
hiingenden Gebietes des m-dimensionalen Zahlenraumes, nur modifiziert 
durch Hinzufiigung der Grenze, paarweise Identifizierung von in ihr zu 
bildenden, aufeinander eineindeutig und stetig abbildbaren Gebietsmengen*) 
in der Weise, daB die Innenseite der einen auf die AuBenseite der anderen 
eineindeutig und stetig abgebildet und mit ihr identifiziert wird, und 
schlieBlich wieder Fortlassung der Grenze auBer den bei jener Identifi- 
zierung verwendeten Teilen.**) 

Unter einer endlichen kontinuierlichen Gruppe, insbesondere unter einer 
p-dimensionalen***) kontinuierlichen Gruppe einer (als_,,Transformations- 
mannigfaltigkeit“ za bezeichnenden) n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ver- 
stehen wir eine Gruppe von paarweise inversen}) und einschlieBlich der 
eventuellen Grenze eineindeutigen und stetigen Transformationen der Punkte 
der Mannigfaltigkeit in sich derart, da diese Transformationen das fiir jede 
abgeschlossene Teilmenge gleichmiBig stetige und eineindeutige Abbild 
einer p-dimensionalen Mannigfaltigkeit, der wir den Namen_,,Parameter- 
mannigfaltigkeit® beilegen wollen, bilden.++) 

Wir bemerken gleich, daB diese Parametermannigfaltigkeit auch selber 
einer p-dimensionaien kontinuierlichen Gruppe unterliegt. 

Die Gesamtheit der Punkte, in welche ein bestimmter Punkt der 
T. M. (Transformationsmannigfaltigkeit) durch die Gruppe tibergehen kann, 
hat die Eigenschaft, daB jeder Punkt der Gesamtheit alle anderen Punkte 


*) D. h. Teilmengen der Grenze, mit der Eigenschaft, daB, wenn ein Punkt P 
zu ihr gehdrt, auch der innerhalb einer gewissen im n-dimensionalen Raume um P 
beschriebenen Kugel liegende Teil der Grenze zu ihr gehirt. 

**) Dies soll hier (in Gegensatz zu meinem rémischen Vortrage, wo ich ein wenig 
anders an die Sache herangegangen bin) so verstanden werden, da8 auf die fort- 
gelassene Grenze weder die Abbildung selber, noch ihre Stetigkeit sich erweitern zu 
lassen brauchen. 

***) Ob p fiir jede Gruppe eine Invariante ist, ist unentschieden, solange die 
Unmiglichkeit der eineindeutigen und stetigen Abbildung zweier Raiume von ver- 
schiedener Dimensionenzahl unbewiesen ist. 

+) Dies ist keine wesentliche Beschrinkung. Man kann, wie ich glaube, zeigen, 
daB, waren die Transformationen nicht paarweise invers, dies durch eine einfache 
Erweiterung der Gruppe zu erreichen wiire. 

++) Existieren Grenztransformationen, so kann man diese der Gruppe, und in 
dieser Weise der Parametermannigfaltigkeit eine Grenze hinzufiigen. Fiir die Grenz- 
transformationen bleiben die Stetigkeit und Eineindeutigkeit nicht erhalten, und ebenso- 
wenig die Gleichm&Bigkeit der stetigen Anderung der Transformationsmannigfaltig- 
keit, wenn man in der Parametermannigfaltigkeit sich der Grenze unbeschrinkt nihert. 
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der Gesamtheit, aber nur diese, durch die Gruppe erreichen kann. Wir 
wollen eine solehe Punktmenge einen ,,7ransformationsbereich* nennen, 
und bemerken iiber sie zunichst, daB sie jedenfalls zusamenhingend ist, 
und daB jede Teilmenge von ihr, welche einem beliebigen geschriinkten *) 
zusammenhingenden Gebiete der P. M. (Parametermannigfaltigkeit) mit 
seiner Grenze zusammen entspricht, zusammenhangend und abgeschlossen 
ist. Eine solche Teilmenge eines T. B. (Transformationsbereiches) ist 
also entweder eine zusammenhiingende perfekte Menge, oder der ganze 
T. B. enthalt nur einen isolierten Punkt. 

Die P. M. bildet fiir die Gruppe natiirlich nur einen einzelnen T. B. 

Halten wir einen oder mehrere Punkte der T. M. fest, so bilden die 
jetzt noch méglichen Transformationen eine Untergruppe mit paarweise 
inversen Transformationen, die wir ,jfestgelegte Untergruppe“ nennen wollen. 

Heben Wir in einem beliebigen geschriinkten zusammenhiingenden 
Gebiete der P. M. mit seiner Grenze zusammen (oder auch eventuell in 
der ganzen P. M., nachdem sie zuvor durch ihre Grenze abgeschlossen 
ist) die einer festgelegten Untergruppe entsprechenden Punkte heraus, 
so bilden sie eine abgeschlossene Menge. 

Zusammenhiingend braucht diese. Menge nicht zu sein.**) Die ver- 
schiedenen innerhalb der P. M. zusammenhingenden Bestandteile der fest- 
gelegten Untergruppe sind aber jedenfalls eineindeutiges und stetiges Bild 
voneinander, und es gibt eine beschrinktere Untergruppe, die jeden dieser 
Bestandteile in sich transformiert, und deren T. B. zusammenhingend 
sind. Letztere Untergruppe nennen wir ,,reduzierte Untergruppe“. 

Nach diesen allgemeinen Auseinandersetzungen wenden wir uns zur 
Bestimmung aller endlichen kontinuierlichen Gruppen der eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit. Erst die Bestimmung aller dieser Gruppen 6ffnet den 
Weg zur Lésung des analogen Problems in mehrdimensionalen Raiumen. 
Es hat sich mir dabei bis jetzt herausgestellt, daB wenigstens in der 
zweidimensionalen Mannigfaltigkeit noch keine endlichen kontinuierlichen 
Gruppen, die von den Lieschen wesentlich verschieden sind, existieren. 
Fiir héhere Riiume habe ich fiir diese Untersuchungen noch nicht so ab- 
schlieBende Resultate erreichen kénnen, und glaube auch, dab dies erst mig- 
lich sein wird durch eine zur Zeit noch nicht vorliegende Erweiterung der 


*) Schoenflies, Bericht iiber die Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Bd. Tl, 
8. 97, Note *. 

**) Man betrachte z. B. die Gruppe der Euklidischen Bewegungen der projektiven 
Ebene, der man als P. M. den im vierdimensionalen Raume liegenden quadratischen 
Raume «*-+ y*=—r* zuordnen kann. Hilt man hier in der T. M. einen Punkt der 
invarianten geraden Linie fest, so werden in der P.M. zwei parallele Ebenen heraus- 
gehoben. 
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Satze iiber Analysis situs der Ebene, die Schoenflies*) in den letzten 
Jahren verdffentlicht hat, auf drei und mehr Dimensionen. Nur die 
Gruppen der zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten lassen sich mittels der 
bisherigen Schoenfliesschen Resultate bestimmen, und ich glaube, dab 
damit zum erstenmal eine Anwendung jener Resultate gegeben wird. 


§ 2. 
Die Transformationsbereiche und reduzierten Gruppen der Gruppen 
der eindimensionalen Mannigfaltigkeit. 


Als eindimensionale T. M. kénnen nur zwei Raumformen, niamlich 
die offene und die geschlossene Linie, auftreten. (Die offene Linie kann 
an ihren beiden Enden je entweder keine Grenze oder eine Grenze, deren 
Bau noch sehr verschiedenartig sein kann, aufweisen.) Die Anordnungs- 
beziehungen der Punkte der Linie untereinander bleiben bei der Gruppe 
ungeindert. 

Wir konstruieren in der P. M. eine Kugel K um die Identitat und be- 
trachten den innerhalb K gelegenen Teil 7 des T. B. eines Punktes P fiir 
die Gruppe selbst oder fiir eine reduzierte Untergruppe H. Wir behaupten, 
daB, wenn in 7 P,, P,, P;,--- gegen P,, konvergieren, es eine Folge 
von Transformationen der Gruppe gibt, welche der Reihe nach P,, P,,--- 
in P.,, tiberfiihren, und gegen die identische Transformation konvergieren. 

Sei nimlich gw, die Teilmenge von H in der P. M., welche der 
Stelle P, von P entspricht. Sei nun Q, ein Punkt von mw, innerhalb K, 
und Q,', Qe; Q;,°°:: der Reihe nach Punkte von u,,m,,@,, °°: inner- 
halb K. Fir jeden Grenzpunkt der Fundamentalreihe Q liegt P im 
Grenzpunkte von P,, P,,---, d. h. in P,. Also liegt jeder dieser Grenz- 
punkte in w,, und fiir jedes n giebt es einen dieser Grenzpunkte ,Q., 
derart, daB e(Q:, ,Qo)<&:, wo é&, fir himreichend groBes » unter jede 
Grenze herabsinken mu8. Dieselbe Transformation aber, welche ,Q.; 
in Q, tberfiihrt, fihrt Q, in Q, tiber, und Q, liegt in mw, derart, dab 
0(Q:, Qo) <é,, wo wieder «, fiir hinreichend groBes » unter jede 
Grenze herabsinkt. @,, ist also Grenzpunkt von Q,, Q,,---, welche Punkte 
der Reihe nach in uw,, uy,--- liegen, und die Folge der Transformationen, 
welche der Reihe nach Q,, Q,,--- in Q,, tiberfiihren, konvergiert gegen 
die identische Transformation. Zugleich sehen wir, dab gegen jede ab- 
geschlossene Teilmenge von uw, abgeschlossene Teilmengen von p,, Ug, --: 
gleichmaBig konvergieren. 

Es sind jetzt zwei Fille méglich: 


*) Mathematische Annalen Bd. 58, 59, 62; Bericht iiber die Mengenlehre II. 
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1°. 7 ist in einem Segmente der T. M. iiberall dicht. In diesem 
Falle hat P fiir die Gruppe H ein Segment*), und fiir die entsprechende 
festgelegte Untergruppe eine endliche oder abziihlbare Menge von Seg- 
menten zum Transformationsbereich. 

2°. T ist nirgends dicht. In diesem Falle ist der Transformations- 
bereich fiir die Gruppe H ein isolierter Punkt, und fiir die entsprechende 
festgelegte Untergruppe eine endliche oder abzihlbare Punktmenge. 

Eine reduzierte Untergruppe enthiilt dann und nur dann eine ncch 
weiter reduzierte Untergruppe, wenn fiir sie noch Segmente als Trans- 
formationsbereiche existieren. Dies wird wenigstens solange der Fall sein, 
als ihr in der P. M. noch zusammenhiingende Mengen entsprechen.**) 

Wir betrachten jetzt eine festgelegte Untergruppe, fiir welche ein 
Punkt P als T. B. eine Reihe von Segmenten besitzt, und nennen 2, die 
der Stelle P, von P entsprechende Teilmenge der P.M. Sei P, die 
Stelle von P fiir die Identitit, P, ein Punkt im seiben Segmente des 
T. B. von P, sei mit P,» ein willkiirlicher zwischen P, und P, liegender 
Punkt bezeichnet, und sei P, so nahe an P, gewihlt, daf es méglich 
ist, durch Transformationen < y,***) P, sowohl in P,, wie in jeden 
Punkt P,, iiberzufiihren. Sei Z, die zusammenhingende, die Identitit 
enthaltende Teilmenge von 4,, welche durch die eben genannten Trans- 
formationen in Z, resp. 2,” iibergefiihrt wird. Bezeichnen wir mit 
E(Z,, Z,) das Minimum der Transformationen, durch welche Z, in Z, 
oder Z, in Z, tibergefiihrt werden kann, so haben wir: 

E(Z,,2,)<, wod E(Z,, 4%) <%. 

Bezeichnen wir weiter mit ,J, die Menge jener zusammenhiingenden 
Teilmengen von 4,, welche sich aus Z, innerhalb A, schrittweise er- 
reichen lassen nur mittels Transformationen, welche die GréBe h, nicht 
iibersteigen, und ihrer Inversen. Will man diese Teilmengen aus Z, 
durch je eine Transformation erreichen, so braucht man dazu im all- 
gemeinen gréBere Transformationen, aber die Grenze k,, welche diese 
Transformationen nicht zu iibersteigen brauchen, konvergiert mit h, 
gegen Null. 

Die Menge , J, hat mit ihrer Komplementiirmenge in 4, ein E> h,, 
und wird von den oben genannten, Z, in Z, resp. 7%,, tiberfiihrenden 
Transformationen < y,, welche ein gewisses endliches Gebiet der P. M. 


*) Ist H die urspriingliche Gruppe, so kann freilich in einer geschlossenen T. M. 
diese auch selbst als einziger T. B. auftreten. 
**) Sonst niimlich wire kein anderer Zustand der T. M. zusammeuhiingend erreich- 
bar, was andererseits gerade vorausgesetzt wird. 
**) D. h. deren repriisentierende Punkte in der P. M. weniger als y, von der 
Identitat entfernt sind. 
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nicht tiberschreiten, transformiert in , J, resp. s,Jir; diese Teilmengen 
von A, resp. 4; weisen alle mit ihren entsprechenden Komplementiirmengen 
ein E>h,' auf, wo h,’ eine gewisse endliche GréBe ist, welche mit h,, 
aber auch nur mit h,, gegen Null konvergiert. 

Nennen wir 7,4, die obere Grenze der Transformationen, welche 
sich aus zwei Transformationen <4, oder inversen von solchen zusammen- 
setzen lassen, und setzen wir 9, so klein gewihlt voraus, daB y, 9, <h,’, 
so wird ,/, auch von allen anderen Transformationen < »,, welche P, 
in P, resp. Pir iiberfiihren, in dieselben Mengen ,,J2 resp. sdir 
iibergefiihrt. 

Wir wihlen jetzt zwischen P, und P, weitere Punkte P,,, P,., Pis,--: 
derart, daB es méglich ist, jedes P;,, mittels Transformationen < 7p, 
sowohl in P,,,,, wie in P,,r (d. h. einen willktirlichen Punkt zwischen 
P,, wnd P, ,,,) tiberzufiihren. Es ist dann méglich, am Segmente P, P, 
entlang eine solche Reihe Zo, Zor, Zu, Zur, Zi2, Zier, ++ * aUs- 
zuwahlen, dab 

E(Z,.; Zi.n+1) <m und E(Z,,, Zinv) < %- 
Ist %. < 4,, 80 wird jede Reihe von Transformationen, welche 7, 
sukzessive in diese verschiedenen Z iiberfiihrt, ,J, tiberftihren in 
»tior, tu, -+-, welche mit den oben gefundenen ,'J,» identisch sind. 
Die Transformationen dieser Reihe kénnen mithin alle < 1,k,, also 
innerhalb eines gewissen endlichen Gebietes der P. M. gewihlt werden. 

Eine Menge ,J, wird von diesen Transformationen iibergefiihrt in 
ndior, mdi, °°, Welche, falls h, <h,, der Reihe nach Teilmengen von 
idior, tu. +--+ sind, und jede mit ihrer entsprechenden Komplementir- 
menge ein E>h,’ aufweisen, wo h,’ eine gewisse endliche GréBe ist, 
welche mit h,, aber auch nur mit h,, gegen Null konvergiert. 

Wir wihlen jetzt noch 7, so klein, daB 4,4, <h,’: dann wird , J, 
auch bei anderer den Bedingungen geniigender Wahl von Zor, 4,;, - 
stets in dieselben Mengen ,,Jior, »Ju,--- tibergefiihrt werden. 

So fortfahrend, kénnen wir, h,, h,, h;, +--+ unbegrenzt abnehmen 
lassend, durch immer neve Zwischenfiigungen von Punkten P,,,;..., fiir 
jedes h, immer wieder eine ganz bestimmte Reihe von Abbildungen von 
,,4, am Segmente P,P, entlang konstruieren, und jedes folgende , J, 
gibt eine Reihe von Abbildungen, welche innerhalb der Abbildungen der 
vorangehenden Reihe liegen. 

SchlieBlich bleibt als Limes eine ganz bestimmte Reihe von Abbil- 
dungen von Z,. 

Wenn man aber ein Teilsegment von P,P, um einen seiner Punkte 
P., zusammenschrumpfen lift, werden die Minimaltransformationen, welche 
Z,, in die iibrigen Limesabbildungen des Segmentes tiberfiihren kénnen, 








252 L. E. J. Brouwer. 


schlieBlich unter jede GréBe der Reihe »,, 7, 73,--- herabsinken. Die 
Limesreihe der 7 bildet also eine Gesamtheit, welche zusammenhingend 
ist, und in der die Z eineindeutiges und stetiges Bild der entsprechenden 
Stellen von P sind. Die Limesreihe laBt sich tiber das ganze Segment 
des Transformationsbereiches von P ausdehnen, bleibt nach wie vor 
eineindeutiges und stetiges Abbild der entsprechenden Stellen von P, und 
bildet schlieBlich eine nicht weiter ausdehnbare zusammenhingende Teil- 
menge der Mannigfaltigkeit v, welche in der P. M. der von uns in Betracht 
gezogenen festgelegten Untergruppe entspricht. Und allgemein erzeugt 
jedes Segment des Transformationsbereiches von P aus jeder zusammen- 
hingenden Teilmenge 7 eines 4 eine zusammenhingende Teilmenge Y 
von v, wiihrend keine zwei dieser Mengen Y innerhalb der P. M. mit- 
einander zusammenhingen. 

Wir setzen jetzt voraus, dab die Gruppe v entstanden ist durch Fest- 
haltung von der Reihe nach p-—1 Punkten, welche je vor ihrer Fest- 
haltung noch iiber Segmente beweglich waren. Machen wir sodann den 
letzten Punkt dieser Reihe, den wir R nennen, frei, halten aber die 
iibrigen fest wie zuvor, so erzeugen wir die festgelegte Untergruppe x, 
in der jede zusammenhiingende Teilmenge X von einer zusammenhiingenden 
Teilmenge Y aus v, durch Bewegung von FR an einem der Segmente 
seines Transformationsbereiches entlang, erzeugt wird. Die verschiedenen 
Z, aus welchen sich ein X zusammensetzt, sind natiirlich eineindeutiges 
Bild der entsprechenden Stellen von P und &; wir behaupten aber, dab 
dieses Bild auch stetig ist. 

Denn wenn zunichst P und F# nicht beide je gegen eine einzige 
bestimmte Stelle konvergieren, so kann auch Z nicht gegen ein einziges 
Limes-Z konvergieren; und wenn P und FR beide je gegen eine einzige 
bestimmte Stelle konvergieren, so kann Z nur gegen das diesen Stellen 
entsprechende Z konvergieren; giibe es niimlich noch ein zweites Limes-Z, 
so miiBten P und R auch gegen die letzterem Z entsprechenden Stellen 
konvergieren. 

Indem wir in dieser Weise fortfahren, finden wir, wenn wir nach 
Freilassung von noch q weiteren Punkten bis zur urspriinglichen Gruppe 
aufgestiegen sind, daB in der P. M. die mit der Identitét zusammen- 
hiingende Menge wenigstens innerhalb einer gewissen Umgebung der 
Identitat (diese Einschrinkung ist notwendig wegen der Méglichkeit des 
geschlossenen Transformationsbereiches fiir die urspriingliche Gruppe selber) 
sich aus einem gewdhnlichen, durch die Stellen der Punkte P, R, usw. 
bestimmten, (q + 2)-dimensionalen Raume von Mengen Z zusammensetzt. 

Hieraus folgern wir sogleich, daB jede Teilmenge Z einer Menge 4 
innerhalb 4 isoliert liegt. Sonst niimlich gibe es in beliebiger Niihe 
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eines Punktes der P. M. andere Punkte, welche innerhalb der P. M. nur 
auf endlichem Wege zusammenhingend erreichbar wiren. Dieser Zu- 
sammenhang zweier Mengen Z eines und desselben 4 innerhalb der P. M. 
ist sogar auf unserem jetzigen Standpunkte nur noch dann méglich, 
wenn wir in der urspriinglichen Gruppe einen geschlossenen T. B. 
haben, nimlich durch einen vollen Umlauf dieses T. B. Gibt es in 
der urspriinglichen Gruppe nur offene T. B., so enthalt jedes 2 nur ein 
einziges Z. 

Wir behaupten jetzt weiter, dab es immer méglich ist, die nach- 
einander festgehaltenen Punkte derart zu wihlen, daB nach Festhaltung 
einer endlichen Zahl von Punkten keine zusammenhiingende Teilmenge 
der P. M. mehr zur Verfiigung steht. 

Im entgegengesetzten Falle kénnten wir niimlich eine unendliche 
Reihe von festgehaltenen Punkten in ihrer abzihlbaren Folge allmiahlich 
eine tiberall dichte Skala in der T. M. konstruieren lassen, und die Punkte 
dieser Folge der Reihe nach in der Gruppe festhalten. Die Gesamtheit 
der nach jeder neuen Festhaltung noch méglichen reduzierten Untergruppen 
konvergiert sodann gegen die Identitiét.*) Durch Festhaltung einer end- 
lichen Zahl von Punkten kann man somit erreichen, daB in der P. M. 
als reduzierte Untergruppe nur noch eine gewisse im endlichen liegende 
Punktmenge 2, welche sich der Grenze der P. M. nicht unbeschrinkt 
naihert, zur Verfiigung steht. Giibe es jetzt in der T. M. noch T. B., 
welche Segmente enthalten, so hiitte x einen Grenzpunkt K, welcher 
einen inneren Punkt eines solchen Segmentes in einen seiner Endpunkte 
iiberfiihrte. Damit trite aber dieser Punkt aus seinem T. B., was fiir 
eine Transformation der Gruppe nicht méglich ist; K miiBte also 
der Grenze der P. M. angehéren, aber wir haben auch dies als unméglich 
erkannt. 

Somit kann durch Festhaltung einer endlichen Zahl von Punkten 
erreicht werden, daB die T. B. in der P. M. keine zusammenhiingende 
Teilmenge mehr enthalten, also aus isolierten Punkten bestehen. Ist 
dies durch Festhaltung von der Reihe nach » zuvor noch in Segmenten 
beweglichen Punkten erreicht, so nennen wir die Gruppe »-gliedrig und 


*) Nennen wir namlich Z,, die nach Festhaltung von » Punkten iibrig bleibende 
reduzierte Untergruppe, und # das von zwei in der P. M. um die Identitaét beschriebenen 
Kugeln begrenzte abgeschlossene Gebiet, so kann nicht jedes Z, innerhalb # eine 
Teilmenge besitzen. Sonst nimlich gibe es wegen der Abgeschlossenheit aller dieser 
Teilmengen wenigstens einen Punkt innerhalb 6, welcher allen Z, gemeinsam wiire, fiir 
den also alle Punkte der T. M. dieselben Stellen, wie fiir die Identitét, einnehmen 
wiirden, was unmdglich ist, da dieser Punkt andererseits in der P. M. in endlicher 
Entfernung von der Jdentitit liegen wiirde. 
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behaupten, daB eine n-gliedrige Gruppe nicht zugleich (n — a)-gliedrig 
sein kann. Seien nimlich P,, P,,---,P, die Punkte, deren Festhaltung 
die n-gliedrige Gruppe festsetzt, und sei @Q ein fiir die Gruppe nicht 
invarianter Punkt. Wird die Gruppe festgelegt durch Festhaltung zu- 
niichst von @ und sodann von verschiedenen zuvor noch beweglichen 
Punkten P in willkiirlicher Reihenfolge, so sind wenigstens »—1 der 
Punkte P erforderlich, ehe alle Punkte P und damit die Gruppe fest- 
gelegt sind. Denn wenn schon m(<»—1) Punkte P geniigten, wire 
die reduzierte Untergruppe, welche der Festhaltung dieser m Punkte ent- 
spricht, einerseits eindimensional, und andererseits (m — m)-dimensional, 
was unmdglich ist. Sei nun Q,, Q,---, Q, eime Reihe von Punkten, 
welche die Gruppe n’-gliedrig festsetzt. Wir haben gesehen, daB nach 
Festhaltung nur von Q, noch wenigstens »—1 Punkte P notwendig 
sind, um durch ihre Festhaltung die Gruppe festzulegen, und folgern 
hieraus durch eine analoge Beweisfiihrung, da8 nach Festhaltung von Q, 
und Q, noch wenigstens »—2 Punkte P erfordert werden, und durch 
geniigende Wiederholung, dab, wenn »’ <m, nach Festhaltung aller 
Punkte @ noch wenigstens n — n’ Punkte P festgehalten werden miiBten, 
die Gruppe also durch Festhaltung der Q allein nicht festgelegt werden 
kénnte. Also kann n’ nicht <~m sein, aber nun auch umgekebrt nicht 
n<n', und m ist eine Invariante der Gruppe. 

Die P. M. einer n-gliedrigen Gruppe ist sicher n-dimensional; sie 
kénnte aber zugleich m-dimensional (m +n) sein. 


§ 3. 


Die Infinitesimaltransformationen der Gruppen der eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit. 


Wir betrachten jetzt von einer mehrgliedrigen Gruppe diejenige fest- 
gelegte Untergruppe, welche nach Festhaltung noch eines weiteren Punktes 
in der P. M. als T. B. fiir die Identitét nur isolierte Punkte iibrig laBt. 
Diese Gruppe enthilt in der P. M. ein System von eindimensionalen 
Mannigfaltigkeiten; in einer von diesen, namlich in der entsprechenden 
reduzierten Untergruppe, liegt die Identitiit. Wir untersuchen jetzt, wie 
diese reduzierte Untergruppe jene sie selbst repriisentierende eindimen- 
sionale Mannigfaltigkeit 4 in sich transformiert. 

Wir legen der Identitit den Namen ,,0“ oder ,,.Nullpunkt“ bei, wihlen 
eine willkiirliche Transformation, welche den Nullpunkt in den Punkt ,,a“ 
iiberfiihrt, und nennen diese Transformation ,+ a“. Ebenso bezeichne 
im allgemeinen ,,+ k“ diejenige Transformation, welche den Nullpunkt in 
den Punkt ,A“ iiberfiihrt. 
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Sei,“ der Punkt, in den die Transformation ,+ a“ den Punkt ,,a“ 
iiberfiihrt, so liegt, wenn a rechts vom Nullpunkt, auch h rechts von a. 
Weil h=a+a und +h=+a4+4, setzen wir h=2a, d.h. wir nennen 
»h* mit anderen Worten ,,2 a“. 

Ebenso nennen wir ,3a“ den Punkt, in den 2a von der Trans- 
formation + a@ tibergefiihrt wird, 4a“ den, in welchen 3a von ihr iiber- 
gefiihrt wird, usw. 

Analog nennen wir ,,— a“ die Inverse von der Transformation ,,+ a“, 
und desgleichen den Punkt, in welchen der Nullpunkt von dieser Inversen 
iibergefiihrt wird, setzen 

—a—a=-2a, —2a—a=—83a, usw. 

Die in dieser Weise bestimmte Punktreihe vom Ordnungstypus *@ + 
kann weder rechts noch iinks innerhalb der betrachteten eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit einen Grenzpunkt besitzen. Sonst niimlich wire die von 
einem solchen Grenzpunkte reprasentierte Transformation nicht eineindeutig. 

Weiter kann die Transformation + a keinen Punkt von 3 festlassen. 
Denn einen Punkt zwischen na und (n + 1)a fiihrt sie tiber in einen 
Punkt zwischen (n+ 1) a und (m-+ 2) a. Also erhalten auch alle Punkte 
eine Verriickung nach derselben Seite. 

Zwischen den Punkten 0 und a liegt sicher ein Punkt b derart, dab 
die Transformation +) den Punkt } in den Punkt a iiberfiihrt, m. a. W. 
derart, dab a=2b. Es kann aber nicht zwei Punkte dieser Art, etwa 
b und b’, geben, denn wenn b’ rechts von b, liegt auch b'+ 0’ rechts 
von b' +6, und b' +4 wieder rechts von b}+ 6. Wir setzen b= : a 
und haben: le 

na=2n-, a. 
Zugleich ist jetzt zwischen jedem na und (m+ 1)a ein Punkt 


? 


na + ; a= + a+ na = (2n+1)- : a 
bestimmt, wihrend fiir jeden Ausdruck p+q+r+---, wo p,qg,r,-°- 
Vielfache von = a bezeichnen, die assoziative und die kommutative 
Eigenschaft zutreffen. 


In derselben Weise fortfahrend bestimmen wir ¢ = ; b, und zugleich 


1 . 1 
9 ©, und zugleich alle Punkte n-->¢ usw., 


und erzeugen so schlieBlich innerhalb 3 einen Ordnungstypus y. 

Dieser Ordnungstypus liegt in 4 tiberall dicht. Denn es liegt wenigstens 
ein Grenzpunkt z. B. zwischen 0 und a; gabe es nun in 3 ein freies 
Intervall, so kénnte dieses durch eine eigentliche Transformation (d. h. 
eine, welche keine Grenztransformation ware) ganz in den ebengenannten 
Grenzpunkt tibergefiihrt werden. 


alle Punkte nc=n- ; b; sodann 
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Weil nun aber die Transformationen in der T. M. eineindeutiges und 
stetiges Abbild von 4 sind, so erzeugen dieselben Transformationen, welche 
4 tiberall dicht tiberdecken, auch in jedem Segmente, welches T. B. in 


der T. M. ist, eine tiberall dichte Skala. 
1 


Setzen wir a=1, 2a=—2, ,a= - usw., so bestimmen wir in 
dieser Weise eine eineindeutige und stetige Abbildung jeder dieser Skalen 
auf das System der positiven und negativen ganzen Zahlen und Dual- 
briiche, waihrend dabei jeder T. B. selber eineindeutiges und stetiges Bild 
des Systems der reellen Zahlen wird. Das Abbild der T. B. in den 
reellen Zahlen unterliegt durch unsere reduzierte Untergruppe der Gruppe 
der Addition. 

Wir wollen nun jede endliche kontinuierliche Gruppe, welche einein- 
deutiges und fiir jede abgeschlossene Teilmenge gleichmaBig stetiges Abbild 
der Additionsgruppe der reellen Zahlen ist, bezeichnen als ,,von einer 
Infinitesimaltransformation erzeugt“, und kénnen mithin den Satz aus- 
sprechen: 

Jede endliche kontinuierliche Gruppe der eindimensionalen Mannigfaltig- 
keit enthiilt eine letzte reduzierte Untergruppe, welche von einer Infinitesimal- 
transformation erzeugt wird. 


§ 4. 
Die eingliedrigen Gruppen der eindimensionalen Mannigfaltigkeit. 


Sei zuniichst die T. M. offen. In diesem Falle gilt fiir die eingliedrigen 
Gruppen dasselbe, was wir im vorigen Paragraphen fiir die letzten redu- 
zierten Untergruppen mehrgliedriger Gruppen hergeleitet haben. Wir 
kénnen mithin folgenden Satz aufstellen: 

Durch eine eingliedrige Gruppe der offenen eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit wird in dieser eine endliche oder abziihlbare Menge von Segmenten 
bestimmt; jedes dieser Segmente wird von einer durch die Gruppe bestimmten 
tiberall dichten Skala von — oc bis + co gemessen, und in jeder dieser 
Skalen ist die Gruppe die Additionsgruppe der reellen Zahlen. Die nicht 
zu diesen Segmenten gehirigen Punkte bleiben bei der Gruppe invariant. 

Ist aber die T. M. geschlossen, so miissen wir zwei Fille unterscheiden. 

Entweder es gibt einen Punkt P, der nach einem vollen Umlauf in 
seine alte Stelle P, wiederkehren kann. In diesem Falle konstruieren wir 
in analoger Weise, wie oben fiir die letzten reduzierten Untergruppen aus- 
gefiihrt ist, eine Skala, der wir die Transformation, welche P aus P, nach 
einem einzigen Umlauf in bestimmtem Sinne wieder in P, zuriickfihrt, 
und welche wir mit ,,+ 22 bezeichnen, zugrunde legen. Diese Skala 
lauft unendlich viele Male um die T. M. herum, und jedem Punkte werden 
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unendlich viele reelle Zahlen zugeordnet, von denen je eine zwischen 22 und 
2(m+1) fiir jedes ganzzahlige » liegt; insbesondere sind dem Punkte P, 
alle Zahlen 2 zugeordnet. Da nun aber jede Transformation der Gruppe 
jedem Punkte der T. M. nur eine einzige bestimmte Verriickung gibt, muB 
jede Teilskala von 2nz bis 2(m+1)z sich decken mit der Teilskala von 
Null bis 22, und die Gruppe ist in dieser Skala die Rotationsgruppe. 

Oder es gibt keinen solchen Punkt P. In diesem Falle hat die Gruppe 
in der T. M. wenigstens einen festen Punkt, und auBerhalb dieses Punktes 
gilt fiir sie dasselbe, was fiir die Gruppen der offenen T. M. hergeleitet ist. 

Also gilt der Satz: 

Eine eingliedrige Gruppe der geschlossenen eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit ist entweder eine Rotationsgruppe, oder wird durch Ausscheidung 
eines festen Punktes zu einer solchen der offenen eindimensionalen Mannig- 
faltigkeit. 

Wir bemerken noch, daB die offene eindimensionale Mannigfaltigkeit 
zu beiden Seiten noch sehr verschiedenartig gebaute Grenzmengen (,,Enden“} 
aufweisen kann; daB in ihnen aber als T. B. fiir die Gruppe auBer festen 
Punkten nur eindimensionale Mannigfaltigkeiten auftreten kénnen. 


§ 5. 
Die zweigliedrigen Gruppen der eindimensionalen Mannigfaltigkeit. 


Unter einer eigentlichen n-gliedrigen Gruppe verstehen wir eine solche 
n-gliedrige Gruppe, deren n die Gruppe festlegende Punkte in einem 
und demselben T. B. der Gruppe gewihlt werden kénnen. 

Im entgegengesetzten Falle sprechen wir von einer uneigentlichen n-glied- 
rigen Gruppe. Wenn bei einer solchen Gruppe von m die Gruppe festlegen- 
den Punkten héchstens m in einem und demselben T. B. gewihlt werden 
kénnen, so ist die Struktur der Gruppe auf die der eigentlichen ein-, 
zwei-, usw. bis einschlieBlich m-gliedrigen Gruppen zuriickzufiihren. Wir 
beschiiftigen uns deshalb im folgenden nur mit eigentlichen n-gliedrigen 
Gruppen, und zwar zuniichst mit eigentlichen zweigliedrigen Gruppen. 

Wir bezeichnen eine solche Gruppe mit g, und bemerken zunichst, 
daB einzelne, aber nicht alle, Transformationsbereiche eingliedrig trans- 
formiert werden kinnen. Sei also « ein T. B., der zweigliedrig trans- 
formiert wird. Der Festhaltung eines Punktes A dieses T. B. entspricht 
eine von einer Infinitesimaltransformation erzeugte letzte reduzierte Unter- 
gruppe 9,- 

Bleiben fiir diese Gruppe gy, mehrere Punkte von a fest, und ist A’ 
einer von ihnen, so bleibt fiir die der Festhaltung von A’ entsprechende 
letzte reduzierte Untergruppe g,’ auch A fest. Denn bliebe A beweglich, 
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so wiirde g,’ durch Festhaltung von A festgelegt werden, und fiir festes 
A und A’, m. a. W. fiir festes A wiire keine stetige Bewegung mehr 
méglich, was wider die Voraussetzung ist. 

Da nun das System der fiir die Gruppe g, in « festbleibenden Punkte 
eine transitive Gruppe von eineindeutigen und stetigen Transformationen 
zulassen mu, so sind diese Punkte untereinander isoliert. Wenn weiter 
rechts von einem dieser Punkte A, ein zweiter Punkt A, liegt, so liegt 
rechts von A, ein dritter usw.; das System enthilt also entweder nur 
einen einzigen Punkt, oder sein Ordnungstypus ist *# +o fir ein offenes 
«, resp. endlich fiir ein geschlossenes «. 

Im letzteren Falle kénnen zwischen zwei aufeinander folgenden Punkten 
A, und A, nicht zwei Punkte eines anderen solchen Systems liegen. Sonst 
nimlich existierten zwischen diesen letzten zwei Punkten wieder zwei eines 
dritten Systems usw., und es wire méglich, in einem gewissen Punkte 
von « zwei Punkte eines selben Systems von zusammen festbleibenden 
Punkten nur durch Transformationen innerhalb einer abgeschlossenen Teil- 
menge der P. M. sich unbeschrinkt naihern und schlieBlich zusammen- 
fallen zu lassen. 

Umgekehrt ist es auch nicht méglich, dab zwischen A, und A, kein 
einziger Punkt des anderen Systems liegen sollte. Es liegt also zwischen 
je zwei aufeinanderfolgenden Punkten eines Systems je ein Punkt eines 
willkiirlichen anderen Systems. 

Sei #6 einer der T. B. von g, in a, B und C Punkte von f, und g, 
resp. g, die reduzierte Untergruppe, welche der Festhaltung von B resp. C 
entspricht, und welche nach dem vorigen keinen weiteren festen Punkt 
innerhalb 6 enthialt. Sodann fiihrt jede Transformation aus g, also auch 
jede Transformation aus g,, welche B in C iiberfiihrt, g, in g, tiber. 

Wir bilden jetzt das Segment 6 mit der von g, in ihm konstruierten 
Skala auf die X-Achse eines Koordinatensystems einer Ebene ab, wobei 
wir den Koordinatenanfangspunkt dem Punkte B entsprechen lassen, und 
konstruieren zu jeder Transformation h aus g, die Kurve y =/,(x), wo 
zu jedem x die durch h bewirkte Verriickung des entsprechenden Punktes 
der X-Achse als y genommen wird. Die erhaltene Kurve nennen wir die 
Inkrementkurve der Transformation h. 

Nach den Entwicklungen des § 4 liegen die verschiedenen Kurven 
y =f,(%) mit Ausnahme des einzigen gemeinschaftlichen Punktes B ginz- 
lich auBerhalb voneinander und von der die identische Transformation 
reprisentierenden X-Achse. 

Ist ¢ die Abszisse von C, so fihrt eine Translation ,,+ c* die Gruppe g, 
in g, tiber. Das System y= /,(a—c) bildet somit die Inkrementkurven 
der Gruppe g,. 
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Jede Transformation aus g, welche C invariant liSt, und sich inner- 
halb g bei festem C stetig aus der Identitiit erreichen lat, muB zu g, 
gehéren. Solche Transformationen sind aber folgende: 

a = 2 + f,(2) —f,(0. 
Also gehdrt die Kurvenschar 


y= f,(*) — fh) 


zur Schar 
/ y=f,(r—9), 
und die Schar 
y¥=f, (e+e -—h© 
zur Schar 
y =f, (2). 


Jede Funktion f,(7) muB also entweder fortwihrend steigen, oder 
fortwihrend abnehmen. Sonst nimlich giibe es eine Kurve 


y=f(+e¢) —f.©), 

welche die X-Achse noch in anderen Punkten als B treffen wiirde. 

Wir bezeichnen mit ,g,(x) die Zunahme der Ordinate der Kurve 
y = /f,(«) zwischen den Abszissen 2 und z + A, und nehmen einen Augen- 
blick an, daB ,q,,(x) zwei gleiche Werte hatte, fir =, und =a, +>p. 
In jenem Falle hitten wir in der Kurvenschar y = /,(”), welche ja auch 
die Kurven y = f,(x7+k)—f,(k) enthilt, zwei Kurver. welche einander 
sowohl fir «= 0 wie fir «=A trifen. Da nun aber die verschiedenen 
Kurven y = /,(”) mit Ausnahme des einzigen gemeinschaftlichen Punktes B 
ganzlich auBerhalb voneinander liegen, ist das vorausgesetzte Verhalten nur 
dann méglich, wenn die Kurven 


7 fy,(@ +2) ~~ fi,(&%) und y= fy (@+ 4, +p) — f(a +p) 
dieselben sind, m. a. W. wenn die Kurve y=/, (x) eine homothetisch- 
periodische Gestalt mit der Periode p besitzt. 

Dies aber schlieBt ein, daB ,y, (x, ++) = ,@,,(%,), unabhingig von ¢, 
so daB die Kurve y=/,(«) nun sogar eine homothetisch-periodische Ge- 
stalt mit jeder willktirlichen Periode ¢ besitzen muB, was nur méglich ist, 
wenn sie eine gerade Linie ist. 

Es hat sich also herausgestellt, dab, wenn y=/,() keine gerade 
Linie ist, wenigstens ,,,(2) nicht zweimal denselben Wert erhalten kann. 
Fiir jedes bestimmte A muB dieser Wert also mit 2 entweder fortwihrend 
steigen, oder fortwihrend abnehmen, was nur méglich ist, wenn er ent- 
weder fiir alle A fortwihrend steigt, oder fiir alle A fortwihrend abnimmt. 

Wir setzen beispielsweise das erste voraus, und bezeichnen jetzt die 
Differenzenquotienten von y=/,,(x) zwischen den Abszissen Null und A,, 
17* 
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A, und 2A,, 24, und 3A,, usw. der Reihe nach mit ,Z, ,Z, ,Z usw., 
jene zwischen Null und + 1, = By und A,, 4, und 1 ; A,, usw. mit 
149) 1415 eZ wsw.; jene zwischen Null und : 4; ; A, und ; 4, . A, 
und : M,, usw. mit ,Z9, ;Z,, +249 usw., und fahren in dieser Weise fort. 
Gehéren sodann ,Z, und ,Z, zu aneinander grenzenden, gleich groBen Inter- 
vallen (derart daB ,Z, rechts von ,Z, liegt), so besitzen ,Z,, ,Z,9, .Z,99 USW- 
abnehmende Werte, welche aber oberhalb des Wertes von ,Z, bleiben, 
und ,Z,, «4»1» ap: USW. haben zunehmende Werte, welche aber unter- 
halb des Wertes von ,Z, bleiben. Erstere Reihe hat somit einen unteren, 
letztere einen oberen Limeswert, und man zeigt leicht, daB nun auch alle 
Differenzenquotienten fiir unbeschrinkt abnehmendes A gegen diese Werte 
konvergieren, m.a. W. die Kurve y=/, (x) hat in jedem Punkte, dessen Ab- 


szisse zur tiberall dichten Skala = A, gehért, sowohl einen rechtsseitigen 


wie einen linksseitigen Differentialquotienten. Dasselbe sehen wir nun aber 
auch leicht ein fiir einen willkirlichen Punkt P der Kurve, wenn wir die 
Differenzenquotienten zwischen P und den Punkten einer Fundamentalreihe 
der oben genannten iiberall dichten. Menge, welche P zu ihrem Grenz- 
punkte hat, in Betracht ziehen. (Letztere Differenzenquotienten lassen sich 
nimlich mit Hilfe der Z approximieren.) 

Unser weiteres Ziel ist, zu zeigen, dab die rechtsseitigen und die 
linksseitigen Differentialquotienten einer Kurve y = /,(z) einander gleich 
sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dab der rechtsseitige Differen- 
tialquotient eine stetige Funktion von « ist. 

Die Punkte xz, welche bei der Transformation h einer Verschiebung von 
der GréBe f,(x) unterliegen, werden durch Uberfithrung dieser Trans- 
formation in die zur Inkrementkurve y =/,(2+ A) gehérige weiter ge- 
schoben iiber eine Strecke ,g,(x). Letztere Verschiebung, zusammengesetzt 
mit einer ihr folgenden Translation 0, gibt eine Verriickung 3 + ,q, (x); 
zusammengesetzt mit einer ihr vorangehenden Translation 3, eine Ver- 
riickung 6 + ,p,(«+0"), wo 0’, mit 2 variabel, das Abszisseninkrement 
bezeichnet, welches durch die in der Kurve y=/,(z) zugehérige Ordi- 
natenzunahme zu 0 erginzt wird. 

Der Unterschied dieser beiden resultierenden Verriickungen stellt eine 
Verriickung 6(x) = ,g,(x+ 0°) — ,q,(x) dar. 

BesiBe nun die Kurve y = f,(z) in P einen Knick, so sei Q ein Punkt 
der Kurve links von P; wir ziehen dann folgende Werte von x in Betracht: 

x,, die Abszisse von Q, 
Z, derart, daB x, + d’(x,) = 2, 
z;,, die Abszisse von P. 
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Sei k der Unterschied zwischen dem rechtsseitigen und dem links- 
seitigen Differentialquotienten in P; sei weiter A < 6’(2,) gewihlt, 7,<2,, 
und A und 6 beide so klein, daB sowohl in P, wie in Q: 

Pa (2+ 0) aP, (@) 
a ~~. <b. 

Sodann wiirde die Inkrementfunktion o(#) fiir « = x, kleiner als kA, 
fir «=a, griBer als kA, und fiir «=a, wieder kleiner als kA sein, 
was unméglich ist, da eine Inkrementfunktion mit x entweder fort- 
wahrend steigen, oder fortwihrend abnehmen mub. Die Kurve y = f,() 
kann somit keinen Knick aufweisen. 

Wir behaupten jetzt, daB die Gruppe g, auf der Skala der Gruppe g, 
durch eine Infinitesimaltransformation erzeugt wird, d. h. daB in dieser 
Skala der Quotient zweier unbeschrinkt abnehmender Inkrementfunktionen 
von g, sich unbeschriinkt einer Konstanten niihert. 

Werden niamlich die Punkte z, durch die Inkrementkurve y = f,(a,) 
in die Punkte z und durch die Inkrementkurve y = /,(% +6) —f,(8) in 
die Punkte «’ tibergefiihrt, so bedeutet die Uberfiihrung von z in 2’ eine 
Verschiebung: 


Ax = 4,(%q) — gPn(O) = 9 -(fy (Xo) + €5(%) — fy O) — €5(0)}, 
wo die Funktion ¢; mit 6 verschwindet. 

Wir kénnen also schreiben: 

bem ( re) t m(e)}- Om, 
wo «, eine willkiirlich bestimmte Abszisse bezeichnet, und die Funktion 7, 
mit A verschwindet, wihrend die Stetigkeit und gebietsweise Endlichkeit 
von f, (x), sowie ihre fortwaihrende Steigung (resp. Abnahme) mit 2 mit- 
bringt, daB auch w(x) stetig und gebietsweise endlich ist, und mit 2 fort- 
wihrend steigt (resp. abnimmt). 

Zugleich stellt sich heraus, dab die Verschiebung einer willktirlichen 
Transformation aus g sich schreiben laBt: 

u(z) = u(): {PE + n(@)}, 
wo die Funktion », mit « verschwindet. 

Wir kénnen jetzt auch gleich zeigen, daB die Funktion w(x), welche 
die Infinitesimaltransformation definiert, ihrerseits wieder differenzierbar 
ist. Die Gleichungen der Inkrementkurven von g, lassen sich niimlich 
schreiben : 

y=e-{¥(z) + €(@)}, 
wo die Funktion «'(x) mit ¢ verschwindet. 
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Zu diesen Inkrementkurven gehéren aber alle Kurven: 
y = e-{v(27+ 0) — ¥(0) + &' (a+ 0) — &(8)}, 
was nur méglich ist, wenn 
v(z+0) — ¥(8) =c- ¥(2), 


m. a. W. wenn 
w(a+d) — o(a 


, ) = aw(x) + b. 

Jeder Differenzenquotient von (x) hat somit die Form ay(z) + b. 
Da weiter w(x) gebietsweise endlich ist, ist es unméglich, daB bei un- 
begrenzter Abnahme des z-Inkrementes schlieBlich in einem gewissen 
Gebiete jede GréBe von einem und demselben Differenzenquotienten fiir 
jeden Wert von x iiberstiegen werden kénnte, daB also einer der Koeffi- 
zienten a und b jede GréBe iibersteigen kénnte. 

Die Koeffizienten « und } liegen somit fiir die verschiedenen Dif- 
ferenzenquotienten zwischen endlichen Grenzen, also ist die Funktionsmenge 
der Differenzenquotienten gebietsweise gleichmiBig stetig, und die Funk- 
tion w(x) ist differenzierbar.*) 

Zur Bestimmung von y existiert mithin folgende Differentialgleiclrung: 


dw 
i. =ay+h. 


Sei in dieser Gleichung zuniachst a = 0, so haben wir: 
w = ba, 
und die endliche Gleichung der Gruppe g, wird: 


=t. 
x 


Wir finden mithin fir g, die Multiplikationsgruppe mit B als Null- 
punkt in der Skala, welche g, als Additionsgruppe definiert. Wir be- 
merken, daB diese Lisung den Fall enthilt, in dem die Kurven y =f,(z) 
gerade Linien sind. 

Sei jetzt a+ 0, so haben wir: 


und die endliche Gleichung der Gruppe g, wird: 


“es ear 


1 —_ ¢”" ** 


*) Vergl. Verslag Akademie Amsterdam, Mei 1908, p. 38. 
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oder wenn wir 1 — e~** = € setzen: 


& ut. 


5 


Wir finden also fiir g, die Multiplikationsgruppe mit B als Null- 
punkt in der Skala von e~**, d. h. in einer Skala, in der schon g, als 
eine Multiplikationsgruppe, nur mit anderem Nullpunkt als g,, auftritt. 

Im ersten Falle ist der Transformationsbereich 8 von g, identisch 
mit dem Transformationsbereiche « von g. Da dieser Bereich offen ist, 
ist die festgelegte Untergruppe fiir festes A mit g, identisch. Die Gruppe g 
ist in dem Bereiche « auf einer gewissen Skala, welche « von — oo bis 
+ co mibt, die Gruppe der Addition und Multiplikation. 

Im zweiten Falle kann 6 nicht ein ganzer T. B. von g sein, weil die 
Gruppe g, es nicht in sich transformiert. Umso weniger kann £ eine ganze 
geschlossene T. M. ausfiillen, seine Endpunkte A, und A,, deren einer, 
z. B. A,, gemeinsamer fester Punkt fiir g, und g, ist*), sind also jeden- 
falls verschieden. Sei A, rechts von A,, so hat g, links von B und von 
A, einen weiteren festen Punkt B,, der nach links héchstens so weit 
fortriickt, daB er nach einem einzigen Umlauf in A, fallt. Wie aber 
J, einen der beiden festen Punkte A, und A, mit g, gemeinsam hat, so 
hat g, einen der beiden festen Punkte B, und B, welcher nur B, sein kann, 
mit g, gemeinsam. Das Segment B,A, BA, ist also gemeinsamer Trans- 
formationsbereich fiir g, und g,, und hieraus folgern wir, indem wir das 
oben iiber die Verteilung der innerhalb « zusammen fest bleibenden 
Punkte hergeleitete beachten, dab dieses Segment B,A,BA, mit @ zu- 
sammenfiallt. Es wird von — oo bis + oo gemessen durch eine Skala, 
in der g, und g, beide nur Ahnjichkeitstransformationen enthalten, und 
welche die einzig mégliche Skala mit dieser Eigenschaft ist. In ihr ist g 
auch hier wieder die Gruppe der Addition und Multiplikation. 

Wir kénnen jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Durch eine eigentliche zweigliedrige Gruppe der offenen oder geschlossenen 
eindimensionalen Mannigfaltigkeit wird in dieser eine endliche oder abzdhl- 
bare Menge von Segmenten bestimmt; jedes dieser Segmente wird von einer 
durch die Gruppe bestimmten iiberall dichten Skala von — co bis + oo ge- 
messen, und in jeder dieser Skalen ist die Gruppe entweder die der Addition 


*) Dieser Punkt A, (und analog der weiter unten genannte Punkt B,) kann 
iibrigens, wenn die T. M. sich auf dieser Seite nicht weiter als @ fortsetzt, ent- 
weder ganz wegfallen, oder durch eines der Enden der offenen T. M. ersetzt werden 
miissen. Diese Enden, welche sehr verschiedenartig gebaut sein kénnen, besitzen 
iibrigens fiir g, und jede Gruppe g, dieselben T. B. (wie leicht zu beweisen ist), so 
daB auch fiir die Gruppe g die T. B. in den Enden nur feste Punkte oder eindimen- 
sionale Mannigfaltigkeiten sein kénnen. 
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und Multiplikation der reellen Zahlen*), oder die der Addition der reellen 


Zahlen. Die nicht zu diesen Segmenten gehirigen Punkte bleiben bei der 
Gruppe invariant. 


g 6. 
Die dreigliedrigen Gruppen der eindimensionalen Mannigfaltigkeit. 

Sei « ein offener Transformationsbereich, in dem die eigentliche drei- 
gliedrige Gruppe, welche wir g nennen wollen, wirklich genau drei- 
gliedrig ist. (Es ist natiirlich méglich, daf ein Teil der Transformations- 
bereiche nur ein- oder zweigliedrig transformiert wird.) Von den Systemen 
von in @ zusammen fest bleibenden Punkten zeigen wir genau dieselben 
Eigenschaften wie im § 5, insbesondere daB zwischen je zwei aufeinander 
folgenden Punkten eines Systems je ein Punkt eines willkiirlichen anderen 
Systems liegt. Seien P,, P,,--- und @Q,, Q,,--- zwei solche Systeme 
in @, und sei Q, P,Q, P, eine Folge von Punkten, zwischen welchen 
keine weiteren Punkte der Systeme liegen. 

Der Festhaltung von P, und Q, (wobei zugleich alle Punkte P und Q 
festbleiben) entspricht in der P. M. eine eingliedrige reduzierte Unter- 
gruppe g,, welche sich sowohl zu einer zweigliedrigen Gruppe g,, welche 
nur die P festlaBt, als zu einer zweigliedrigen Gruppe g,, welche nur die 
Q festlaBt, ergiinzen lassen muB. 

Messen wir die Additionsskala von g, durch eine Koordinate x, welche 
in P, ihren Nullpunkt hat, und die Additionsskala von g, durch eine 
Koordinate y, welche in Q, ihren Nullpunkt hat. Die Gruppe g, mub 
sodann zwischen P, und Q, sowohl in x wie in y eine Multiplikations- 
gruppe sein. 

Also ist zwischen P, und Q,: 

y= —a~. 

Die Transformationen von g, werden also zwischen P, und Q, dar- 

gestellt durch die Gleichung: 


1 r 
gnmgts. 


*) Will man also die Grundoperationen der Arithmetik der Geometrie analog 
axiomatisch definieren, so ist nach Voraussetzung der eindimensionalen T. M. fiir das 
Verbiltnis zwischen Addition und Multiplikation nicht die volle distributive Eigen- 
schaft zur Bestimmung der Operationen notwendig. Diese nimlich sagt aus: 


%a{ fa}=y.@(Pa}> 


Bal fy)— F195) 


wahrend die Forderung 


genigt. 
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Sei R ein Punkt zwischen P, und Q,, und g, die zweigliedrige 
reduzierte Untergruppe, welche R festliBt, so werden, wenn in der z-Skala 
P,R =a, die Transformationen von g, zwischen P, und Q, dargestellt 
durch die Gleichung: 

1 r 
(1) —2"s—a +s. 

Andererseits wird diejenige eingliedrige reduzierte Untergruppe, welche 
P, und R zusammen festlif®t, dargestellt durch die Gleichung: 

1 1 oe 

(2) z-gntlp— a}: 
Wenn nun aber (2) sich als besonderer Fall von (1) auffassen lassen soll, 
so muB ¢=1 sein, wodurch andererseits eine dreigliedrige Gruppe auch 
wirklich zustande kommt als eine periodisch-projektive Gruppe, in der 
stets eine abzihlbar unendliche Reihe von Punkten vom Ordnungstypus 
*o +o in @ zusammen fest wird. (Alle diese Systeme von zusammen 
fest bleibenden Punkten sind derselben Additionstransformation in « gegen- 
iiber invariant.) 

Wir kénnen jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Durch eine eigentliche dreigliedrige Gruppe der offenen eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit wird eine endliche oder abziihlbare Menge von Segmenten 
bestimmt: in jedem dieser Segmente ist die Gruppe entweder eine periodisch- . 
projektive Gruppe mit unendlich vielen Perioden, oder eine Gruppe von 
Addition und Multiplikation, oder eine Additionsgruppe. Die nicht zu diesen 
Seqmenten gehirigen Punkte bleiben bei der Gruppe invariant. 

Das vorhergehende wird fiir einen geschlossenen T. B. nur insoweit 
modifiziert, daB die Systeme von zusammen fest bleibenden Punkten hier 
entweder je einen einzigen Punkt oder je eine endliche Punktmenge bilden. 

Im ersten Falle finden wir als einzig mégliche dreigliedrige Gruppe die 
einfache projektive Gruppe; im zweiten Falle ist die Gruppe eine rotatorisch- 
projektive Gruppe, bei der eine gewisse Rotationstransformation alle Systeme 
von zusammen fest bleibenden Punkten invariant laBt. 

Mithin gilt der Satz: 

Eine eigentliche dreigliedrige Gruppe der geschlossenen eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit wird entweder durch Ausscheidung eines invarianten Punktes 
zu einer solchen der offenen eindimensionalen Mannigfaltigkeit, oder ist eine 
rotatorisch -projektive Gruppe, oder aber eine einfache projektive Gruppe. 
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§ 7. 
Die vier- und mehrgliedrigen Gruppen der eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit. 

Eine eigentliche viergliedrige Gruppe der eindimensionalen Mannigfaltig- 
keit kann nicht existieren. 

Fiir eine solche Gruppe hiatten namlich die Systeme von zusammen 
fest bleibenden Punkten eines bestimmten T. B. die im § 5 hergeleiteten 
Eigenschaften. Weiter entspriiche der Festhaltung von zwei nicht zusam- 
men fest bleibenden Punkten P und Q eines T. B, in dem die Gruppe 
viergliedrig wiire, eine zweigliedrige reduzierte Untergruppe 9. 

Wird nur P festgehalten, so bleibt eine dreigliedrige reduzierte Unter- 
gruppe iibrig, in der P Endpunkt eines offenen T. B. ist, welcher dreigliedrig 
transformiert wird. Bei weiterer Festhaltung von @Q wird in diesem T. B. 
ein mit Q zusammen fest bleibender Punkt Q’ festgehalten, und mit ihm 
(der obigen Analyse der dreigliedrigen Gruppen gemiB) ein Ordnungs- 
typus *® +o von Punkten, welcher P als Hiiufungsstelle besitzt. Das 
System der fiir g, fest bleibenden Punkte hiitte also P zur Hiiufungsstelle, 
und @ nicht zur Hiufungsstelle. 

Aber in analoger Weise kann man zeigen, dab Q eine Hiufungsstelle 
der fiir g, fest bleibenden Punkte sein muB, wiihrend P nicht eine solche 
sein kann. Die Voraussetzung einer eigentlichen viergliedrigen Gruppe 
fiihrt somit auf einen Widerspruch. 

Und ebensowenig kénnen jetzt natiirlich eigentliche mehr als vier- 
gliedrige Gruppen existieren. Dagegen gibt es uneigentliche n-gliedrige 
Gruppen fiir jedes endliche ». 


§ 8. 
SchluBbemerkung zu den Gruppen der eindimensionalen 
Mannigfaltigkeit. 


Die obige Analyse hatte in ihren letzten Teilen unter Zuriickgreifung 
auf die Liesche Theorie ein wenig anders gefiihrt werden kénnen: 

Seien fiir eine n-gliedrige Gruppe » Punkte P,, P,, ---, P, gegeben, 
deren Festhaltung die Gruppe festlegt. Man kann sodann jeden Punkt 
der P. M. innerhalb der genannten Umgebung von der Identitiit aus stetig 
erreichen durch n stetige Transformationen tr, deren jede einen der ge- 
nannten » Punkte in die geforderte Endstelle iiberfiihrt, und die tibrigen 
festlaBt. 

Wir haben aber im § 3 gesehen, da® diese Transformationen r von 
Infinitesimaltransformationen erzeugt werden, und im § 5, daB zwei solche 
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Infinitesimaltransformationen, welche von ihren n—1 definierenden festen 
Punkten »— 2 gemeinsam haben, beide auf derselben iiberall dichten 
Messungsskala durch differenzierbare Funktionen gemessen erscheinen. Es 
gibt also auch eine Messungsskala, in der alle » Infinitesimaltransforma- 
tionen, welche die Transformationen + erzeugen, durch m differenzierbare 
Funktionen gemessen werden, die, wie leicht einzusehen, linear unabhingig 
sind. Eine von solchen Infinitesimaltransformationen erzeugte Gruppe 
muB aber nach Lie*) ahnlich sein mit einer der von ihm aufgezahlten 
analytischen Gruppen. 

Wir haben ‘indes oben den direkten Weg zur Bestimmung der drei- 
und mehrgliedrigen Gruppen vorgezogen, weil dabei ihre Struktur nicht 
nur in einer gewissen Umgebung, sondern in der ganzen T. M. deutlich 
hervortritt. 





*) Theorie der Transformationsgruppen III, p. 365—369. 
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Uber die rollende Bewegung einer Kreisscheibe auf einer 
beliebigen Flache unter der Wirkung von gegebenen Kraften. 


Von 


P. Woronerz in Kiew. 


1. Wahlen wir den Schwerpunkt C eines starren Kérpers zum Ur- 
sprung des Koordinatenachsensystems C&nf, das mit dem Kérper fest 
verbunden ist, und lassen wir die Achsen CE, Cy, CE mit den Haupt- 
achsenrichtungen des Kérpers in Bezug auf den Schwerpunkt C zusam- 
menfallen, so ist die lebendige Kraft des Koérpers 





(1) T = : M(w,? + w? + w,”) + ; (Aa,*?+ Ba,* + Ca,?). 


Hier bezeichnen: M die Masse des Kérpers, A, B, C die Triigheits- 
momente in Bezug auf die Hauptachsen und w,,'w,, w,, @,, @,, @, die 
Projektionen auf die Koordinatenachsen der Geschwindigkeit w des Schwer- 
punktes C und der Winkelgeschwindigkeit @ des Kérpers. 

Nach den bekannten Formeln: 


5(5=) + eT cT - z= 


dt \éu, 2 Fw, 3 aw, = 
d (eT oT oT oT eT 
ee . — a 
( ) Fo Ca, s Oa, + % Cw, 3 ¢ W, =A, 


dt \da, 


wo Z=, TY, 2Z, LA, EM, XN die Summen der Projektionen auf die 
Koordinatenachsen und die Summen der Momente um diese Achsen aller 
auf den Kérper wirkenden Kriifte und Reaktionen bedeuten, erhalten wir 
mit Hilfe von (1) die Bewegungsgleichungen des Kérpers in der Form: 


M (Se + @,w, — @5W;) = Z=, 
(2) . - . ; 
A“ _ (B—C)@,a@, = ZA, 





dt 
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Wenn der Kérper auf einer Fliche S ohne zu gleiten rollt, so ist in 
jedem Momente ¢ der Bewegung der Beriihrungspunkt A der Oberfliche 
des Kérpers und der Fliache S in augenblicklicher Ruhe. Bezeichnen wir 
mit —, », € die Koordinaten des Punktes A, so ist also 


(3) w, + af — a, = 0, 


Diese Formeln dienen zur Elimination der GréBen w,, w,, w, aus (2). 

2. Wir wollen nun folgende Voraussetzungen machen. Der starre 
K6rper sei eine Kreisscheibe, deren Schwerpunkt mit dem geometrischen 
Zentrum zusammenfallt. Die Trigheitsmomente in Bezug auf die Achsen 
in der Ebene der Kreisscheibe seien einander gleich. 

Wihlen wir die Masse der Kreisscheibe zur Masseneinheit und die 
Kreisebene zur §y-Ebene, so ist in (1) und (2) 

(4) M=1; A=B; C=2A 
einzusetzen. 


Die Fliche S mége durch die Gleichungen: 





e=ax(u,v); y=y(u,v); 2=—2(u,v) 
gegeben sein, wo x, y, 2 die Koordinaten des Punktes der Fliiche S in 
bezug auf ein im Raume festes Achsensystem Oxzyz bezeichnen. 
Der Einfachheit wegen wollen wir voraussetzen, dab die Koordinaten- 
linien « und v die Krtimmungslinien der Fliche S sind. 
Fiihren wir also die gewéhnlichen Bezeichnungen ein: 


BAGS + GY + GI: Dan Btn tn 


, Ow Ox , Oy dy , 08 Cz C*2 o*y Oz 
(5) F=55 56 +5650 + ; D = jude + 1 uae + 189 


Ou ov Ou ov ou cv’ udv? 
Ox\? éy\? dz\: | a. ee Oz 
C= (==) + (5%) + (=) p eg ev? + 7s ov* T+ Ys ov? ? 


WO 71,72, 7s die Kosinusse 
der Winkel der Normalen 
zu S mit den Achsen Oz, 
Oy, Oz sind, ein, so ist: 
(6) F=0, D=0. 
In Figur 1 stellt P 
die Beriihrungsebene der 
Fliche S im Punkte A 
und An die Normale zu 
Sin A dar. Au und Av 
sind die Tangenten an die 
Kriimmungslinien 
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v=const., u = const. 


im Punkte A. Durch den Schwerpunkt C der Kreisscheibe sind die 
Achsen Cu’, Cv’, Cn’ parallel den Achsen Au, Av, An gelegt. Die Gerade 
Ck ist die Schnittlinie der Kreisebene mit der Ebene der Achsen Cu’ 
und Cv’. Bund D bezeichnen die Punkte, in welchen die Achsen C£ 
und Cn’ die Beriihrungsebene P schneiden. Die Punkte B, D, A liegen 
augenscheinlich auf einer Geraden. 

Die drei Eulerschen Winkel, die die Lage des Achsensystems Cén£ 
in Bezug auf das System Cu'v'n’ bestimmen, sollen mit g, ~, 4 und die 
Koordinaten des Punktes A auf der Fliche S mit u,v bezeichnet werden. 

Es ist evident, dap die Bewegung der Kreisscheibe auf der Fliche S 
villig bekannt sein wird, wenn die Gripen go, w, 0, u,v als Funktionen der 
Zeit t bestimmt sind. 

Da die Kreisscheibe auf der Flache S ohne zu gleiten rollt, so sind 
die Koordinaten 9, w, 4, u,v zwei nicht holonomen Bedingungsgleichungen 
unterworfen. Die Geschwindigkeit, mit welcher sich der Punkt A lings 
des Randes der Scheibe fortbewegt, muBb der Geschwindigkeit des Punktes 
A auf der Fliche S geometrisch gleich sein. Wahlen wir den Radius der 
Kreisscheibe zur Liingeneinheit und projizieren diese beiden Geschwindig- 
keiten auf die Achsen Aw und Av, so erhalten wir nach (5) und nach 
Figur 1: ° 
(7) O-snw=—u-VE; —O-cosev=—v-VG. 

Im Punkte A greifen an der Kreisscheibe die normale Reaktion N 
der Fliche S und die Reibungskraft F an.*) Letztere ist in zwei Kom- 
ponenten, F’, lings der Tangente zum Rande der Kreisscheibe und F, lings 
der Geraden BA, zerlegt. 

Bezeichnen wir mit =, Y, Z,A,M,N die Projektionen der resultieren- 
den Kraft und des Momentes des resultierenden Paares auf die Achsen 
C§, Cy, Cf, so ist nach Figur 1: 


== =— Nsing cos 0 — F, sin @ + F, cos@ cos 4; 
ZY =Y+ Nsing@ sin 6 — F, cos 6 — F, cos @ sin 8; 
2Z=Z+ Neosp + F, sing; 

ZA =A — Noos @ sin 6 — F, sin @ sin 8; 
2M=M-— N cos @ cos 6 — F, sin @ cos 4; 
2N=N—F,. 


*) Die Momente der rollenden und der bohrenden Reibung werden hier ver- 
nachlissigt. 
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Wir setzen aus diesen Formeln in die Gleichungen (2) ein und elimi- 

nieren aus diesen mit Hilfe von (3), wo nach Figur 1 
—E=—cos#; y»=——sin@; ¢=0 

ist, die GréBen w,, w,, w;, N, F,, F,. Wenn wir noch statt der GréBen 
@,, @,, @, die Projektionen p, q,r der Winkelgeschwindigkeit @ auf die 
Richtungen CA, Ck, C€ einfiihren (Figur 1): 
(8) p=, cos9—o,sin@; ¢g=—a,sin9+@,cos#; r=—@,, 
so erhalten wir folgende drei Gleichungen: 


AP + Aq(r +0) =A cos 0— Msin 6; 


(9) (A +1) 44 —[(A41)r+ AO]p =A sin 6 + M cos 0 + Z; 
(2A+1) x + pq = N— = sin 6 — Y cos @. 


3. Es bleibt noch iibrig, die GréBen p,q,r durch die Koordinaten 
gy, v, 0, u,v und die verallgemeinerten Geschwiadigkeiten g’, y’, 0’, u’, v’ 
auszudriicken. 

Wir zerlegen die Winkelgeschwindigkeit @ in zwei: Q, und Q,. 
Q, bezeichnet die Winkelgeschwindigkeit des Achsensystems C&y€ in 
Bezug auf Auvn, und Q, die Winkelgeschwindigkeit des Achsensystems 
Auon in bezug auf Ozyz. 

Die Komponenten von Q, (Figur 1) sind, wie bekannt, g’ lings Ck, 
wv’ lings Cn’ und @ lings Cf, so dab 

Q, cos (Q,, CA) =—w'sing; Q, cos (Q,, Ck) =’; 

(*) Q, cos (Q,, CE) = 0 + w' cos p 
ist. 

Um Q, zu bestimmen, fiihren wir die neun Kosinusse der Winkel, 
die die Achsen Ox, Oy, Oz mit den Achsen Au, Av, An bilden, ein: 


|e o| | 
% | a, | | 
¥ | % Bs | 7 | 
2) By! 7% | 


Dann ist, wie bekannt: 
Q, cos (Q,, Au) = yp,’ + Yee + 738s '5 

Q, cos (Qy, AV) — ayy,’ + Hy Yq’ + Hg 75 = — (10 + Y9%e' + 75% )5 

Q, cos (Q_, Am) = Brey’ + By ety’ + Byers’. 
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Wir haben aber nach pi und (6): 


1 dz. an ER __1 (@y de _ dz dy 
(1) |= VE @w’ B, Vi ao? "1 ACL dv Gu du)’ 


so dab 
ez , dad 1 a ,, &2 ’ dx d 1 

a “yale + oi Moeadys) B= val ou so" + e:" }+ cad 7q)> 

ist, “folglich _ sich nach (5) und 6) 


, D , 
Q, cos (Q,, Au) = Ve ys Q, cos Ce, £9) = - 
f 1 1 oG , OE , 
Q, cos (Q,, An) = = VEG (Fe v— ay u ): 
Mit Hilfe dieser Formeln und der Formeln (10) lassen sich nun 
leicht nach Figur 1 die gesuchten Projektionen p, g, r der Winkel- 
geschwindigkeit @ auf die Achsen CA, Ck und C€ bestimmen: 


p=—vsing+ a v' cos Y — a w’ sin v) cos g — 


. for fe u’) sin 9; 
sVEG (ie ev ?; 


’ D’ a D , 
(12) TAG — Fg SO gt es 





r=9 + ¥eosg + (Fe 0 coy — w'sin w) sin @ + 


i a 
+ ea ie o> w’) cos @. 

Setzen wir aus diesen Formeln in (9) ein, so erhalten wir drei Dif- 
ferentialgleichungen zweiter Ordnung, die mit den Bedingungsgleichungen (7) 
die Koordinaten » w, 0, u,v als Funktionen der Zeit t bestimmen. 

Haben die Krifte, die auf die Kreisscheibe einwirken, ein Potential, 
so lassen die Gleichungen (9) das Integral der lebendigen Kraft: 

(13) Ap’? + (A+1)¢+(2A+1)P=2U 42h 
zu, wo U die Kriiftefunktion und h eine Konstante bezeichnen. 

4. Die aufgestellten Bewegungsgleichungen sollen nun zur Unter- 
suchung des folgenden Problems verwendet werden. Die Flache S sei 
eine Kugel vom Radius R. Die Kriifte, die auf die Kreisscheibe ein- 
wirken, mégen eine Resultante haben, die am Schwerpunkte ( der Kreis- 
scheibe angreift, zum Zentrum 0 der Kugel gerichtet ist und nur von der 
Entfernung der Punkte C und O voneinander abhingt. 
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Wenn wir in Betracht ziehen, dab die Entfernung CO (Figur 1) gleich 
V1+ R?+2Rsing 
ist und mit der Richtung CA einen Winkel bildet, dessen Kosinus gleich 
i+Rsing _ 
Vi+ RF+ 2Raing 
ist, so finden wir leicht aus Figur 1: 
@U 14+Rsing 
C 


~~ 9 ~ aan cos6; Y= 
(14) 


éU 1+ Rsing 
eg Reosq@ 


sin 6; 
au 


Setzen wir 
(15) z=Rsmucost; y=Rsinusinv; «= Reosu, 
so wird nach (5): 
E=F; G = R' sin’ u; 
D=—R; D’ =— Rsin*u 
und nach (12): 
p=—vV sing + wu sin w cos m — v'(cosu sing + sin u cos @ cos ); 
(16) gq=9'+ wu cosy+o' sin u sin y; 
r=0+v'cosp+u'siny sing + v (cos u cos m — sin u sin @ cos y). 
Mit Hilfe der Bedingungsgleichungen (7) 
(17) 7 sin’ = R-w’; —@ cosy = Rv’ sinu 
finden wir hieraus: 
(18) I= 9. 
Lassen wir vorliiufig die partikulire Lésung: 
g =0 
unbeachtet, so erhalten wir also aus (9) nach (14) und (18): 


dp , x dr 
Fiigen wir zu diesen Formeln die Gleichung: 
(20) pcos p + rsin p = (sing + 7) G, 


die sich leicht aus (16) und (17) herleiten léBt, hinzu und eliminieren 
wir die GréBen p und 6’, so kommen wir zu der folgenden linearen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung: 


‘ 1 ‘ d* dr 1 P 1 
(21) (p + sing) go: + 0089 5) — saz (2 8in gy + H)r = 0. 
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Nachdem wir hieraus r, also nach (19) auch p als Funktionen von » 
bestimmt haben, erhalten wir aus dem Integrale der lebendigen Kraft (13) 
nach (18) » und sodann aus (20) auch @ als Funktionen der Zeit ¢ durch 
zwei Quadraturen. 

Da jetzt die Winkelgeschwindigkeiten @,, @,, @, (8) als Funktionen 
von ¢ ausgedriickt werden kénnen, so miissen die iibrigen Koordinaten 
v, u und v, der allgemeinen Theorie zufolge*), durch Integration einer 
Riccatischen Differentialgleichung und durch Quadraturen sich bestimmen 
lassen. 

In der Tat, die Bedingungsgleichungen (17) und die Gleichung 


(22) —psing+resg=—y+ 0’ (cos p — > etg u cos ¥), 
die eine Folge von (16) und (17) ist, kénnen so hingeschrieben werden: 
(23) u = P sin y; v= — Pp’, v= 0+ Pctgu cos y, 


wo P und @ gegebene Funktionen der Zeit sind: 
(24) P=?; Q =r cos m — psin 9 — & cos @. 


Die kinematische Bedeutung der GréBen P und Q ist evident: P-R ist 
der Geschwindigkeit des Beriihrungspunktes A und @ der Projektion auf 
Cn’ (Figur 1) der Winkelgeschwindigkeit des Achsensystems CA, Ch, Cf 
in Bezug auf das System Oye gleich. 

Fiihren wir nun statt » und uw neue Variabele: 


- — wt “. * we u 
4,=— te etg 53 4,— te tgs 


ein, so zeigt eine kurze Rechnung, daB 2, und z, Integrale der folgenden 
Riecatischen Gleichung sind: 


d P 2 . 
PA = 5 (1+4*) — iQz. 

Sind z, und z,, folglich auch w und u, als Funktionen von ¢ bestimmt, 
so erhalten wir aus (23) die letzte Koordinate v durch Quadraturen. 

Die Differentialgleichung (21) kann durch die Substitution 


Sede 
? 


wo g eine neue Variabele bezeichnet, auch auf die Riccatische Form ge- 
bracht werden. Wir diirfen also folgenden Satz aussprechen: 

Das Problem der rollenden Bewegung einer Kreisscheibe auf einer 
Kugel unter der Wirkung einer Kraft, die vom Schwerpunkt C der Scheibe 


r= 


*) Vergl. z.B. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. I, ch. II. 
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zum Zentrum O der Kugel gerichtet und nur von der Entfernung der 
Punkte C und O voneinander abhiingig ist, kann auf die Integration 
von zwei Riccatischen Differentialgleichungen und auf Quadraturen zuriick- 
gefiihrt werden. Es wird vorausgesetzt, daB die Scheibe auf der Kugel 
ohne zu gleiten rollt. 

5. Wir gehen nun zur Untersuchung der partikuliren Liésung: 


q=G=9; P= 
iiber. 


Die Bewegungsgleichungen (9) und die Formel (20) ergeben dann 
nach (14): 
P=P = 9; r=; =H, 


und die Konstanten p,, 7), 9 miissen der Bedingung: 


— [(A+1)ry + AO.) % = (52), 
geniigen. 

Der Beriihrungspunkt A (Figur 1) bewegt sich also mit konstanter 
Geschwindigkeit fort. 

Zur Bestimmung der Koordinaten ~, u und wv dienen wieder die 
Formeln (23). Nur sind jetzt die GréBen P und Q (24) Konstante. Die 
Integration dieser Gleichungen (23) macht deshalb keine Schwierigkeiten, 
und es ist leicht, sich zu tiberzeugen, daB der Beriihrungspunkt A ent- 
weder einen groBen Kreis der Kugel, wenn @ gleich Null ist, oder einen 
kleinen Kreis, wenn @ von Null verschieden ist, beschreibt. 

6. Setzen wir in den Formeln des § 4: 


R=o; Rw=2; Re sinu=—y, 
so gehen wir zum Problem der rollenden Bewegung einer Kreisscheibe auf 
der horizontalen xy-Ebene unter der Wirkung der Schwere iiber. 
Die Gleichung (21) ergibt dann: 


2 


d*r dr 
dg? + eg To ea4i" = % 


und kann durch die Substitution 
2z2=1—cos@ 
in die folgende transformiert werden: 


dr 2 


ad? 
#(1—#) Ga + (1-22) gs — ee Ale 


0, 


so dab r eine hypergeometrische Funktion von 2 ist. 
Ist diese Gleichung integriert, so bestimmen wir, wie oben in § 4, 
die GréBen p, r, g und 6 als Funktionen der Zeit durch Quadraturen. 
18* 
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Die Gleichung (22) 
—psing+rcosg = y+ cos » 
und die Bedingungsgleichungen 
e=Fsnyv; y=—O cosy 
ergeben dann die iibrigen Koordinaten wy, x und y durch Quadraturen. 

Wir erhalten so das schon bekannte Resultat*), daB das Problem 
der rollenden Bewegung einer schweren Kreisscheibe auf einer horizon- 
talen Ebene durch hypergeometrische Funktionen lésbar ist. 

Die in § 5 untersuchten partikuliren Lésungen entsprechen in diesem 
Probleme den Fallen, wenn der Beriihrungspunkt der Scheibe und der 
Ebene entweder eine Gerade oder einen Kreis mit konstanter Geschwin- 
digkeit beschreibt. 

7. Wir wollen nun eine partikulire Lisung der Differentialgleichungen 
(9) fiir den Fall der Bewegung der Scheibe auf einer beliebigen Fliche S 
herleiten. Wir werden voraussetzen, daB auf die Kreisscheibe entweder 
gar keine Krafte oder nur Kriifte soleher Art wirken, daB sie eine Resul- 
tante haben, die am Schwerpunkte C der Scheibe angreift und in jedem 
Momente der Bewegung in der Ebene der Scheibe liegt: 

A=M=N=0; Z=0. 

Die beiden ersten Gleichungen (9) lassen dann die partikuliren 

Integrale : 

p=0; q=0 
zu. Die Winkelgeschwindigkeit m der Scheibe ist also lings der §-Achse 
gerichtet. Diese Achse hat deshalb eine im Raume feste Richtung. 

Aus Figur 1 ist leicht zu ersehen, daB die -Achse mit den Achsen 
Au, Av, An Winkel bildet, deren Kosinusse gleich 

sing cosy; sing sinw; cos@ 
sind. Bezeichnen wir also mit 14, uw, v die Kosinusse der Winkel der 
f-Achse mit den Achsen Oz, Oy, Oz und fiihren wir wieder die neun 


Kosinusse (11) ein, so kinnen wir augenscheinlich folgende Bewegungs- 
integrale hinschreiben: 


sin p cosy = la, + wa, + ve; 

(25) sing sin’ = AB, + wf, + vB; 

cosy = dy, + HY, + Ys, 
*) Tschaplygin, Uber die Bewegung eines schweren Rotationskérpers auf einer 
horizontalen Ebene (russisch) 1897; Appell, Sur l’intégration des equations du mouve- 
ment d'un corps pesant usw., Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, XIV, 


1900; Abhandlungen von H. Korteweg in Nieuw Archief voor Wiskunde 1899 
und andere. 
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wo 4, uw, v Konstante bezeichnen, die der Bedingung 
2+ pt+r?=1 
geniigen. 
Diese Integrale bestimmen die Winkel » und wy als Funktionen 
von « und v. 
Aus (25) erhalten wir nach (5): 
Ox 


Gu 


é e — 
A +uri+n  =VE-sing cosy; 


ox ey r) . . 
A +e +y =—VG-sing sina, 


cv 
so daB nach (7): 
da’ + py + ve =(VE-w cos¥ + VG-v' sing) sing =0 

ist. Wir bekommen also ein neues Bewegungsintegral: 
(26) Azr+pyt+ve=—k, 
wo k eine willkiirliche Konstante bezeichnet. 

Aus (26) laBt sich eine der Koordinaten « oder v als Funktion der 
anderen bestimmen. 

Dem Integrale (26) zufolge beschreibt der Beriihrungspunkt A eine 
ebene Kurve auf der Fliche S. Die Ebene der Kreisscheibe fallt in jedem 
Momente der Bewegung mit der Ebene dieser Kurve zusammen. 


Sind aus (25) und (26) die GréBen g, y, v als Funktionen von u 
ausgedriickt, so wird @ aus (7) durch die Quadratur 


(27) J dé -{ x2 du + const. 


bestimmt. 

Um endlich die Zeit ¢ einzufiihren, bestimmen wir die Winkel- 
geschwindigkeit + (12) mit Hilfe der Bedingungsgleichungen (7) und 
der schon aufgefundenen Integrale als Funktion von u und w’ und setzen 
den so erhaltenen Wert fiir in die letzte der Bewegungsgleichungen (9) 
ein. Nachdem wir die rechte Seite dieser Gleichung auch durch u (im 
allgemeinsten Falle durch , u’ und ¢) ausgedriickt haben, erhalten wir 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die uw als Funktion von ¢ 
bestimmt. 

Wenn die Kraft, die auf die Scheibe wirkt, ein von der Zeit un- 
abhiingiges Potential hat, so wird ¢ als Funktion von w aus dem Integrale 
der lebendigen Kraft (13) durch Quadratur bestimmt. 

8. Die im vorigen Paragraphen untersuchte partikulire Lésung wollen 
wir an folgendem Beispiele erliutern. Die Fliche S sei die Oberfliche 
eines dreiachsigen Ellipsoids. Die Kraft, die am Schwerpunkte C der 
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Scheibe angreift, mége zum Zentrum 0 des Ellipsoids gerichtet und nur 
von der Entfernung der Punkte C und 0 abhingig sein. 


Setzen wir: 
one —*. on 8s. Ver — uVer— ve. 
—" Va? — b*? Va*—c? nd Vb? —  Vb?—a?’ Ve— a? Ve?— b*’ 
a@>u>o>vute, 
so wird 
Ra **—9. G — 2&—. 
f(u) ? ~ Fe ® 
abe u—v ” abe v—wu 
sined Vue f)’ - ~ Yao FO)’ 
wo 
f(a) = 4(a®— 2) (b* — 2) (?—2z) 
ist. 


Die Formeln (7) und (12) ergeben: 


u= Vim #7 sinw: v= — aed f() # cosw 
VeyYu—e VeVu-—e 


abe u— 


0 nw > 
ae 0 sinw cosy ; 
Vur ; 


q=yY — 
(28) —psing + rcosg = 


=v +0 cosg + — = ; bee sin » — ds J cos ¥| 0’: 
s0—s)? Ve Vu J 


a 


peosg+rsing = % sing + = (\ sin? » + . cos? ) 6’. 
Lassen wir im Anfangsmomente 
t=0 

die Ebene der Kreisscheibe mit der Ebene eines der zentralen Kreis- 
schnitte des Ellipsoids zusammenfallen und erteilen wir der Scheibe eine 
Anfangswinkelgeschwindigkeit parallel der £-Achse, so wird, wie aus 
den Untersuchungen des vorhergehenden Paragraphen zu ersehen ist, die 
Scheibe die Ebene des Kreisschnittes nicht verlassen. Die Projektionen 
p und q der Winkelgeschwindigkeit auf die Richtungen CA und Ck 
(Fig. 1) bleiben gleich Null, solange die rollende Bewegung der Scheibe 
auf dem Ellipsoid méglich ist. 


Wahlen wir zur Kreisschnittebene die Ebene 
—<Va—b + = VR—e=0, 
so ergeben die Integrale (26) und (25): 


:, . , ac , uVb*— vo 
(29) uteo=a@+e; sing = =a. sing — VoYP—e 


Vue’ bVYu—v 
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In der Tat ist es nicht schwer, sich direkt durch Differentiation zu tiber- 
zeugen, daB die Gleichungen (28), wenn 


poh gue 

ist, diese partikularen Integrale zulassen. 

Wir wollen voraussetzen, dab im Anfangsmomente der Beriihrungs- 
punkt A auf der mittleren Achse der Ellipsoids liegt: 

u% =a’; v=’, 
und daB der Winkel @ in diesem Momente gleich Null ist. Dann er- 
geben die Quadraturen (27): 
) Vu—b yb?—v 
cos (5) ~ Yot—c* Vat—b?- 

Die Kraft, die am Schwerpunkte C der Scheibe angreift, ist in 
unserem Falle konstant und stets lings der Geraden CA (Figur 1) gerichtet. 
Wir erhalten also aus der letzten der Bewegungsgleichungen (9) nach 


Figur 1: pe 
(24+1)5,=9; r= 1p, 


wo r, eine willkiirliche Konstante bezeichnet, und aus der letzten der 
Formeln (28) mit Hilfe von (29): 


so daB 
pa it? 
a % 
wird. 


Es bleibt noch iibrig, die Bedingungen fiir die Méglichkeit der rollenden 
Bewegung der Scheibe auf der Oberfliiche des Ellipsoids zu bestimmen. 
Zu diesem Zwecke haben wir aus den Gleichungen (2) die normale Reaktion 
N des Ellipsoids auf die Scheibe und die Reibungskraft F(F,, F,) zu 
berechnen. Nach (3) und (8) ist in unserem Falle 

0,=-0,=0; o—%; w,=——7,snd; w,——r,cos8; w,=—0, 
so daB die Formeln (2) folgende Gleichungen liefern: 
F,=0; Ncosg + F, sing = 0; 
N sing — F, cosy = 0 — r,(r,—9), 
wo ® die konstante Kraft, welche auf die Scheibe wirkt, bezeichnet. 

Hieraus erhalten wir nach (39): 

(31) F,.=0; K=- (o— 75) cosg; N= (o ~— 15) sin 9. 

Die Reibungskraft ist also stets normal zur Bahn des Beriihrungs- 
punktes A gerichtet. * 

Wie bekannt, kann die Reibungskraft nicht yréBer als u N werden, 
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wo mw der Reibungskoeffizient ist, folglich muB nach (31) ctg kleiner 
als w sein. 

Bemerken wir noch, daB der gréBte Wert, den ctg gq annehmen 
kann, nach (29) gleich 

a? — ¢? 
2ac 

ist, so kommen wir den Formeln (31) gemaB zu folgendem Schlub: 

Ist die Winkelgeschwindigkeit r, kleiner als 


V(1+b)o 
und der Reibungskoeffizient u gréBer als 
a*—c¢* 
Zae ’ 
so wird die Scheibe mit konstanter Winkelgeschwindigkeit auf der Ober- 
fliche des Ellipsoids in der Ebene des zentralen Kreisschnittes abrollen. Ist 


ry = V(1+d)o, 
so wird die Bewegung der Scheibe dieselbe sein, nur sind in jedem Mo- 


mente der Bewegung sowohl die normale Reaktion wie auch die Reibungs- 
kraft gleich Null. Ist 


ry > ViA+5), 
so verlaBt die Scheibe sofort nach Beginn der Bewegung die Oberfliche 
des Ellipsoids. Ist endlich 
a? —c? 


r%<V(1+b)%; #< Gece” 


so beginnt die Scheibe mit der rollenden Bewegung in der Ebene des 
zentralen Kreisschnittes des Ellipsoids. Im Anfangsmomente ist die 
Reibungskraft gleich Null und wiichst dann an, bis 

ctgp = 4 
wird. In diesem Momente fangt die Scheibe auf der Oberfliche des 
Ellipsoids an zu gleiten in der Richtung, die normal zur vorhergehenden 
Bahn des Beriihrungspunktes A ist. 


Kiew, August 1908. 
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Beweis fiir die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch eine 
feste Anzahl n“* Potenzen (Waringsches Problem).*) 


Dem Andenken 


Hermann Minkowski. 
gewidmet. 


Von 


Davip Hivsert in Gottingen. 


Theorem. Jede positive ganze Zahl lapt sich als Summe von n™ 
Potenzen positiver ganzer Zahlen darstellen, so daB deren Anzahl unterhalb 
einer Schranke liegt, die nur durch den Eaponenten n bedingt ist, dagegen 
nicht von der darzustellenden Zahl abhiingt. 

Dieses Theorem ist allgemein von Waring**) vermutungsweise aus- 
gesprochen worden; der Beweis fiir dasselbe gelang jedoch bisher nur in 
besonderen Fillen, nimlich fiir 

n = 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 10. 

Die Mathematiker, denen wir diese Beweise und zugleich auch scharf- 
sinnige Untersuchungen tiber die Reduktion der Anzahl der zur Darstellung 
zu verwendenden Potenzen verdanken, sind J. Liouville (n—4), Maillet***) 
(n=3, n=5, n=8), Fleck+) (n=6), Landau}t+) (n=3, n=—4), 
I. Schur (wn = 10), Hurwitz+}7) (n=8), Wieferich*}) (n =3, 
n=4, n=5, n=7). 

*) Mit einigen Veriinderungen und Zusiitzen abgedruckt aus den Nachrichten 
der Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1909, Sitzung vom 6. Februar. 

**) Meditationes algebricae, ed. III. Cambridge 1782. S. 349—3850. 

***) Congrés de Bordeaux 1895.— Journal de mathématiques, Ser. 5, Bd. 2, 1896. — 
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Der allgemeine Beweis des Theorems, den ich im folgenden geben 
werde, gelingt mittels einer neuartigen Anwendung der Analysis auf die 
Zahlentheorie. Wiahrend man niamlich sonst in der analytischen Zahlen- 
theorie von arithmetischen Formeln ausgehend durch Grenziibergang zu 
Integralrelationen fir arithmetische GréBen gelangt — ich erinnere an 
die Bestimmung der Klassenanzahlen — oder, wie in der Primzahl- 
theorie, asymptotische Ausdriicke mittels transzendenter Funktionen 
sucht, so werde ich gegenwartig umgekehrt von einer gewissen Integrual- 
formel ausgehen und aus ihr schlieBlich eine rein arithmetische Relation 
gewinnen. 

Um diesen Gedanken deutlich hervortreten zu lassen, schicke ich dem 
Beweise des Theorems zuniichst zwei Siitze voraus. 

Satz 1*) Es sei m eine beliebige positive ganze Zahl, dann gilt 
identisch in den 5 Variabeln x,,---, 2; die Integralformel 


(1) @i+---+af"= of = 7 (4,2, +-+-+ ta) dt, --- dt,; 
(S) 
dabei bedeutet C eine gewisse durch m_ bestimmte positive Konstante, 


niimlich 
(2m + 1) (2m + 3) (2m + 5) 





8x? ? 
und das 5-fache Integral rechts ist iiber die Kugel S 
(2) B+---+#<1 


zu erstrecken. 

Zum Beweise verstehen wir unter 2,,---, 2, irgend welche reellen 
GréBen und bestimmen dann eine orthogonale Substitution der 5 Variabeln 
t,-:+,4 im &,--+, 6 


th = yy ty + +++ + Oy bs, 
(3) . Ce. S tes 


te = 5b, +--+ + Oty, 





*) In meiner urspriinglichen Verdffentlichung (Nachr. der Ges. der Wiss. zu 
Gdttingen 1909) habe ich mich hier eines gewissen 25-fachen Integrales bedient; daB 
man dasselbe fiir den vorliegenden Zweck durch das obige 5-fache Integral ersetzen 
kann, ist eine sehr dankenswerte, mir von verschiedenen Seiten (F. Hausdorff, 
J. Kiirschak, u. A.) gemachte Bemerkung. Der dort von mir formulierte und be- 
wiesene Satz I iiber das 25-fache Integral beansprucht jedoch deshalb ein selbstiin- 
diges Interesse, weil er in engster Beziehung zu der schénen Theorie der orthogonalen 
Invarianten von A. Hurwitz steht (vgl. dessen Abhandlung ,,Uber die Erzeugung der 
Invarianten durch Integration‘, Nachr. der Ges. der Wiss. zu Gdttingen 1894) und 
in einfachster Weise den Grundgedanken zum Ausdruck bringt, mittels dessen diesem 
Forscher der Nachweis fiir die Endlichkeit des vollen Systems orthogonaler Invarianten 


gelungen ist. 
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in welcher 
(4) y= 


&s 


he eae a 
Vat Fa 7 8 Vato Fa 





wird. Da die Kugel S bei Anwendung dieser Substitution (3) unverindert 
bleibt, so geht das Integral der Formel (1) nach Einfiihrung der Inte- 
grationsvariabeln ¢,---, ¢ tiber in 


(tee tape. fqmadty--- dt; 
(8) 


hierin ist offenbar das 5-fache Integral eine von 2,,---, x, unabhingige 
positive Zahl; setzen wir dieselbe gleich z , 80 folgt die Formel (1) 
des Satzes I. 


Satz Il. Es sei wiederum m eine beliebige positive ganze Zahl, dann 
gilt identisch in den 5 Variabeln x,,-++, %, eine Formel von der Gestalt 
(5) (@it--- +25)" — an 1, (Oy 4% +++ + 5405)"; 

h=1,---,M 


dabei ist zur Abkiirzwng 





wa 2M +2) (m+ 2) (2m+ 8) (2m + 4) 
P 1-2-3-4 
gesetat, ferner bedeuten r,,+--+, 1% gewisse positive rationale, durch m be- 
stimmte Zahlen und a,,,--+, 4s, gewisse ganze, ebenfalls nur durch m be- 
stimmte Zahlen. 

Der Beweis griindet sich auf die in Satz I aufgestellte Integralformel; 
von der letzteren ausgehend werden wir durch eine Reihe von Schritten 
schlieBlich zu der in Satz II behaupteten arithmetischen Identitét gelangen. 

Der erste Schritt besteht in der Approximation des 5-fachen Integrales 


Of: + =f yay +--+ + ty) dt, - ++ dt 
(8) 


durch eine endliche Summe. Wir denken uns zu dem Zwecke den 
5-dimensionalen Raum der Variabeln ¢, in 5-dimensionale Wiirfel von 
der Kantenliinge « zerlegt. Da der Bereich S ganz im Endlichen gelegen 
ist, so fallt nur eine endliche Anzahl H® dieser Wiirfel ins Innere von S. 
Bilden wir sodann fiir den Mittelpunkt eines jeden dieser Wiirfel den 
linearen Ausdruck 


t, 2, +---+42%,, 
multiplizieren denselben mit dem Inhalt «° des Wiirfels sowie mit dem 


positiven Werte von ‘VC, so entsteht aus dem Integral eine Summe von 
der Gestalt 


19* 
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(6) > (P@), 

a=1,---, a” 
wo die P\ gewisse H“ lineare Funktionen von 2,,---, 2%, bedeuten, deren 
Koeffizienten noch von ¢ abhiingen; zugleich gilt die Limesgleichung 


Of feet + tom) dh aly -dt,=|, 2 | (PE@)"" 


e=0 A=1, 


Nach der Integralformel des Satzes I ist mithin auch 
(7) (@+-- +a], 2 (Pe 


e=0 A=1, 

Der zweite wesentliche Schritt beruht pane daB wir hier in der 
Summe rechts die Anzahl H™, die ja mit verschwindendem « notwendig 
iiber alle Grenzen wiichst, auf eine feste, von « unabhiingige Zahl 
reduzieren. Dies gelingt in folgender Weise. Wir bedenken, daB es nur 
M linear unabhiingige Formen 2m" Grades von 5 Variabeln gibt und 
daB daher gewiB zwischen den ersten M+ 1 Formen 2m” Grades 


{ Pi?(@))*"5 (h—=1,---, M+1) 


eine lineare Identitit von der Gestalt 


c, PO?” +. cg Pee" + + + yn PRET = 0 


bestehen muB, wo die ¢%,---,¢w+, reelle Konstante bedeuten, von denen 
einige positiv und einige negativ ausfallen miissen. Indem wir diese 
Identitét durch den gréBten unter den positiven Koeffizienten dividieren, 
entsteht eine Identitit von der Gestalt 
EPL + PY +--+ Cee POT = 

wo gewif einer unter den Koeffizienten cj,---,¢y,, den hea +1 besitzt 
und zugleich alle tibrigen Koeffizienten <1 ausfallen. Subtrahieren wir 
diese Identitat von der Summe (6), so hebt sich offenbar eine der 2m” 
Potenzen fort, und wir erhalten eine Summe iiber nur H“) — 1 -Sum- 
manden, von denen keiner negativ wird, da ja die zu den P{)?” hinzu- 
tretenden konstanten Faktoren siimtlich positiv ausfallen, wenn sie nicht 
insbesondere verschwinden. Indem wir diese konstanten Faktoren in die 
2m Potenz hineinziehen, gelangen wir zu einer Formel von der Gestalt 


> he = 2, { Peo(a)}™, 


worin die P,“) wieder Linearformen der Variabeln 2,,---, 2, bedeuten 
und die Anzahl der Summanden rechts gegeniiber der urspriinglichen 
Summe links gewiS um 1 vermindert ist. 
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Das dadurch eingeleitete Reduktionsverfahren kénnen wir fortsetzen, 
bis schlieBlich die Zahl der Summanden auf M herabkommt; alsdann 
erhalten wir eine Formel von der Gestalt: 


(8) > (P@i= > (e@), 


h=1,---, Ho hol,--+,M 
wo wiederum die 
QOH (x) = aha, +--+ + gf} 2%, (h=1,---,M) 
Linearformen der Variabeln 2,,---,2, bedeuten, deren Koeffizienten 4‘) 
wesentlich noch von ¢ abhingen. 
Der néichste Schritt besteht in der Ausfiihrung des Grenziiber- 


ganges zu ¢ = 0; dieser erfolgt leicht in der aus (7) und (8) entstehenden 
Formel 


(9) (at +---+a9"—=[, 2, (Qe (a)}?™. 


e=0 A=!},:-- 
Zunichst ist nimlich klar, daB simtliche Koeffizienten der Formen Qi 


unterhalb endlicher von ¢ unabhiangiger Grenzen bleiben, sobald « gegen 
0 konvergiert; dies folgt aus den Limesgleichungen 


1 = L (qs)? + qs)?" +. -+ qo?"), 
e=0 


wie sie durch Vergleichung der Koeffizienten von 2?” in (9) entstehen. 
Wegen des Umstandes, daB hiernach insbesondere qi “fr alle ¢ unterhalb 
einer endlichen Grenze bleibt, kénnen wir fiir ¢ eine gegen 0 konver- 
gierende Folge von positiven Werten ¢,, ¢,--- finden, derart, daB der Limes 


L qr = Oy 


existiert. Da ferner, wie gezeigt, auch q() unterhalb einer endlichen Grenze 
bleibt, so laBt sich wiederum aus jener Folge von Werten ¢,, &,--- eine 
Folge ¢, &,--- herausgreifen, so daB auch der Limes 


L¢ qs? = Io 


existiert. So fortfahrend erhalten wir schlieBlich nach 5M-maliger An- 
wendung dieses Verfahrens eine gegen 0 konvergierende Folge é,, &,--: 
derart, daB zugleich die siaimtlichen Limesgleichungen 


Li? = 4 (h=1,--,M, k=1,---,5) 


statthaben. Setzen wir sodann 


Qy(%) = Gyr %y + +++ + Qs %, (h=1,---,M) 
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so gilt wegen (9) identisch in den Variabeln 2,,---,2, die Formel 
(10) Ge +ar— Darl). 
h=1,---,M 

Diese Formel unterscheidet sich von der in Satz Il behaupteten noch 
wesentlich dadurch, daB die Koeffizienten der Linearformen Q, keineswegs 
rationale Zahlen sind. 

Der letzte entscheidende Schritt meiner Beweisfitihrung wird darin 
bestehen, von der Formel (10) den Ubergang zu einer Formel zu er- 
méglichen, in welcher alle auftretenden Zahlenkoeffizienten rational sind. 
Zu dem Zwecke verschaffen wir uns zuniichst M Linearformen 


G,(@) = a,,2, + -*-+ O52, (h=1,---,M) 


mit ganzzahligen Koeffizienten a,,, derart, daB zwischen ihren 2m" Po- 
tenzen keine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet. Dies 
ist gewiB méglich, da die Determinante 


| 2m 2m 2m 
a sy ii 
pas. 2m—1 ga 
11 12 21 23 M1 M2 
A= ., ’ = 
2m 2m 2m 
Ns a5 "** Ous 





offenbar nicht identisch in allen Argumenten a,, Null ist und zur Er- 
fillung unserer Forderung nur nétig wird, die a,, als ganze rationale 
Zahlen so zu bestimmen, daB A von Null verschieden ausfiallt. 

Nun sei in Formel (10) etwa Q, eine Linearform, deren Koeffizienten 
jedenfalls nicht simtlich verschwinden, so daB 


Gi +--+ G, 


eine positive von Null verschiedene Zahl wird. Setzen wir dann zur 
Abktirzung 

—-VaT-F2 Gat,---,M), 
so haben die M Linearformen 


@, Gy, +--+, @y Gy 


simtlich die nimliche Quadratsumme ihrer Koeffizienten wie Q,; es gibt 
daher gewiB eine orthogonale Transformation der Variabeln z,,- - -, z;, 
welche Q, in «,G,, ferner je eine solche orthogonale Transformation, 
die Q, in «,G,,---, bez. in @yGy tiberfitihrt. Wenden wir diese M ortho- 
gonalen Transformationen siimtlich der Reihe nach auf die Formel (10) 
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an, addieren die so entstehenden M Formeln und dividieren durch MY, 
so wird, wenn wir noch 
a oan 

aR ars ewe 
setzen: 
(11) (@+---+apn— Di aGin@)+ D> sir@), 

A=1,---,M h=1,---,M(M-—1) 

wo die S, gewisse M(M—1) Linearformen der z,,---, 7, sind, wie sie 
aus den @:,-+-, Qw durch jene orthogonalen Transformationen nach 


Hineinziehung des Faktors wa entstehen. Wir betrachten nun das- 
M 

jenige System von M linearen Gleichungen fir die M Unbekannten 

My, °**, Uy, welches aus der Identitiit 


D G2) — (tet ayr— Dima) 
PI h=1,---, M(M—1) 
entspringt, wenn man die niimlichen Potenzen und Produkte von Potenzen 
der Variabeln z,,---,2, auf beiden Seiten gleich setzt. Da die Deter- 
minante dieses Gleichungssystems bis auf einen Zahlenfaktor die von Null 
verschiedene Zahl A ist, so sind dessen Lésungen eindeutig bestimmt; 
sie lauten wegen (11): 
4 = 01, °°*, Ue = Ow 

und sind folglich simtlich positive GréBen. Da nun die Lésungen 
eines linearen Gleichungssystems mit einer von Null verschiedenen Deter- 
minante stetige Funktionen der rechten Seiten der Gleichungen sind, so 
folgt, daB, wenn wir die Koeffizienten der Linearformen S, innerhalb eines 
gewissen geniigend kleinen Spielraumes irgendwie abandern, die Lésungen 
U,°**, ty des abgeinderten Gleichungssystemes ebenfalls noch samtlich 
positive Zahlen bleiben. Wahlen wir dabei die Koeffizienten innerhalb 
jenes Spielraums als rationale Zahlen, so miissen tiberdies die Lésungen 
U,,***, Ux, da ja die Koeffizienten von G, simtlich ganze rationale 
Zahlen sind, ebenfalls rational ausfallen. Bezeichnen S; die an Stelle 
der S, tretenden Formen mit rationalen Koeffizienten und seien die be- 
treffenden positiven rationalen Lésungen 


Uy = 1, °°*) Ue = Tu, 
so gewinnen wir die Identitat 
@t+--+— DS nGinat+ DB smc) 
A=i,---,M h=1,---, M(M—1) 


oder, indem wir noch die in den Koeffizienten von S; auftretenden Nenner 
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herausziehen und die neu entstehenden Formen mit Gy4:,---, Ge 
bezeichnen , 
(12) (@f+---+ayn— >) nG3"@), 
h=1,---,M? 


WO ,,°**,%s nun positive rationale Zahlen und die Koeffizienten der 
G, siimtlich ganze Zahlen sind. 

SchlieBlich kénnen wir noch auf diese Formel (12) ein analoges 
Reduktionsverfahren anwenden wie dasjenige, welches uns oben zu der 
Formel (8) fihrte. Wir bedenken, daf zwischen den Linearformen 
Gi,---+, G41 eine Identitit von der Gestalt 


(13) c,Gi"(a) +--+ + ey, , Gy" ,(z) =0 


bestehen muB, wo ¢,---,¢w4: jetzt rationale Zahlen sind, bestimmen 
alsdann eine rationale Zahl ¢ derart, daB unter den Zahlen 


ce, CO +1 





yey 
" "u+1 


eine gleich 1 und die tibrigen <1 werden. Subtrahieren wir nun die 
mit ¢ multiplizierte Identitit (13) von der rechten Seite der Formel (12), 
so wird in der rechts entstehenden Summe einer der Koeffizienten Null, 
ohne daB einer der iibrigen negativ ausfallt, so daB die neu entstandene 
Formel rechts gewiB einen Summanden weniger aufweist. Fahren wir in 
dieser Weise fort, so gelangen wir schlieBlich zu einer Formel, die alle in 
Satz Il verlangten Eigenschaften besitzt. Damit ist der Beweis des 
Satzes II vollendet. 

Es sei noch bemerkt, da8, wenn wir in der vorstehenden Uberlegung 
an Stelle von Q, nicht eine beliebige der M Linearformen Q,, ---, Quy, 
sondern eine solche unter diesen M Formen nehmen, fiir die die Quadrat- 
summe der Koeffizienten am gréfiten ausfallt, es leicht wegen der Iden- 
titat (10) gelingt, fiir die betreffende Quadratsumme 

Gis +--+ + Gs 

eine untere nur durch m bedingte Schranke zu bestimmen, und daB aus 
dieser unteren Schranke wiederum ohne wesentliche Schwierigkeit eine 
obere Schranke o fiir denjenigen Spielraum abzuleiten ist, innerhalb 
dessen die Koeffizienten der Formen S, abgeiindert werden diirfen, ohne 
daB die betreffenden Lésungen ™,---, uy negativ werden. Durch die 
Kenntnis von 6 aber ist es schlieBlich auch méglich, fiir die absoluten 
Werte der Zahler und Nenner der in der Formel des Satzes II auftretenden 
rationalen Zahlen r, und fiir die absoluten Werte der ganzen Zahlen a,, 
eine obere Schranke aufzufinden, die nur durch m bedingt ist. 

Die Formel des Satzes II bildet den Kernpunkt fir den Beweis 
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unseres Theorems. Sie aft nimlich sofort aus der Giiltigkeit des 
Waringschen Theorems fiir die m*” Potenzen auf seine Giiltigkeit fir 
die 2m" Potenzen schlieBen.*) Denn bezeichnen wir etwa den nur 
von m abhingigen Generalnenner der in Formel (5) rechts auftretenden 
rationalen Zahlen r, mit E, nehmen 2, =0 und beachten, daB jede 
Zahl sich als Summe von 4 Quadraten darstellen laBt, so lehrt Formel (5) 
sofort, daB jede durch £ teilbare positive ganze Zahl sich als Summe 
einer Anzahl von 2m” Potenzen darstellen liBt, die unterhalb einer 
nur von m abhiangigen Schranke liegt, vorausgesetzt, daB der Waringsche 
Satz fiir die m Potenzen gilt. Da jede positive ganze Zahl sich 
in der Form H-E +X darstellen liBt, wo H und K positiv ganz 
sind und K< E ist, so folgt hieraus, da ja die Zahl K eine Summe 
von héchstens E—1 Zahlen 1°” ist, das Waringsche Theorem fiir die 
2m" Potenzen. 

Wir sehen somit, daB durch das Vorangehende das Waringsche Theorem 
gewiB fiir alle unendlich vielen Exponenten der Form m= 2’ bewiesen 
ist, da es fiir m= 2 gilt. Um es allgemein fir beliebige Exponenten zu 
beweisen, miissen wir der Reihe nach folgende 5 Hilfssitze entwickeln. 

Hilfssatz 1. Zu jedem Exponenten m gehiren eine gewisse Anzahl 
N positiver rationaler Zahlen 

V1) Tay °°") TN» 
sowie zwei positive ganze Zahlen a, A von folgender Eigenschaft: 

es seien x und G beliebige positive ganze Zahlen und T eine beliebige 
reelle positive Zahl, es sei ferner X eine positive ganze Zahl, die der Un- 
gleichung 
(14) X< Pa? 
geniigt; dann kinnen zu diesen Gripen x, G, T, X stets N ganze 
Zahlen (2 0) 

7 X,, X;, ae Xy, 
deren absolute Betriige den Ungleichungen 
X,|< Ala (h=1,-++,N) 
geniigen, derart gefunden werden, daB die Gleichung 


(Gat + X)"— >” r,(aGx+ X,) 
A=1,---,N 
statthat. 
Zum Beweise gestalten wir die Formel des Satzes II in folgender 
Weise um. Zuniichst bedenken wir, daB auf der rechten Seite dieser 


Formel méglicherweise eine oder mehrere der zur 2m" Potenz erhobenen 


*) Vgl. A. Hurwitz, Math. Ann. Bd. 65, S. 424. 
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Linearformen lauter verschwindende Koeffizienten haben kénnten. Lassen 
wir diese Potenzen weg, so mégen etwa N< M Summanden rechts 
tibrig bleiben, so daB unsere Formel wie folgt lautet 


(15) Ete tar DI noun t+ ase, 
Azwl,---, 

Hierin dirfen wir annehmen, daB jede der mit x, multiplizierten Zahlen 
a,, von Null verschieden ist, da andernfalls die Anwendung einer geeig- 
neten orthogonalen Transformation mit rationalen Koeffizienten unsere 
Formel in eine solche umwandeln wiirde, in der die jenen Koeffizienten 
entsprechenden Koeffizienten simtlich von Null verschieden sind. Endlich 
setzen wir in unserer Formel (15) fiir 7,, 2,,---, 2, bez. die GréBen 
Ga, %,,°-++,%, ein, ferner sei 


@ = |041 Aig +++ Ay! 
aa P aa ’ aa, , 
—th — gi,, Sh = G54, °°", 5h — @i,, 
Bh yh Ar 


sodaB aj,,---, a, wiederum ganze Zahlen werden. Wir erhalten so 
die Formel 


(16) (Gta? tat+---taim— >" r,(aGrtaym tetany), 
h=i,---,N 
wo die r,, wie leicht ersichtlich, eine nicht wesentlich verinderte Be- 
deutung haben. 
Bezeichnen wir nun mit A den gréBten Wert, den eine der N Zahlen 


laa] + += + |aa| (h=1,---,¥) 


annimmt, so folgt Hilfssatz 1 unmittelbar durch folgende Uberlegung. 
Stellen wir die ganze Zahl X als Summe von 4 Quadratzahlen dar 
und setzen 

X= sai+ a+ a+ 2, 
so folgt aus (14) . 
|a,| <2 (h=1,--+,4). 
Nehmen wir daher 


, ’ 
‘ Xn = Apt +-+- + Anxy, 
so wird 


| Xa! < (lata| +-++ + jaaal) Fx 
< Afz. 


Hilfssatz 2. Zu jedem Exponenten m gehiren wie in Hilfssatz 1 
eine gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen 


Ti) Tay **) Try 


sowie zwei positive ganze Zahlen a, A von folgender Eigenschaft: 
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es seien x, G, T Zahlen wie in Hilfssatz 1, es sei ferner X eine po- 
tive ganze Zahl, die der Ungleichung 


(17) X < Fz? 
geniigt, dann kinnen zu diesen Gripen x, G, T, X stets N ganze 


Zahlen (20) oe 
1) * * *p 


deren absolute Betriige den Ungleichungen 
|X,\< Aa (h=1,---, N) 
geniigen, derart gefunden werden, dap die Gleichung 


a(Gat+ X= 7 a r,(aGa+ X,)*™+! 
h=l,--+,¥ 


statthat. 


Durch Differentiation von (16) nach 2 entsteht eine Formel von 
der Gestalt 
1 


o(Partaite bata ge Do n(aGetaium +--+ dum) 


h=l,--+yN 


wo die r, eine nicht wesentlich verinderte Bedeutung haben. Ersetzen 
wir hierin m durch m-+1 und wenden dann die vorige Uberlegung 
auf diese Formel statt auf (16) an, so ergibt sich der Beweis des 
Hilfssatzes 2. 

Aus den eben bewiesenen Hilfssiitzen 1 und 2 leiten wir jetzt zwei 
weitere Hilfssiitze 3 und 4 ab, in denen gewisse Gleichungen behauptet 
werden, die sich von den am Schlusse der Hilfssiitze 1 und 2 aufgestellten 
hauptsichlich dadurch unterscheiden, daB auf ihrer linken Seite an Stelle 
der positiven Zahlen X gewisse Zahlen Y treten, fiir die auch negative 
Werte zulissig sind. 

Hilfssatz 3. Zu jedem Exponenten m gehiren eine gewisse Anzahl 
N positiver rationaler Zahlen 


"i, ‘2, “* *. Yn, 


ferner eine reelle, stets positive Funktion (x) der reellen Variabeln x und 
endlich eine Funktion F'(K, x) der ganzzahligen Variabeln K und der 
reellen Variabeln x, die durchweg positive ganszahlige Werte hat und bei 
festgehaltenem x mit unendlich wachsendem K selbst, ohne je abewnehmen, 
iiber alle Grenzen wiichst; diese zu m sugehdrigen Gripen r,, p, F sind 
von folgender Beschaffenheit: 

es sei x eine beliebige positive ganze Zahl und K eine beliebige positive 
ganze Zahl > 16, ferner x eine reelle, der Ungleichung 
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(18) 1<x<>VK-1 
geniigende Grife; es werde endlich 
(19) x = g(x), K’ = F(K, x) 


gesetat; wenn dann Y eine beliebige ganze Zahl (Ss 0) ist, deren absoluter 
Betrag der Ungleichung al 


(20) \YicxuVK2? 

geniigt, so kimnen zu diesen Gripen x, K, x, Y stets N ganze Zahlen 
Yi, +--+, Yv (20), deren absolute Betriige die Ungleichungen 

(21) \Yil <x VK'a« 


befriedigen, derart gefunden werden, dap die Gleichung 
(Ke+¥)"—= > n(K'e+ Yi) 
N 


&=1,---,J 

stattfindet. 
Zum Beweise bestimmen wir zuniichst eine positive ganze Zahl G 
durch die Ungleichungen 
(22) (G+xP?< K<(G+x+1)’; 
dann wird 
K — G@ > «(2G +x) > 2x VK — x(x+2), 
und da wegen (18) 
VK>x+2 

ist, so haben wir demnach auch 
(23) K—@>xVK. 
Andererseits ist mit Riicksicht auf (22) 


K — @ < (x41) (2G +241) < 2(x+1) VK <4nVK 


d. h 

(24) K — G@? < 4x VK. 
Setzen wir non 

(25) X = (K—G*)2* + Y, 


so gilt wegen (23), (24) infolge der Voraussetzung (20) unseres zu _be- 
weisenden Hilfssatzes 


0< X< 5x V Kx. 
Wir wenden jetzt den Hilfssatz 1 auf die Zahlen 2, G, X an; setzen wir 


c= V5« VK, 


noch darin 
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so wird zugleich auch der Bedingung (14) dieses Hilfssatzes 1 geniigt, 
und derselbe lehrt das Bestehen einer Gleichung von der Gestalt 


(26) (G@a+Xe"— >) n(aGe+ YI, 


=1,--*, 
wo Y; (d. h. die X, in Hilfssatz 1) ganze den Ungleichungen 
(27) ¥i|<AVbxVKu 
geniigende Zahlen sind. Setzen wir 
o() = F-Vi0x, F(K, x) =aG, 

so erfiillen diese Funktionen alle Bedingungen des zu beweisenden Hilfs- 
satzes. Denn wegen (19) wird dann notwendig 

=A Vi0x, K'=aG, 

Va 

und es geht (26) wegen (25) in die zum SchluB des Hilfssatzes 3 be- 
hauptete Gleichung tiber. Endlich ist wegen (18), (22) 

(2+ 2%<K<(G+x+1), 

x+1<G, 


folglich 
und demnach 
AVbu VE < AV5x VG +x4+1<AYV10nVG 
AV52n VK <x’ VK’. 


Wegen dieser Ungleichung geht aus (27) die Ungleichung (21) des Hilfs- 
satzes 3 hervor; dieser Hilfssatz 3 ist mithin vollstindig bewiesen. 


Hilfssatz 4. Zu jedem Ezxponenten m gehiren wie in Hilfssatz 3 
eine gewisse Anzahl N positiver rationaler Zahlen 


d. h. 


Vy, Tay", TH, 


ferner eine reelle, stets positive Funktion p(x) der reellen Voriabeln x und 
endlich eine Funktion F(K,x) der ganzzahligen Variabeln K und der 
reellen Variabeln x, die durchweg positive ganzzahlige Werte hat und bei 
festgehaltenem x mit unendlich wachsendem K selbst, ohne je abzunehmen, 
tiber alle Grenzen wiichst; diese zu m sugehirigen Gripen r,, p, F sind 
von folgender Beschaffenheit: 

es seien x, K, x Zahlen, die denselben Bedingungen wie in Hilfssatz 3 
geniigen; es werde endlich, wie dort 


x =9(x), K’=F(K,») 
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gesetat; wenn dann Y eine beliebige ganze Zahl (2 0) ist, deren absoluter 
Betrag der Ungleichung ai 

\Y¥i<xVK2? 
geniigt, so kinnen zu diesen Grifen x, K, x, Y stets N.. gange Zahlen 
Yi,---, Wu (2 0) , deren absolute Betriige die Ungleiohungen’ * 

\Yil<e V¥E'e a 
befriedigen, derart gefunden werden, daB die Gleichung 

a(Ke+Y¥e—y> >) n(K’'e+¥iym+! 
A=1,---,¥ 
stattfindet. 
Der Beweis folgt, indem wir die zum Beweis des Hilfssatzes 3 vor- 


hin angewandten SchluBfolgerungen, statt auf Hilfssatz 1, nunmehr auf 
Hilfssatz 2 beziehen. 


Hilfssatz 5. Zu jedem Exponenten n gehiren zwei ganze Zahlen 
P, q, 80 dap 


(28) n—p+q 
und 
(29) O<p<q 


ist, ferner eine positive ganze Zahl K und eine gewisse Anzahl N* posi- 
tiver rationaler Zahlen 
k,, ks, ah: kys 
von folgender Beschaffenheit: 
ist x eine beliebige positive ganze Zahl, Y irgend eine ganze Zahl 
(Ss ), deren absoluter Betrag der Ungleichung 


|¥|<VKa 


geniigt, so gibt es 2u diesen Zahlen x, Y stets gewisse N* positive ganze 
Zahlen 
P,, P,, et Pys 
derart, dap die Gleichung 
a(Kai+ Y) = ShPr 


h=1,2,---,.N* 


statthat. 
Zum Beweise entwickeln wir den Exponenten » im dyadischen Zahl- 
system wie folgt 


mm 2 + 629-1 + ¢Q-F+.--+e _Z+e, 


= 1e,¢,---¢,_36,, 
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so daB g ein ganzer Exponent ist und ¢, ¢,---, ¢, gewisse Werte Null 
oder Eins werden. Nun definieren wir g+ 1 Zahlen m,, »,, m,,-+-, n, 
durch folgende Gleichungen 
m = 1, 
n, = 2+4, 
= le, 
nm, = 2? + 6,2 + @, 
= 1e,¢, 
m= 2° +¢,2?+¢62+6, 
= 16, €65, 
m= 2° +e, 2-h+-0- +e _ +e, 
= 1,6 ++- 6,16, =m, 
so daB allgemein 


My, = 2m, + 644 
wird. Ferner setzen wir 


Po =O 2-24 €, 29+? 4 tee e, 
= €,l,°°° Cy) 
Py = 629-2 + e,Q7-8 4... 4 ¢, 
= y0,°**C,, 
Ps m= €,27-F +--+ +6, 
=6,°°° C9 
Pi-1= %) 
P, =0, 
so daB allgemein 
Pre — Py = &2°-* 
wird. Endlich sei noch 
p=n— W —e,20-) + 20-8 +.--+6 — pM, 
c= 2, 
so daB die Bedingungen (28), (29) erfiillt sind. 


Nunmehr wenden wir die Hilfssiitze 3 bez. 4 im ganzen g-Mal an 
und gelangen so zu den Gleichungen 
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f a”(Ka* + Y) = =r 7 rom (K’ a? + yj)", 
h=l,-- +) M, 
(Ke + Y= pa DPR +H 
i = , Me 
(30) ee eerie ea Se 
a?o-*(K,_ x +/Y, _y 9-2 = = yr (g—1) g?o-t ox a m _yj0-by,- 
g-2 Az=1,- = 
Pg-1 Mg—1 oa ) w 
29 (K,-12* + Y,-1) 9 KY, a ane 9-10 + } 0)" 


Dabei ist jede dieser Gleichungen so zu verstehen, daB ihre linke Seite, 
sobald dort Y, eine ganze, der Bedingung 


Y,| <«,VK,2"~° 


geniigende Zahl ist, sich in Gestalt der rechts stehenden Summe dar- 
stellen liBt, so daB die Y/“*+" passend gewihlte, den Ungleichungen 


(31) Yi¢+9| <x, VK a? *~" 
geniigende ganze Zahlen bedeuten. Die GréBen ri), x,, x,, K,, K; haben 


2s? “a? 

hierbei die in Hilfssatz 3 und 4 angegebene Bedeutung; es ist demnach 
(der untere Index 0 ist stets zu unterdriicken) 

x, —_ P:(%s), , \ 
32 — > 
( ) & _ F,(K,, Xs), (s 2 29 ) 
wo g, F die in den Hilfssitzen 3 und 4 auftretenden Funktionen sind. 
Uberdies ist zu beachten, daB allgemein x, den Ungleichungen 


(33) 1<,<>VK,-1 


geniigen mu, wodurch auch zugleich K, > 16 wird. 

Um nun zum Beweise des Hilfssatzes 5 zu gelangen, muB es méglich 
sein, die auf den rechten Seiten einer jeden der Formeln (30) stehenden 
Summanden als linke Seiten der niichstfolgenden Formel zu nehmen, 
damit sich schlieBlich die linke Seite der ersten Formel als Summe von 
GréBen ergibt, die die Gestalt der rechten Seite der letzten Formel haben. 
Um diese Méglichkeit darzutun, setzen wir allgemein 


(34) K, = Ky. (s=1,--,g—1) 
und brauchen dann nur noch zu bewirken, dab die Bedingungen 
(35) x < Mm, x1 < %2, wes | Xg—2 < My—1 


erfiillt sind. 
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Wahlen wir nun bei der erstmaligen Anwendung des Hilfssatzes 3 bez. 4 
x =1, so ist dadurch wegen (32) 
x = (1) 
bestimmt, waihrend uns die Wahl von X noch freisteht. Da die in den 
Hilfssiitzen auftretende Funktion F'(K, x) bei festem x mit K zugleich, 
ohne je abzunehmen, iiber alle Grenzen wiichst und wegen (32), (34) 
K, = F(K, «) = F(K, 1) 
ist, so kénnen wir K so groB wihlen, dab 
+VK, —1>x+1 
wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfillt, wenn wir K noch 
vergréBern. Nun setzen wir 
%=x+1 
und geniigen damit der ersten der Bedingungen (35) und der Bedingung 


(33) fir s=1. Nach dieser Verfiigung iiber x, bestimmt sich x, wegen 
(32) aus der Gleichung 


x, = ;(%,)- 
Da nun wiederum die Funktion F,(K,,,) bei festem x, mit K, zugleich, 
ohne je abzunehmen, iiber alle Grenzen wiichst und wegen (32), (34) 

K, = F, (K,, %) 
ist, so kénnen wir K weiter so groB wihlen, dab 
VK,—1>%, +1 

wird, und dann bleibt diese Ungleichung auch erfillt, wenn wir K noch 
vergréBern. Nun setzen wir 

% =%*, +1 
und geniigen damit der zweiten der Bedingungen (35) und der Bedingung 
(33) fiir s=2. In derselben Weise fahren wir fort, bis wir zu der 
Gleichung 


Mg—1 = My-g + 1 
gelangen. . 


SchlieBlich machen wir K noch so groB, dab 
VEj-a > %-1 
wird; da wegen (31) fir s=g—1 


1¥/| <4 4VKae, 


Y,| < Kyaw 
ist, so werden die auf der rechten Seite der letzten Formel in (30) zur 
n”™” Potenz erhobenen ganzen Zahlen positiv. 
Mathematische Annalen. LXVIL. 20 


und folglich jetzt 
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Fihren wir nun die Substitutionen der linken Seiten der Formeln (30) 
in die rechten Seiten der jedesmal vorangehenden Formel aus, so entsteht 
eine Formel von der Gestalt 

a?(Kat+Y) = >)ks(Ky-12 + Yio, 
A 


=1,---¥* 


N* = N,N,---N 


g 


wobei rechts 


Summanden stehen und die k, positive rationale Zahlen sind. Damit ist 
Hilfssatz 5 bewiesen. 

Aus Hilfssatz 5 vermigen wir nun das anfungs aufgestellte Theorem 
iiber die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch n* Potenzen folgender- 
mafen abzuleiten. 

Wir verstehen unter z eine beliebige positive ganze Zahl > 2", ferner 
unter Y,, Y, irgend zwei ganze, den Ungleichungen 


0< Y, <VK~, 
0< ¥,<VK(e+1) 
geniigende Zahlen. Dann gelten nach Hilfssatz 5 die Gleichungen 


a*(Kx!— ¥,] = Sk, Py, 
yoo ® 


h=1 


PUA 


und nach Addition 


(36) 


(w+ 1)*[K(z+ 1)'+ ¥,] 


(87) a[Ka'—Y¥,] + (w@+1)*[K(e+1¥+ HI=— > k(Pr+ Q), 


A=1,--+,N* 
wo die P, und Q, gewisse 2.N* ganze positive Zahlen sind. Die linke 
Seite der Formel (37) hat die Gestalt 


K[2" + (2+ 1)"] + Z, 
Z=(x+1)"Y, —2?Y, 


wenn 


gesetzt wird. 
Wir itiberzeugen uns nun davon, daB der Ausdruck 
(+1 Y, — 2? Y, 
bei geeigneter, den Ungleichungen (36) entsprechender Wahl von Y,, Y, 
jede ganze Zahl Z darzustellen vermag, die den, Ungleichungen 
0< Z< 2" 
geniigt. In der Tat, da die Zahlen (x+ 1)? und 2? relativ prim sind, so 
besitzt erstlich fiir jedes ganzzahlige Z die diophantische Gleichung 
Z=(2+1)?¥,—2°¥, 
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ganzzahlige Lésungen Y,, Y,; nun ist aber zugleich mit Y,, Y, auch 
Y, — T@+1), 
Y, — Tx? 
fiir jedes ganzzahlige 7 eine Lésung, und daraus wird ersichtlich, daB 


wir Y, der Ungleichung 
O< ¥,<(@+1) 


entsprechend annehmen diirfen. Da p< q ist, so wird (x+1)?< 24, sobald 
nur & hinreichend groB, etwa > 2", gewihlt wird; wir haben dann 








0<¥,<a#. 
Mit Riicksicht auf die Ungleichung Y, < (+1)? folgt ferner 
_7%,+2 p a" P 
ss... | ocUoae 
wenn 
0<Z<2" 


vorausgesetzt wird, und demnach haben wir mit Riicksicht auf g>p, und 
da Y, nicht negativ werden kann, 


0< Y,<(#+1). 

Den Ungleichungen (36) ist damit geniigt, da ja K> 16 ist. 
Durch Zusammenfassung des Bisherigen erkennen wir, daB jede in 
dem durch die Ungleichungen 
Kile" + (e+ 1] < U< Klett (et yt 
bestimmten Intervalle J, gelegene ganze Zahl U sich in der Gestalt 
D> h(Pi + @) 
Azi,---,* 


darstellen laBt. Von einem hinreichend groBen 2 an greifen nun diese 
Intervalle J, tibereinander derart, daB die gréBte Zahl von J, gréBer als 
die kleinste von J,,, ist; in der Tat haben wir gewib 


K[a* + (a@+1)"] + a" > K[(a+1)"+ (© +2)"), 


VK+1-VK 


sobald 





z> 


genommen wird. 
Es lassen sich also alle ganzen Zahlen U, die eine gewisse GréBe S 
iiberschreiten, in der Gestalt 


> k(Pit Q) 

h=1,---,” 

darstellen, wo P,, Q, gewisse 2.N* positive ganze Zahlen bedeuten. 
20* 
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Bezeichnen wir den Generalnenner der rationalen Zahlen k, mit E, 
so folgt aus dieser Darstellung nach Multiplikation mit E, dab gewib 
jede oberhalb der GréBe ES gelegene und durch E teilbare ganze Zahl 
sich als Summe von »” Potenzen positiver ganzer Zahlen darstellen laBt, 
so daB deren Anzahl unterhalb einer Schranke liegt, die nur von m abhingt. 
Folglich gilt dies auch fiir jede durch E teilbare und daher auch fiir 
jede nicht durch E teilbare ganze Zahl, auf Grund der niimlichen Be- 
trachtung, die oben nach SchluB des Beweises zu Satz II angestellt worden 
ist. Damit ist das anfangs aufgestellte Theorem, wie es von Waring 
vermutet worden ist, vollstindig bewiesen. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB man durch das vorstehende Be- 
weisverfahren auch zugleich eine obere Schranke fiir die Anzahl der zur 
Darstellung einer beliebigen Zahl nétigen n*" Potenzen wirklich finden 
kann; dazu ist erforderlich, die am SchluB des Beweises von Satz II ge- 
machte Bemerkung zu beriicksichtigen und die in dem soeben vollendeten 
Beweisverfahren auftretenden GréBen so weit abzuschiitzen, daB die frag- 
liche Schranke schlieBlich durch » ausdriickbar ist. 
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Zur Hilbertschen Lésung des Waringschen Problems. 
Von 


F. Hausporrr in Leipzig. 


Herr Hilbert hat seinen Beweis der Waringschen Vermutung auf die 
Existenz einer in den Variablen 2,, 2,,---,2, identisch giiltigen Formel 


(1) (4,7 + a? +--+ 2,7)" =>) en(euat + G,% ++: +4,,2,)" 
h 





gestiitzt, in der die Koeffizienten a,, der Linearformen ganze Zahlen, die 
0, positive rationale Zahlen sind. Fiir die niedrigsten Werte des Expo- 
nenten m und der Variablenzahl r ist eine solche Identitit schon von 
anderen Autoren aufgestellt und dazu verwendet worden, die Waringsche 
Hypothese von m auf 2m zu iibertragen. Bei der auBerordentlich ver- 
gréBerten Tragweite, die der Formel (1) nach der Hilbertschen Entdeckung 
nunmehr zukommt, ist es wohl nicht obne Interesse, einen zweiten Be- 
weis dieser Formel mitzuteilen, der sich mit dem von Herrn Hilbert 
selbst gegebenen an prinzipieller Wichtigkeit zwar nicht messen kann, 
aber zur tatsichlichen Auffindung der passenden Koeffizienten 9,, a;, ge- 
eigneter sein diirfte. 

I. Die Formel 





m d™e-* 
(2) e~*f,(2) = (— 3) —— 
definiert f,,(x) als Polynom m® Grades, fiir das man die Rekursionsformel 
(3) fn (#) = thy (2) — = Fal) 


und den expliziten Ausdruck 
a 
mito Me) 8 A 8 De 
(4) fa(@) =a" —(9) 52 4 (0) 59m" (3): s 33” 64... 


- J fee(er ia)™da 
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findet. Durch partielle Integration folgt aus (2) die Formel 


+0 


6) Se" Fal) Ins (2) dz = 0 
fiir ein beliebiges Polynom g,,_,(7) vom Grade m— 1, die tibrigens mit 
der Orthogonalitatsbeziehung 

+o 


fe * faa) fala) dz =0 (m + n) 


gleichbedeutend ist. 

Die Gleichung f,,(7) = 0 hat m verschiedene reelle Wurzeln. In der 
Tat ist diese Behauptung fiir m=—1 richtig und gestattet den SchluB 
von m auf m+1. Denn wenn f,(z)=0 die m reellen Wurzeln 
B, < By <<---<B,, hat, so hat f/(6,) das Zeichen (—1)"~* und nach (3) 


hat f,,,,(6,) = — z f,.(B,) das Zeichen (—1)"*'~*. Insbesondere hat 


fn+i(B,,) das negative Zeichen und f,,,,(,) das Zeichen (— 1)", waihrend 
fnsi(+) positiv ist und f,,,,(—~) das Zeichen (—1)"** hat. Aus alle- 
dem geht hervor, daB die Gleichung /,,,,(7) = 0 m+ 1 reelle Wurzeln 
Yo V1°** Ym hat (¥9<B, <9, < By < +++ < m1 < Bm < 7m) Damit ist die aus- 
gesprochene Behauptung bewiesen. 

Il. Es besteht fiir jede natiirliche Zahl m eine Identitit in den 
Variabeln z,y von der Form 


+o m 
(6) as ee ytaryrda Dhoy + er 
—o 1 


worin die f, reelle verschiedene, die @, reelle positive Zahlen sind. 

Beweis. Denkt man sich die £, zunichst irgendwie als reelle ver- 
schiedene Zahlen gewiahlt, so gibt die Forderung (6) zur Bestimmung der @, 
die m linearen Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante 


(7) >e =|, > eB =|, > eb? =|,,-++, > bet Lat 


wobei 
+o 
l= = Jere da, 
insbesondere 
1 1 3 1 3 5 
h=1l, hes, he—gs k=s ee 
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Aus (7) folgt, daB fiir ein beliebiges Polynom g(x) vom Grade m—1 


+0 

1 ws 
(8) > e9(8) =F fo“ 9 (eda. 
Es sind nun aber die 6, so zu wihlen, dab die g, positiv ausfallen. 
Wir nehmen zu diesem Zweck fiir die 6, die Wurzeln der Gleichung 
f.,(@) = 9. In diesem Falle behaupten wir, daB neben (8) die weiter- 
gehende Relation 


+0 


1 (noe 
(9) > 1A) = Te fo" Oe) de 
besteht, in der O(a) ein beliebiges Polynom des Grades 2m — 1 ist. 
In der Tat erhalten wir durch Division mit /,, («) 


O(a) = fin(@) * Im—1(@) + 9(@), 
WO J,-1(@), p(@) vom Grade m—1 (héchstens) sind. Dann ist 


einerseits 
: (B,) = (8); 
andererseits nach (5) 
+0 


+0 
feto@)da=fe# (a) de, 
so daB (9) unmittelbar aus (8) folgt. 


Setzen wir jetzt insbesondere 
(a) = [(a@— B,) --- (@—B,_1) (@—B,4,) --- (@—B,,) 
= [fn(@) # (@ — BF, 
so folgt aus (9) 


«— B, 


01 fn (B,)® = ao fee (@9)' da, 


also sind die g, wirklich positiv. 
Die so spezialisierten Werte 9,, 8, erfiillen, wie aus (9) folgt, auBer 
(6) die weitergehende Identitat 


+c m 
va J o*0+ ax)?™—* do = > ony + B,x)"-*, 

— 1 
sie ,,kanonisieren“ die hier linkerhand stehende binire Form, worauf wir 
indessen fiir unsere Absicht keinen Wert zu legen haben. 

Ill. Die Identitaét (6) laBt sich auch mit rationalen Werten der #, 
und rationalen positiven Werten der 9, erfiillen. 

Denn die durch die Gleichungen (7) definierten Werte 9, sind an 
jeder Stelle, wo die Determinante |1, #,, 6,2, ---, 8,"-*! nicht ver- 
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schwindet, stetige Funktionen von £,, 6,,---, 6,,. Wenn man also fiir die 
B, jetzt rationale Werte wihlt, die den Wurzeln der Gleichung f,,(z) = 0 
hinlinglich benachbart sind, so bleiben die g, positiv und werden selbst 
rational, da die rechten Seiten 1, der Gleichungen (7) rational sind. 

Wir kénnen also sagen: fiir jede natiirliche Zahl n besteht eine 
Identitat 


(10) VE J e“(y+ar)lde = > ex(y + B,z)" 


mit rationalen f,, rationalen positiven g, und einer Gliederzahl rechter- 
hand, die jedenfalls nicht gréfer als m+ 1 gewahlt zu werden braucht. 

IV. Schreibt man in (10) «,, x, fiir a, x, verwandelt y in y+ a,%,, 
multipliziert mit e~“*: a und integriert nach «, zwischen + 00, so 
kommt 


(A) fe a (y+ ey Ty + egy)" der, dety -» 010.(¥ + By, + B, 2)” 


—©o —o& hk 


Verwandelt man hierin wieder y in y+ «,2,, multipliziert mit e~*: jz 
und integriert nach «,, so ergibt sich 


+o +a +0 


3 
(52) J [ fetce-xg + @,2, + G2, + @,%,)" du, da, da, 
ee ne > 010.0:(Y + By 2, + B,t, + B25)". 
kt 


So fortfahrend erhalt man fiir jedes r die Identitiit 


+e +o 
(11) (sz) J - J emastmasd—— Oe (Y + oy y+ Oly ty +--+ 0,0, "dee, dety---dee, 
bas ae -> 2, 0n,°** On, (¥ + By 2+ B,,% +++: +B, x,)" 


hy hg hy 
= >) 6(y + Bint + Bae ty +--+ Beat, 
k 


mit rationalen £,, und positiven rationalen o,. 
V. Aus der bekannten Formel 


+00 
- = —a+3azr a 
ase da = & 


+ +o 


— 4 eee @,?—---—a,? +2(a,2%,+--++a,2,) ee = ent +2 
Ga Sf fe da,---da, =e 
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und daraus 


+x +e 
(sa) fo ft Gat team day de, 


—# _ (2m)! 


4m! (2,°+ 247+ tat a3). 





Setzt man also in (11), fiir gerades n= 2m, y=0, so folgt eine 
Identitiat 


(12) (@P+a,%+---+2,7) -> (By 4% + Byyty +++ +8,,2,)™ 
r 


mit rationalen £,, und rationalen positiven t,. Indem man die 2m” 
Potenz des Generalnenners von §,,(,,---6,, mit +, vereinigt, erhilt 
man eine Identitaét (1) mit ganzzahligen a,, und positiven rationalen g,. 
Q. E. D. 

Die Formeln (11), (12) kénnen, nachdem einmal eine passende Iden- 
titét (10) gefunden ist, fast ohne Rechnung unmittelbar hingeschrieben 
werden. Die Gliederanzahl der SchluBformel (12) verkleinert sich, wenn 
man die #, in (10) paarweise entgegengesetzt gleich wahlt, und labt 
sich auf Grund der Relationen zwischen linear abhingigen Formen in der 
von Herrn Hilbert angegebenen Weise noch weiter reduzieren. 
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Zur Theorie der linearen homogenen Integralgleichungen. 
Von 


I. Scuur in Berlin. 


In seiner Inaugural-Dissertation hat Herr E. Schmidt*) den Hilbert- 
schen Fundamentalsatz, der besagt, daB jede Integralgleichung 


y(s) = 4. K(s, t) p(t) at 


mit reellem stetigem symmetrischem Kern K(s,¢) mindestens einen Eigen- 
wert 4 besitzt,**) auf besonders einfachem Wege bewiesen. Herr Schmidt 
gelangt zu diesem Satz, indem er einen (den kleinsten) Eigenwert y, des 
iterierten Kerns K*(s,¢) mit Hilfe eines Grenzverfahrens, das der Griiffe- 
schen Methode in der Algebra eng verwandt ist, gewissermaBen explizite 
berechnet. Da nun aber dieses Verfahren nur einen Kigenwert von K*(s, ¢) 
liefert, so entsteht die Frage: wie berechnet man die tibrigen Eigenwerte 
¥sS%sS°°° 

des Kerns K*(s, ¢)? 

Auf funktionentheoretischem Wege hat Herr A. Kneser***) diese 
Aufgabe gelist, indem er gezeigt hat, daB der Eigenwert y,, wenn 
Vi» Yor ***s Yn—1 bereits bekannt sind, als der Grenzwert eines gewissen 
Ausdrucks dargestellt werden kann. 

*) Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener“ 
(Gottingen, 1905); vergl. auch Math. Annalen, Bd. 63, 8. 433. 

™) Hilbert, ,,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen“, Erste Mitteilung, Gittinger Nachrichten 1904, 8S. 49. 

***) Ein Beitrag zur Theorie der Integralgleichungen“, Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, T. XXII (1906), S. 2838. — Herr Kneser geht tibrigens im § 3 
seiner Arbeit von der irrtiimlichen Annahme aus, daB die (stets reellen) Eigenwerte 
eines reellen symmetrischen Kerns immer positiv sind. Die Formeln, die er in diesem 
Paragraphen fiir den Kern K(s, ¢t) entwickelt, gelten im allgemeinen erst fiir den 
iterierten Kern K*(s, t). 
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Zu einer anderen, wie ich glaube, einfacheren Lisung gelangt man 
aber, wenn man die Analogie mit der Algebra weiter verfolgt. Hat man 
naimlich eine algebraische Gleichung 

a™ + ¢,a™-14.--=—0, 
von der wir der Einfachheit wegen annehmen, daB8 ihre Wurzeln 
% 2% 2°'' 2h, 
positiv sind, so liefert die Griffesche Naiherungsmethode zunichst nur 
die Wurzel z,. Will man nach demselben Verfahren die tibrigen Wurzeln 
erhalten, so betrachtet man fiir jedes » < m die Gleichung 


ale) + dal) hone 
der die () Produkte 


2. &.:::% 


am, “4% 


(a, <4< <a,) 
gentigen. Auf diese Gleichung angewandt, ergibt dasselbe Niiherungs- 


ay 
&4-~-m. 
wc, @°** & 


verfahren das Produkt x, 2,---,; durch Bildung des Quotienten 
erhailt man dann 2,. 

Abnlich kann man auch in der Theorie der Integralgleichungen ver- 
fahren, wenn es gelingt, zu jeder Integralgleichung 


n-1 


b 
p(s) = 4, K(s, t) p(t) at 
mit den Eigenwerten ; 
Ay; dy, + 


eine andere Integralgleichung anzugeben, deren Eigenwerte bei vorge- 
schriebenem n die Produkte 

Ay, Aa, *** Ae, (4 <a <+--<a,) 
sind, und deren Kern, wenn K(s,¢) reell und symmetrisch ist, ebenfalls 
dieser Bedingung geniigt. Diese Eigenschaft besitzt, wie hier gezeigt 
wird, die ik 


81, 5g,°*) 8, 
® (s,, 83,°°*,8,) =U / ‘a Sx( we ah t ) Os taysty) dt, dt,---dt,, 
os 


in der, ahnlich wie bei Herrn nasitiiie 
K(s,,t,), K(s,,%),---, K(%, 4) 
K(** me eel K(s,,t,), K(s,, ty), -- 1 KC, tn) 
ty tg sy b, ot Ma ae ee ee a ee 
| K(s,, t,), K(s,, ty), °° . t.) 


*) ,,Sur une classe d’équations fonctionnelles, Acta Mathematica, Bd. 27, 8. 365. 
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zu setzen ist. Diese durch K(s,¢) bestimmte Funktion von 2n Variabeln 
Si, ***y Say 4, -++, #, menne ich den zu K(s, t), assoziierten Kern des 
Grades n.*) Ist K(s,¢) speziell ein reeller symmetrischer Kern, so erhilt 
man durch Anwendung des Schmidtschen Verfahrens auf die zu K(s, ¢) 
assoziierten Kerne ohne Hinzunahme irgend welcher neuer Hilfsmittel jeden 
Eigenwert y, von K*(s,¢) als den Grenzwert eines Ausdrucks, in dem nur 
die von Herrn Schmidt zur Berechnung von 7, benutzten GréBen U,, 
auftreten. Zugleich ergibt sich ein explizites Verfahren zur Bestimmung 
der zu y, gehérenden Eigenfunktionen des Kerns K°(s, ¢). 

Die im folgenden (Absebnitt II) entwickelten Siitze tiber die zu einem 
gegebenen Kern assoziierten Kerne lassen sich mit Hilfe der Fredholmschen 
ganzen transzendenten Funktion ohne Miihe beweisen. Doch schien es 
mir von Interesse, neben diesen Beweisen noch andere anzugeben, die nur 
von dem Begriff der Ordnung eines Eigenwerts Gebrauch machen, einem 
Begriff, der sich auch auf elementarem Wege begriinden liBt.**) Diese 
Beweismethode erfordert zwar etwas liingere Rechnungen, sie hat aber den 
Vorzug, daB sie in gewissen Fiillen, in denen die Fredholmsche Theorie 
versagt, noch ihre Giiltigkeit behialt. Doch habe ich mich der Einfach- 
heit wegen damit begniigt, nur von: stetigen Kernen zu sprechen. Die 
Beschriinkung auf reelle symmetrische Kerne wiirde in den beiden ersten 
Abschnitten fiir die Beweisfiihrung keine wesentliche Vereinfachung be- 
deuten. 


Abschnitt L 
Vorbereitende Betrachtungen. 
e $ 1. 
Es sei K(s,¢) eine reelle oder komplexe Funktion der reellen Varia- 
beln s und ¢, die in dem Gebiet a<s<b, a<t<b definiert und stetig 
ist. Eine von Null verschiedene Zahl 4 heiSt dann bekanntlich ein Eigen- 


wert des Kerns K(s, t), wenn sich eine nicht identisch verschwindende, 
fir a<s<b stetige Funktion p(s) bestimmen laBt, die der Gleichung 


g(s) = 4 K(s, t) p(t) at 


*) Diesem Begriff diirfte in der Theorie der Integralgleichungen eine ‘hnliche 
Bedeutung zukommen, wie dem Begriff der assoziierten Differentialgleichungen in 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen (vergl. L. Schlesinger, Handbuch 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Bd. II, Teil I, 8. 127). 

**) Vergl. meine Arbeit Uber die charakteristischen Wurzeln einer linearen 
Substitution mit einer Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen“, Math. 
Annalen, Bd. 66, 8. 488. — Im folgenden wird diese Arbeit kurz mit I zitiert. 
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geniigt; p(s) ist dann eine zu 4 gehérende Eigenfunktion des Kerns K(s, ¢). 
Jedem Eigenwert 4 entspricht eine positive ganze Zahl n, die Ordnung 
von 4, die folgendermaBen charakterisiert werden kann: es lassen sich », 
aber nicht mehr als », linear unabhingige stetige Funktionen 9, (s),- --, ,(s) 
angeben, fiir die 


J E(s,8) 9e(6) dt= >) au 96(8) — (@=1,2,--n) 


wird; hierbei sollen die a,, Konstanten bedeuten, die der Bedingung 


-| —2, Gig, **'y Un 
G1, Agg—Z, ***, Ag, _ (+ = y 
| Gary Gig» °° *y Ung —% 


geniigen*). Ich sage dann: Die Funktionen g,(s), ---, p,(s) bilden ein 
zu A gehirendes, vollstiindiges invariantes System des Kerns K(s,t). Es 
gilt nun folgende Regel**): 

Hat man neben den Funktionen ,(s) noch n andere Funktionen 
wv, (s), ---, U,(s), fiir die ebenfalls 


JK (8, t) v(t) dt =D) agg ¥4(8) (© 1,2,-- 4m) 
a pol 


wird, so ist jede der Funktionen w,(s) linear und homogen mit konstanten 
Koeffizienten durch die Funktionen o,(s) darstellbar. 

Man kann die Funktionen g,(s) auch so wiahlen, daB a,,—0 wird, 
sobald « < ist. Dann wird also 


b 
J (5, t) pq(t)dt = gy 918) + + ** + Oy, «1 Pa-a(8) + + Pal’)- 


Denkt man sich nun alle verschiedenen Eigenwerte des Kerns K(s,¢) ins 
Auge gefaBt und bestimmt zu jedem ein zugehdériges vollstindiges in- 
variantes System von der zuletzt erwihnten Art, so erhilt man ein end- 
liches oder unendliches System von Funktionen 


1(8), Ps(8), -- + 
die folgende Eigenschaften besitzen: 
1. Im Intervall a<s<b ist jede der Funktionen stetig, und fiir 
jedes m sind g,(s), 9,(s), --+, @,,(8) untereinander linear unabhingig. 
*) Vergl. I, § 14. 
**) Vergi. I, § 15. 
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2. Es ist fiir jedes « 


J K(8, t) palt) dt = eg1 94(8) + +++ + Cgj4-1 Pai (8) + Caw Pal), 


wo die ¢,, Konstanten bedeuten und insbesondere alle c,, von Null ver- 
schieden sind. 

3. Bilden die Funktionen y,(s),---, ¥,(s) ein zu irgend einem Kigen- 
wert gehérendes vollstindiges invariantes System des Kerns K(s, ¢), so ist 
jede Funktion y,(s) durch gewisse endlich viele unter den Funktionen 
y,,(s) linear und homogen mit konstanten Koeffizienten darstellbar. 

Jedes System von Funktionen g,(s), g,(s),---, die diesen drei Be- 
dingungen geniigen, bezeichne ich als ein vollsténdiges System von Haupt- 
funktionen des Kerns K(s,¢)*). Ist ein solches System bekannt, so erhilt 
man in den Zablen 
(1) 4=—, dy =) * 
die simtlichen Eigenwerte des Kerns, und zwar jeden so oft, wie seine 
Ordnung angibt. Die Reihe 

1 1 
APT i 


ist dann konvergent und ihr Wert ist héchstens gleich 


"ahaa 


S{\Ke, t)|?dsdt.**) 


Ferner folgt aus der Bedingung 3 genauer: Sind z,(s), - - -, z,(s) beliebige 
stetige Funktionen, fiir welche Gleichungen der Form 


J KG, t)ag(t)at = > dog %0(8) — (@=1,2,-47) 
a o=1 


bestehen, wo die d,, Konstanten bedeuten, deren Determinante ldo nicht 
verschwindet, so sind die z,(s) durch gewisse endlich viele unter den 
Funktionen ,(s), g,(s), --- linear und homogen mit konstanten Koef- 
fizienten darstellbar. Sind insbesondere 7,(s), - - -, 7,(s) nicht alle identisch 


Null, so kommen unter den Wurzeln der Gleichung 


(2) \d,,—2€,,| = 9 (¢,.=1, C13 = C3 =": = 0) 
die reziproken Werte gewisser Eigenwerte des Kerns vor, also gewisse 


der Zahlen c,,. Wiahlt man dann N so groB, daB unter den Zahlen 


*) Ein solches System existiert natiirlich nur dann, wenn der Kern K(s, ¢) 
mindestens einen Eigenwert besitzt. 
**) Vergl. I, § 14. 
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CN+1,N+1, CN+2,N4+2) °°" 
keine Wurzel von (2) mehr vorkommt, so ist jede der Funktionen 7,(s) 
eine lineare homogene Verbindung der N Funktionen 


9, (8), 92(8), oe px(s).*) 


§ 2. 
Um im folgenden auch von der Fredholmschen Theorie Gebrauch 
machen zu kénnen, empfiehlt es sich, ein Hauptresultat dieser Theorie 
etwas anders zu formulieren, als dies gewéhnlich geschieht. 


8,5 Sg, °°", 8, 


Hat der Ausdruck x(} eee | 


Einleitung, und setzt man 


b b b 
A, “ff fee eas ds, +++ ds,, 


$1, Sgy°**, 


) dieselbe Bedeutung wie in der 


so wird bekanntlich 
D(a) =-1—A,¢4+ A, x? — ite 


eine ganze transzendente Funktion, die nur fiir die Zahlen (1) verschwindet, 
und die Produktzerlegung dieser Funktion hat die Form**) 


(3) D(z) = eae TT (1 -7) P 


Ist ferner K™(s,¢) der m iterierte Kern, d. h. 


bd > 
Ks, t) -f{f- : f K(s, r;) K(r, 7%) +++ K(tm_1, t) dr, dry ++ dry_y, 


und setzt man 
U,, = | Ks, s)ds, 


so wird***) 


(—1yet%r--: 


U.\" /U.\"2 U.\"" 

1) by SG BY GB)” Ort tecttancem, 

*) Alles dies folgt aus den Ausfiihrungen des § 15 meiner mit I zitierten Arbeit. 

**) Vergl. E. Goursat, ,,Recherches sur les équations intégrales linéaires‘, 
Annales de la Faculté des Sciences de l'Université de Toulouse, 8. 96, und I, § 14. 

***) Vergl. E. Goursat, a. a. 0., S. 95, wo diese Formel besonders einfach be- 


wiesen wird. 
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und hieraus folgt fiir geniigend kleine Werte von |x| die bekannte Relation 
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a a— a-... 


(5) D(z)=e * ? 


Da nun andererseits, wenn fiir m > 1 
1 
I = P 3 im 


[Tt-ge-e 


ist, so erhalt man aus (3) und (5) durch Koeffizientenvergleichung 


gesetzt wird, 


(6) A=U,, B=+(U,—h) 
und fiir m > 3 
(7) Un = Iy-*) 


Umgekehrt folgt aus den Gleichungen (7), wenn A und B aus den Glei- 
chungen (6) bestimmt werden, die Formel (3). 
Kennt man daher ein System von Zahlen 
A, Ay, aie 
fiir welche die Reihe >i absolut konvergent ist, so geniigt es zu zeigen, 
dap fiir m>3 ” 


> = (Ks, s) ds 


ist, um behaupten zu kinnen, daB die Zahlen 1,, 4,,--- die Gesamtheit der 
Eigenwerte des Kerns K(s,t) repriisentieren. 
Alles bis jetzt Gesagte gilt auch dann, wenn s und ¢ Punkte in einem 


b 
n-dimensionalen Raume bedeuten und an Stelle des einfachen Integrals J 
ein n-faches Integral tritt. 


§ 3. 
Es seien nun » Integralgleichungen 


91(0) =a fK,(s,t) 9,(8) dt, «+, (8) = am f ,(s, t) 9,(t) at 


*) Fir einen reellen symmetrischen Kern ist, wie Herr E. Schmidt, Math. 
Annalen, Bd. 63, 8. 471, bewiesen hat, auch U,=—J,. Dies ist identisch mit der 
Aussage, da8 in diesem Fall die ganze transzendente Funktion D(a) hichstens vom 
Geschlechte 1 ist. 
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mit stetigen Kernen gegeben. Das Produkt 


(8) K, (8,, t,) K, (s:, ty) Peo K, (8, t,) 
als Funktion der beiden Variabelnsysteme s,,s,,---, 5, und ¢,,t,,---, ¢ 
betrachtet, 148+ sich dann als der Kern der Integralgleichung 


(5,5 °+5 84) = wf => f Ky (54, b) «+» Ky (Sq, b) O(h, +5 #,) dt,» dt, 
% an 


auffassen. Den Kern (8) nenne ich den durch die Kerne K,, K,,-- +, K, 
bestimmten Produktkern. 

Es gilt nun der Satz: 

I. Bilden die Funktionen 


Pr1(8)> Pya(S)> °° 
ein vollstiindiges System von Hauptfunktionen des Kerns K,(s,t), so bilden 
die Funktionen 
(9) Pr a, (1) P2a($s) *** Pua, (Sn) (a, =1,2,-++) 
ein vollstindiges System von Hauptfunktionen des Produktkerns.*) 
Hierbei denken wir uns die Funktionen (9) nach folgendem Prinzip 
angeordnet: von zwei Produkten 


1 a, (81) Pe a(S) *** Pna,(Sn)s 1 3, (81) Ps 2, (59) om Pnps,(Sn) 
soll das erste vor dem zweiten stehen, wenn entweder 


@ + wy +---+a,< 8, +B, +---+ 8, 


t+ %+---+4,— 8, + B+--: +6, 
wird, die erste nicht verschwindende unter den Differenzen 
a, — By, O&, — By, +++, &,— B, 

negativ ist. In dieser Reihenfolge mégen die Produkte (9) auch mit 
(9') ®, (8, ae 8.) , (8, roe 8,)5 Sar 
bezeichnet werden. 

Um den Beweis des Satzes I zu fiihren, haben wir nur zu zeigen, 
daB die Funktionen (9’) in bezug auf den Kern (8) den drei im § 1 
formulierten Bedingungen geniigen. 

DaB nun die erste Bedingung (Stetigkeit und lineare Unabhingig- 
keit) erfiillt ist, ist unmittelbar evident. 

Ist ferner 


ist, oder falls 


by 
SEs, t) Pyalt) dt = 0%, 1(8) +--+ OP, Pal), 


*) Besitzt einer der Kerne K,(s, t) keinen Eigenwert, so besagt der Satz, dab 
auch der Produktkern keinen Eigenwert besitzt. 
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so erhailt man, wenn 


%,(8,, ne $,) -_ 1, (%) ih Pra, (Sn) 
ist, 


a on 
J: | K, (8, t,) nt K,(3,; t,) %, (4, wide t,) dt, a dt, 


= [TS Kb 4) G.05(h) at 


v=1 «a, 


=] ] (igs) +--+ + ee, Pa, (8,)}: 
v=1 
Dies hat aber in der Tat, wie man leicht sieht, die Form 


Cor ®,(8,,-+-, 8) +--+ + Cooo(S1, +++ By) 
wobei insbesondere 


(10) Cog = Be, Boa Boa, #9 
wird. 
Wir haben also nur noch die dritte Bedingung zu priifen. Es sei 
also w ein Eigenwert des Produktkerns, und es mégen die Funktionen 
¥1(%, a 5,), —e ¥,(81, ow 5,) 
ein zu gw gehérendes vollstindiges invariantes System bilden. Es sei etwa 
b, 


1 bn 
(11) f+ fy 5154) +» Ku(Su9 ts) Voltas sty) dh «> at, 


a, ay 
r 
ead 4 : Goo ¥,(S, > $ ). 
o=1 


Die Determinante |a@,,| ist dann gleich (); also von Null verschieden. 
Setzt man nun 

by by 
J- .  { Ku(s,, t,)--- K,(8,, t,) ¥ (85 ty, +++, t,) dty--- dt, = Wo(8,, 8,°°-, 84), 


4 
so laBt sich die Gleichung (11) auch in der Form 


r 


by 
(12) f Ky (s, 4) Woltes 845 °°» 8) At, = >” 4.5 %o (Si Say ° “5 By) 
a, 


o=1 


schreiben. Maultipliziert man auf beiden Seiten mit 
Ki, (us, 5) ys K, (Up, 8,.) ds, ah ds, 


und integriert nach s,(v = 2,3,---,m) von a, bis b,, so erhailt man, da 
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es wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der zu betrachtenden Funktionen 
auf die Reihenfolge der Integrationen nicht ankommt, 


by be bn 
Sf: ; -{ K(s,, t,) Ki, (u,, S;) co K,(u,; 8,) Yoh, Sg," * "5 ,) dt, ds, a” ds, 


@, @ 


-> Goo a(S, Ug," **y u,). 
o=1 


Diese Formel besagt aber, daB die Gleichungen (11) richtig bleiben, 
wenn Y,(s,,---,8,) durch 0(s,,---,8,) ersetzt wird. Hieraus folgt 
aber (vergl. § 1), daB sich r* Konstanten b,, bestimmen lassen, fiir die 


¥o(s,, Bike 8,) -> Doo ¥, (8, a 8,) 
o=1 


wird. Es ist nun leicht zu sehen, daB die Determinante b,,| von Null 
verschieden ist. Denn wiire sie Null, so waren die Funktionen Y, unter- 
einander linear abhingig. also etwa 
ce, ¥,'(s,, ne ae 8,) ed 1 c,¥, (8, stir: 8,) = 0. 
Diese Gleichung wiirde richtig bleiben, wenn Y, durch das in (12) links 
stehende Integral ersetzt wird. Diese Integrale sind aber wegen |a,,| + 0 
untereinander linear unabhingig. 
Ist nun (0,,) die zu (b,.) inverse Matrix, d. h. ist 


i. y= me, 1 
bor bro —_ Coa = 0 ’ 
tT=1 eg 8g Pt - hea 


so erhalt man aus (12) 


Un r 
(13) f Ky(845%) Voltas 829° *°s 8x) = > yo Vol Sts S49 °° *s 84) 
a o=1 


wo 
r 
doo — > Dor ata 
t=1 


za setzen ist. Die Determinante 4, ist hierbei gleich dem Produkt 


der Determinanten bf, = - + und @,|, also von Null verschieden. 
Da nun die Funktionen ee 
(14) P11 (8:)> Pra (8), °*- 


ein vollstindiges System von Hauptfunktionen des Kerns K,(s,, ¢,) bilden, 
so folgt aus (13) auf Grund der am SchluB des § 1 gemachten Bemerkung, 
daB sich die Funktionen Y,(s,,%,,---,5,) fiir jede Wahl der Variabeln 
S3,°+-+, 8, linear und homogen mit konstanten Koeffizienten durch gewisse 


21° 
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endlich viele unter den Funktionen (14) darstellen lassen. Wiahlt man 
genauer N so groB, daB unter den Zahlen 


(1) (1) 


Cyeiwei? °n42,n42? °** 


keine Wurzeln der Gleichung 


dg — 2 _\ = 9 
vorkommt, so laBt sich Y,(3,,5,,---,8,) zuniichst fiir feste Werte von 


S3,°-*+, 8, in der Form 


N 
¥ (3; Sg," " "5 8,) -> See P1 «(S;) 
a=1 
darstellen, wo die f,, eindeutig bestimmte Konstanten sind. Da aber N 
von der Wahl der Werte s,,---,s, unabhiangig ist, so kann auch fiir 


variable s,,---. 8, 


N 
q 
Wo(S15 829 ***» 8.) =>” fpa(S2r** +» Su) PralSs) 


a=1 
gesetzt werden, und hier sind die /,,(s,,---, 8,) eindeutig bestimmte 
Funktionen von 3,,-- -, s,- 

Was hier fiir den Kern K, bewiesen worden ist, gilt ebenso fiir 
jeden anderen Kern K,. Hieraus folgt aber leicht, daB sich ¥,(s,,3,,---,,), 
wie zu beweisen ist, als lineare homogene Verbindung (mit konstanten 
Koeffizienten) gewisser endlich vieler unter den Produkten (9) dar- 
stellen laBt.*) 


*) Es gilt niimlich allgemein die Regel: Hat man » Systeme von eindeutigen 
unkti 
° woo Pi (s), Pie (8) .** "6 %; m, (8), 


P., 8). Pee (s), 5. Pom, (8), 


Pai (8), ?,,2°): ub Fan, ) ’ 
and sind die Funktionen jeder Zeile untereinander linear unabhingig, so ist eine 
Funktion w(s,, 8,,---, 8,) von » Variabeln, die sich fiir jedes » durch die Funktionen 
%,1(8,)» ,9(8,)» ie, Pa, (,) 


linear und homogen mit von s, unabhiingigen Koeffizienten darstellen liBt, durch die 
Produkte 


v; a, (51) sq, (89) tie Yaa, (*,) (a, =1,2,---, m») 


linear und homogen mit konstanten Koeffizienten ausdriickbar. — Der Beweis ist 
leicht zu fihren mit Hilfe des Satzes: m Funktionen 9, (x), 9, (x), ---, P,(«) sind 
stets und nur dann linear unabhiingig, wenn die Determinante 


|Pa(*3)| (a,B =1,2,---, m), 


als Funktion der m Variabeln z,, x,,---,<m betrachtet, nicht identisch verschwindet 
(vergl. E. Goursat, a. a. O., 8. 86). 





















Lineare homogene Integralgleichungen. 


§ 4. 


Die Eigenwerte des Produktkerns sind (vergl. § 1) nichts anderes 
als die reziproken Werte der in den Gleichungen (10) auftretenden Kon- 


stanten C,,. Hieraus folgt: 
Il. Sind 


Anis Ayer Ayr” 
die siimtlichen Eigenwerte des Kerns K,(s,t), jeder Eigenwert so oft ge- 
schrieben, wie seine Ordnung angibt, so erhiilt man alle Eigenwerte u des 
Produktkerns, indem man alle Produkte 
(15) Aye Asa, nurs An con (a, was 1, 2, fe ‘) 
bildet. Hierbei ist die Ordnung eines Eigenwerts u genau gleich der Anzahl 
der Produkte (15), die den Wert uw haben. 

Fiir den Fall, daB einem der Kerne K,(s, ¢) kein einziger Eigenwert 
entspricht, besagt dieser Satz, daB auch der Produktkern keine Higen- 
werte besitzt. 

Aus dem Satz IJ kann man umgekehrt auch den Satz I ohne Miihe . 
folgern. 

§ 5. 

Der Satz Il laBt sich sehr leicht direkt beweisen, wenn man die 
Fredholmsche Theorie als bekannt voraussetzt. 

Bezeichnet man namlich unseren Produktkern (8) fir den Augen- 


blick mit 
k| es *| 
th, ty, cole t, 
und den m” iterierten Kern mit 
K™ ~ ae? | 
Lyf, ss, t ‘ 
x|® Sg, °°", | 
thy h,-s, t 
bo 
-/f A -f K, (8,7) Ke (S25 7%) + >> En (Sus %n) Ki 1s ty) Ke (%2, %) «>> 
4 =p KE, () t,.) dr, dr, +++ dr, 
Dieses Integral ist aber gleich 


Ky*(s,, ty) Ky?(Sq, ty) + +» Ky? (Sa, t)- 
Ebenso zeigt man allgemein 


Henle 7 | = Mast) aM) KPO by 


so wird z. B. 
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Hieraus _ 
(16) Sf fee Bits *| ds, da, ‘ds [fx (s,, s,) ds,. 


Fiir m>3 wird aber (vergl. § 2) 


[ie (s,, 8,) ds, -2 3 = 


hay 


daher ist fiir m > 3 das Integral (16) gleich der Summe der (— m)** Po- 
tenzen der Zahlen (15). Hieraus folgt aber nach § 2 der zu _ be- 
weisende Satz. 

Bei diesem so einfachen Beweis spielt aber eine wesentliche Rolle 
die Tatsache, daB die Fredholmsche Funktion D(x) von endlichem Ge- 
schlecht ist, was sich erst auf Grund der Poincaré-Hadamardschen Theorie 
der ganzen transzendenten Funktionen ergibt. 


Abschnitt IL. 
Die assoziierten Kerne. 
g 6. 
Es sei wieder eine Integralgleichung 


9 (s) = af K(s, t) p(t) dt 
mit stetigem Kern gegeben. Ich setze wie in der Einleitung 
| K(s,, t,), K(s,, ty), - ++, K(s,, ¢,) 
(17) K(** Say" *)-3 _ Es |X, 4), Ks, 4), eA » H(t) 
= ea ‘* we a 
Kis, t,), K(s,, ty), °° , Ele ‘| 
und nenne diesen Ausdruck, als Funktion der beiden Variabelnsysteme 
8,, 8g,°-*, 8, und ¢,,4,---,#, betrachtet, den zu K(s,t) assoziierten Kern 
n™ Grades. Im folgenden bezeichne ich diesen Kern auch kurz mit K,,. 
Die zu studierende Integralgleichung ist die Gleichung: 


. : $1, °*", Sy 
(18) O(5,,-) =a f JK; P P) Ot t,) dt, --+ dt,. 


Tae 


Hierbei ist zu bemerken, daB der Ausdruck K, stets und nur dann 
identisch verschwindet, wenn sich K(s) auf die Form 


K(s,t) = f(9) 9) +4) 2 +---+hi8) m1 
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bringen laBt.*) In diesem Fall besteht jedes vollstindige System von 
Hauptfunktionen des Kerns aus héchstens » — 1, Funktionen. 

Ehe ich an das Studium der Integralgleichung (18) gehe, schicke ich 
einige vorbereitende Bemerkungen voraus. 

Man habe » im Intervall a<s<b eindeutig bestimmte (stetige) 
Funktionen 


' 9; (8), 73(8), ie, Px(8). 
Dann setze ich 


| Pi(S:), Pr(S:), - +, Pr(s,) | 
A ee Por ** "> _ a | P2(s,), P3(8:),°-*, P2 (53) } 


Bip Sar °°» & Vn! 
P,(81), Pn(83); fi P,(8,) 


Diese Determinante ist, als Funktion von s,, s,,---,s, betrachtet, stets 
und nur dann identisch Null, wenn die Funktionen untereinander linear 
abhiingig sind.**) Allgemeiner zeigt man leicht durch den Schlu8 von n 
auf n+ 1: sind m>n linear unabhingige Funktionen g, (8), p(s), ---, ,,(8) 


gegeben, so sind auch die (*) Determinanten 


A ya Pay" vm) > (a, <ay<+++@, Sm) 
§,,. 5g, 7. $, 


als Funktionen von 8,,8,,---,s, betrachtet, untereinander linear unabhiingig. 
Sind ferner neben den Funktionen g,(s) aoch m andere (stetige) 
Funktionen 
¥,(8), ¥,(8), +o ¥, (8) . 


gegeben, so gilt die leicht zu beweisende Formel 

b b 

‘ Pir ***> Pa Yr’, _ 

— A dt,--- dt 
™ J ie, ‘) <i t, ; , 


Spelt) p(t) at. (a, B=1,2,--,) 





Aus dieser allgemeinen Relation ergeben sich zwei wichtige Eigenschaften 
der Determinante (17). Setzt man 


%,(0) = K(s,, t), 
—s 7 1 me ities 
ty--+,t, Van! bers, t 


*) Vergl. E. Goursat, a. a. O., S. 80. 
**) Vergl. die Anmerkung am Schlu8 des § 3. 


so wird 
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SGa(t) Wg(t) dt = fK(s,, t) vat) at. 
Aus (19) folgt daher 


(20) f fa(ee nya (e299) dry dr, 


Tips 7 


t 
fron ¥, (r) dr, -- 5 [ E(s,,r)¥,(r) dr 
. a 
~ Yai 
if K(s,,7) ¥(r)dr, +++, [ K(s,,7)¥,(r) ar 
Ist ferner L(s, ¢) ein beliebiger zweiter (stetiger) Kern und setzt man 
KG, r) L(r, t) dr = M(s, 2), 


so ergibt sich aus (20), indem man hierin y,(r) = L(r,t,) setzt, die 
Formel 


b b 

~ $. eon 8, | w Bert 8 
21) f-- K(™ —.. ' ) dry = dr, = a ( ‘). 
‘ ‘ J J Nyy tT, hy: , t, ’ tyes, f, 
Hieraus folgt insbesondere die Regel: 


Aus dem zu K(s, t) assozierten Kern des Grades n geht durch m-fache 
Iteration der zu dem m iterierten Kern K™(s,t) assoziierte Kern des 
Grades n hervor. 


Diesen Kern bezeichne ich passend mit 


K" he any *). 
4,4, “yt, 


Ist wie friiher 
6 
U,, = (Ks, 8) ds 


und setzt man 


US a= f- fre =" se *) ds, eee ds,, 


so erhalt man aus (4) die Formel 


a) SST OP CY 
i * jie +++ + my, = n) 
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§ 7. 
Ich beweise nun den Satz: 
Ill. Bilden die Funktionen: 
9: (8), 92(8),-*° 


ein volistiindiges System von Hauptfunktionen des Kerns K(s,t), so erhiilt 
man ein vollstiindiges System von Hauptfunktionen des Kerns 


K( Sg, °""» *}s 
ty, ty, +++, b, 


indem man fiir alle Indicessysteme a, <a, <---< «a, die Determinanten 


(23) A ~ Pa,» — a 


S$, Sg, °°", 8 
aufstellt. *) 
Ich setze zur Abkiirzung 


4 Ye Pa» ***9 ~ " Day, 095 -+-y0n 


$,, Sg,°**, 8, 
a 


und denke mir diese Funktionen so angeordnet, daB o,,c,,...,a, VOY 
®»,, .,---,8, Za stehen kommt, sobald die erste nicht verschwindende 
unter den Differenzen 


é¢$-— 


nr %yna — By_ay ***> % — By, % — By 
negativ ist. Die Anordnung ist also folgende 


Oj, 9,.--,n) i,2,--.,n-1,n¢1, G1,2,---, m2, mymtay oo 
In dieser Reihenfolge bezeichne ich die Funktionen mit 
) OY, G2, He, ... 
Wir haben nun wieder nachzuweisen, daB diese Funktionen in Bezug auf 
den Kern K, den drei fiir ein vollstiindiges System von Hauptfunktionen 
charakteristischen Bedingungen (vergl. § 1) geniigen. 


Zunichst erkennt man sofort, daB die erste Bedingung erfiillt ist. 
Es sei ferner 





| KG, t) %,(t) dt= Car Pi (s) ++e-+ Ca,a-1 Pq-1(t) + Coa P,(8)- 


*) Ist die Anzahl der Funktionen ¢,(s) kleiner als m und der Kern K,, nicht 
‘ identisch Null, so besagt der Satz, daB dieser Kern tiberhaupt keine Hauptfunk- 
tionen, also auch keine Eigenwerte besitzt. 
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Bezeichnet man fiir die Indiceskombination «, << a, <---<«, den gréBten 
Index «, auch mit m und setzt 


dg = Cq,3 (y=1,2,---,n, d=1,2,---,m) 
fir <a, und d,,=—0 fiir d>«,, so erhilt man 


b m 
JEG) F.,(0 d= S) drag) (= 1,2,---m) 
a =1 
Ist nun 


Do... es, : »@ ™ O°), 


so ergibt sich aus (20) 
b h 
> . Si,°*° S,, 
f-fK(? ? ) 0 (4, +5 4) dt, «dt, 
. > Pre & , 
4s 9665), 45 > dis al8,) 
wily +e <> « apteues 
Va! 


m 


Pi d, 5 Pa (S;)s tes, 2k P5(Sn) 
=] d=1 


Nach dem verallgemeinerten Multiplikationstheorem fiir Determinanten 
1aBt sich der rechtsstehende Ausdruck auf die Form 


1 d,5, aioe d, 5, P5,(81), -~ P5,(8,) 


. ; (0, <---<d,<m) 
! | e4 i 

- Bigr'*'s dys, Ps, (S1)s°* "> Pa (Sq) 

bringen. Unter Beriicksichtigung der Werte der Konstanten d,, erkennt 

man nun sofort, dab diese Summe, wie zu beweisen ist, die Gestalt 


Cy OP (8, +++ 8,) $+ + Oy, 91 OO-9(5,, +++, 8,) + Cp, (5, «+, 8,) 
besitzt; hierbei sind die C,, gewisse Konstanten und insbesondere 


(24) Coo = Con, Snm,’** “ana, ? 0. 


Der Nachweis, daB unsere Funktionen ), ®,--- auch die dritte 
noch zu priifende Bedingung erfiillen, gestaltet sich nun am einfachsten 
folgendermaBen. 


Es sei uw ein Eigenwert des assoziierten Kerns, und es mégen die 
r Funktionen 


Wi (815° + +s Say o> VCS) °* *) 8) 


ein zu uw gehérendes vollstiindiges invariantes System reprisentieren. Es 
sei etwa 




















Lineare homogene Integralgleichungen. 





o> 


Gen??? Sa 
(25) JS ie LACE eer 
7 “nn 


ty: 


” 
->'4,, ¥,(S, 7) alll 8,) 3 
o=1 


dann ist wieder die Determinante a,,| gleich (i) also von Null ver- 


ae 


8 see 8 
schieden. Nun ist K ~y ‘ ") fiir jedes Wertsystem ¢,,---,¢, eine 
bavies, 


alternierende Funktion von s,,---,s,, d. h. eine Funktion, die bei einer 
Vertauschung je zweier der Variabeln das Vorzeichen iindert. Folglich 
besitzt auch das in (25) links stehende Integral diese EHigenschaft. Da 
sich aber jede Funktion ¥, wegen |a,,|+- 9 umgekebrt linear und 
homogen mit konstanten Koeffizienten durch diese Integrale darstellen 
laBt, so ist auch Y eine alternierende Funktion von s,, s,,---,s,. Wird 


n 


@ 





12 .---m 
also fiir die Permutation (’ ‘ f der » Indices 1,2,---,m unter 
Lyre Y 


E,,7%,---ym die Zahl +1 oder —1 verstanden, je nachdem die Permu- 
tation gerade oder ungerade ist, so kann 
(26) ¥ o(Sn,2 Spas : 5,., j= Or, Mayo On Yo (815 895° ++, 8,) 


n 


gesetzt werden. Da andererseits 


Sy 5g, °° *y 8, 1 : : 
K( a = = a Boy, toy <--> My eas t,) K(s., t,) -++ K(s,, t, ) 


ty bays: 
ist, so erhalten wir 


b 


"ede 
’ J fx(e . shealinameamte 
. , 
ae Dy tno nr. of Rest) - K(s,, t, ) Voltissts t,) dt, ---dt, 
1 : 4 
ia nL SJ: * f K(s,, t,.) see K(s,, t, ) ¥ (4,5 tesy t, ) dt, Res at, 
: > 
= at J: ° -| K(s,, t,.) -» K(s,,¢t n Y(t.» teey t,) dt, os “dt, 


é b 
_ J ma ‘J K(s,, ty): K(s,, t,.) Volt, canal t,) dt, --. dt, . 
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Es ist daher auch 


b b 
(27) So = [BGs 4) «+ K(x, .) Voltas +s t) dt, «++ dt, 


= D> ago Yo (8, +> 8,)- 
o=1 


Fiir den hier auftretenden Produktkern 
K(s,, t,) K(s,, ty) a K(s,, t,) 


kennen wir aber nach Satz I ein vollstandiges System von Hauptfunktionen; 
es sind das die Produkte 


(28) P», (51) P 3, (83) “ee Px, (8,) (6, =1,2,---). 


Aus der Gleichung (27) ergibt sich daher auf Grund der Ausfiihrungen 
am Schlu8 des § 1, daB sich jede Funktion Y,(s,, s,,---,s,) limear und 
homogen mit konstanten Koeffizienten durch gewisse endlich viele unter 
den Funktionen (28) ausdriicken léBt. Ist aber etwa 


¥o(8,; S83, —— 8,) -> As, 5, “4 “8, Pp, (81) Ps, (S83) gry P3,(Sn)» 
so ist auch fiir jede Permutation »,,,,---,v, der Indices 1, 2,- 


¥ (8,5 3,9 mee 8, ) = > A3,, 2, et Ps, (s,,) P»,(8,,) ae Ps,(Sy,)° 


Multipliziert man mit ¢,,,,,,...,,, und addiert tiber alle n! Permutationen, 
so erhalt man wegen (26) 


++” 


n! Yo (s,, Sg, °° *y 8,) 
= Py As, , a, >, re P 3, (s,,) Ps, (s,.) sth i P3,, (s,,)- 


2 v 
Diese Gleichung kann auch in der Form 
1 Ps,» Par **s Ps 
YW (sg +++, S) = - A — o- hare Ba *) 
ef 1» $2, 1 ) Faia Par Bas °*+Bn ( $y M °°) 8, 


geschrieben werden. Dies lehrt uns aber, daB Y, in der Tat durch ge- 
wisse endlich viele unter den Funktionen (23) linear und homogen mit 
konstanten Koeffizienten darstellbar ist. 


§ 8. 


Aus dem Satz III folgt wieder, daB die reziproken Werte der in den 


Gleichungen (24) auftretenden Konstanten C,,. uns die simtlichen Eigen- 
werte des Kerns K, liefern. Hieraus ergibt sich: 





















A 
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IV. Sind 
Ay, Ag, > 

die Eigenwerte des Kerns K(s,t), jeder Eigenwert so oft geschrieben, wie 
seine Ordnung angibt, so erhilt man in den Produkten 
(29) i. a, aa ** A, (a,<a,<-- -<a,) 
die Gesamtheit der Eigenwerte u des zu K(s,t) assoziierten Kerns n*" Grades. 
Hierbei ist die Ordnung eines Eigenwerts u genau gleich der Anzahl der 
Produkte (29), die den Wert uw haben. 

Besitzt der Kern K(s,¢) keinen Eigenwert oder weniger als » Eigen- 
werte, so besagt dieser Satz, daB der assoziierte Kern n*” Grades ent- 
weder identisch Null ist oder keinen Eigenwert besitzt. 


g 9. 


Im Rahmen der Fredholmschen Theorie ist der Beweis des Satzes IV 
folgendermaBen zu fiihren. 
Man setze wie friiher fiir m > 2 


1 
L= > s 
o a 


ty = "Bt rE (4% <a <<a; m>2), 


ferner sei 


Dann erscheint 1 gewissermaBen als die »” elementare symmetrische 


Funktion der GréBen 

1 1 

yar pars 
Auf Grund der bekannten Waringschen Formel fiir die Darstellung der 
elementaren symmetrischen Funktionen durch die Potenzsummen, einer 
Formel, die auch fir unendlich viele GréBen mit absolut konvergenter 
Summe gilt, wird nun 


1 SS AY CY) Otterbein, 


Vergleicht man diese wee mit der Formel (22) und beachtet, daB fiir 
v>3 die Zahl J, gleich U, wird, so erhalt man fiir m>3 auch 
KD = Ug”. 


Aus diesen Gleichungen folgt aber auf Grund des in § 2 Gesagten der zu 
beweisende Satz. 


| 
| 
| 
| 
) 
| 
| 
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§ 10. 
Aus Satz IV folgt (vergl. § 1) fiir jedes n 
+ 1 
(30) > [aaa 
S$. “* ’ 8, 2 
<f. Sf f K(f) dy dsy db a 


Setzt man 
J K(s,r) K(t,r) dr = MGs, t),*) 


so wird (vergl. Formel (21)) 

8 5°°*,8,\ — as, lies. 
(31) fo fxr : )R(Y a eed ee 
Die Ungleichung (30) kann daher auch in der Form 


1 Mu $,,°° *, 8, 
@) De as <f- fm (* 7) days, 


geschrieben werden. — Fiir den Fall, daB K(s, ¢) ein reeller (stetiger) Kern 
ist, hat nun Herr E. Schmidt**) bewiesen, daB der Kern M(s, ¢) (eben- 
falls im Gebiet a<s<b, a<t<b betrachtet) nur positive Eigenwerte 


(33) My, Ha, °° 
besitzt, deren Anzahl mindestens gleich 1 ist; kommt ferner in (33) jeder 
Eigenwert so oft vor, wie seine Ordnung angibt, so ist Dr konvergent 


und gleich f M(s,s)ds. Der Schmidtsche Beweis dieses Satzes liBt sich 


aber ohne Muhe auch auf den Fall iibertragen, dab K(s,¢) ein nicht 
reeller stetiger Kern ist. Der Satz gilt ferner mutatis mutandis auch 
dann, wenn s und ¢ Punkte in einem m-dimensionalen Raume bedeuten, 
$8. “+e, § 
er léBt sich daher insbesondere wegen (31) auf den Kern M ( ‘4 eC i 4 
anwenden. Da nun die Eigenwerte dieses Kerns die Produkte re? e 


Ha, Ua, *** Lan (a, <<a,<---<a,) 


*) Hierin bedeutet K (t, r) Ye zu K(t,r) konjugiert komplexe Funktion. 
**) Math. Annalen, Bd. 63, S. 433 (§§ 13—19). 
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sind, so wird auch 
h b 
1 . fore S “ 
Decree hae a Was 
Aus (32) folgt daher die Ungleichung 


a 1 
De EPS Lae oe, SSSA. 


Hierzu sei noch bemerkt, daB, wenn die Anzahl der Eigenwerte ,, u,,--+ 





85%, °°"; 
b, tayo 
Aus (31) folgt dann, daB auch der Kern K ( 
schwinden muB, d. h. K(s,¢) hat die Form 
K(s, t) = f,(8) 91(t) + fo(8) do(t) + ++ + fas (8) na). 


Man kann unser Resultat auch folgendermaBen aussprechen: entwickelt 
man die beiden bestindig konvergenten Produkte 


e+) Te+3) 


| 

| 

| 

nach Potenzen von 2, so-ist in der ersten Reihe jeder Koeffizient héchstens 


8 
kleiner als n ist, der Kern M ( ") identisch Null sein muB. 


$1) Sg,°**yS,\ , ‘ 
") identisch ver- 
th, byes, bt, 


gleich dem entsprechenden Koeffizienten in der zweiten Reihe. 


Abschnitt ILL. 


Uber die Berechnung der Eigenwerte und der Eigen- 
funktionen eines reellen symmetrischen Kerns, 


§ 11. 
Wir machen nun die Annahme, daB die zu betrachtende Funktion 
K(s,t) reell, stetig und symmetrisch ist, d. h. der Gleichung K(s,¢) = K(t,s) 
geniigt. 
Ein solcher Kern K(s,¢) besitzt mindestens einen Eigenwert (vergl. 
Einleitung). Aile Eigenwerte 
A, As; sigsias 





*) Diese Gleichung li8t sich auch aus den Formeln 


b 
> - at ei (s, 8) ds 
a a 


folgern. 
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sind reell; ferner kann man ein vollstiindiges System von Hauptfunktionen 


¥,(8), ¥,(8), «> 
so wahlen, daB jede Funktion ~,(s) eine reelle Eigenfunktion des Kerns 
wird. Es geniigt daher, sich allein auf die Betrachtung der Eigenfunk- 
tionen des Kerns zu beschrinken. 
Die Eigenwerte des iterierten Kerns K*(s,¢) sind die GréBen 
1,3, 4,3, --- 

und die Funktionen y,(s), ¥,(s),--- bilden auch fiir K*(s, ¢) ein voll- 
stindiges System von Eigenfunktionen. Kennt man umgekebrt ein voll- 
stindiges System von Eigenfunktionen 


(34) 9, (3), 92(8), oho 
des Kerns K*(s,¢), so ist zwar im allgemeinen nicht jedes ,(s) eine 
Eigenfunktion von K(s,¢), aber jede zu einem Eigenwert 4 gehdrende 
Eigenfunktion von K(s, ¢) lat sich durch diejenigen unter den p,(s), die 
zum Eigenwert 4? von K*(s,¢) gehéren, linear und homogen mit kon- 
stanten Koeffizienten darstellen. Es geniigt daher, die Eigenwerte und 
die Eigenfunktionen des Kerns K*(s,¢) zu kennen, um auch die analoge 
Aufgabe fiir den Kern K(s,¢) als gelést anzusehen. 

Die Funktionen (34) kénnen auch so gewihlt werden, daB sie reell 
und normiert orthogonal sind, d. h. den Bedingungen 


: ee 
(35) Jo0l8) 98) do—e, (a 


Cg =Gg— °° =O 


gentigen. Die Funktion p,(s) mége zum Eigenwert y, von K°*(s,t) ge- 
héren, und es sei noch 


1%: 
Herr E. Schmidt*) hat nun die Existenz mindestens eines Eigen- 
werts des Kerns K(s,¢) nachgewiesen, indem er einen Eigenwert y von 
K*(s,¢) direkt angegeben hat. Setzt man niimlich wie friiher 


b 
U,, =f K*(s, s) ds, 


so werden fiir einen reellen symmetrischen Kern K(s,¢) die GréBen 

U,, U,,-++ positive Zahlen. Herr Schmidt zeigt nun, daB der Ausdruck 

U. 

aa mit wachsendem vy gegen einen positiven Grenzwert c konvergiert, 
2r 


und dab y -- einen Eigenwert von K*(s,¢) reprisentiert. Er beweist 


*) a. a. O., § 11. 
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noch genauer, da8 der Ausdreck =~") mit wachsendem » gloidhniifig 
ce 


gegen eine mithin stetige Funktion u(s,¢) konvergiert, die fir jedes ¢, 
das u(s,¢) nicht identisch in s zam Verschwinden bringt, eine zum Eigen- 
wert y gehdrende Eigenfunktion von K*(s, ¢) darstellt. AuBerdem existiert 


Uy, 
auch der Grenzwert von —*" und es ist 
c 
U. b 
(36) lim —* = f'u(s,s)ds—_U>1. 
yoo C 4 
§ 12. 


Diese Resultate lassen sich noch etwas genauer fassen. 

DaB y gleich y,, also der kleinste Kigenwert von K*(s,¢) ist, und 
daB U nichts anderes bedeutet, als die Ordnung des Eigenwerts y, hat 
schon Herr A. Kneser in seiner in der Einleitung zitierten Arbeit durch 
Betrachtung der Fredholmschen Funktion D(x) gezeigt. Man kann dies 
aber auch direkt auf elementarem Wege beweisen; zugleich erkennt man 
auch die eigentliche Bedeutung der Funktion u(s, ¢). 

Ist namlich g(s) irgend eine Eigenfunktion von K*(s,¢), die zum 
Eigenwert y gehért, so ist 


b 
ep(t) =f K*(s, t) (3) ds, 
und hieraus folgt fiir jedes v 


p(t) =f K*(s, t) 98) ds, 


also 
b 
’ R®"(s, t) 
Da nun 
mm t) (8) 


mit wachsendem vy gleichmaBig gegen u(s,¢) p(s) konvergiert, so erhilt 
man aus (37), indem man v ins Unendliche wachsen laBt, 


(38) g(t) = S u(s, t) p(s) ds. 


Ist dagegen w(s) eine zu einem von y verschiedenen Eigenwert d gehérende 
Eigenfunktion von K*(s,¢), so ist, weil dann #(s) und u(s, ¢) zwei zu 
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verschiedenen Eigenwerten eines reellen symmetrischen Kerns gehérende 
Eigenfunktionen sind*), fir jedes ¢ 


J uls, t) w(s) ds = 0. 


Bezeichnet man nun 4 mit d, so wird wieder fiir jedes v 


b 


d’w(t) — { Ks, t) w(s) ds, 


a 


d\" . 2y 
(<) w(t) -{ = w(s) ds. 


Fiir geniigend groBe Werte von y unterscheidet sich das rechts stehende 


b 


Integral beliebig wenig von Jf u(s,t)w(s)ds. Da dies aber 0 ist, so 


erhalt man lim ()- 0, d. h. es muB d<e, also y <4 sein. 


Ist nun y = 7, von der Ordnung k, also y, = yy =+-+ = 74< Yra1) 
so wird jedenfalls u(s,¢) fiir jedes ¢ eine lineare homogene Verbindung 
von ,(s), 92(8), ---, 9,(s) mit von s unabhingigen Koeffizienten; wir 
kénnen also . . 

u(s, t) = 9, (s) %(t) + o(s) W(t) +--- + (8) %() 
setzen, wo die w,(¢) gewisse eindeutig bestimmte Funktionen von ¢ sind. 
Multipliziert man aber mit g,(s) ds und integriert nach s von a bis }, 
so erhilt man wegen (35) und (38) 


J u(s, #) gals) ds = 94(0) = ¥4(t)- 
Daher ist ? 
(39) u(s, t) = py(S) p(t) + H2(8) H(t) + --- + H2(8) %(?)- 
Setzt man noch ¢=s und integriert nach s, so folgt aus (35) und (36) 


U=k. 

Ich bemerke noch folgendes: da die Funktionen g, (t), p,(¢),---, p,(#) 
linear unabhiingig sind, so kann man k Zahlen ¢,,¢,,---,¢, wahlen, fir 
welche die Determinante 

Pa(ty) (a, B= 1,2,---,k) 


nicht verschwindet. Setzt man nun in (39) fiir ¢ die Werte ¢,,4,---, ¢, 


*) Vergl. Schmidt, a. a. U., § 4. 
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ein, so erhalt man fiir ,(s), 9,(s), ---, 9, (s) & limeare Gleichungen, aus 
denen sich diese Funktionen in eindeutiger Weise bestimmen; es ergibt 
sich hierbei @,(s) in der Form 


9.(8) _ Car u(s, t,) + Cag u(s, ty) + ints + Ca, ¥(8, t,), 


wo die c,, gewisse Konstanten sind. Daher kann u(s, ¢), als Funktion 
von s betrachtet, die allgemeinste zum Eigenwert y gehérende Eigen- 
funktion von K*(s,¢) genannt werden. 


§ 13. 


Die in den beiden letzten Paragraphen angegebenen Resultate gelten 
wieder auch dann, wenn s und ¢ Punkte in einem n-dimensionalen Raume 


6 
bedeuten, und an Stelle des Integrals { ein n-faches Integral tritt; sie 


lassen sich daher auf den zu K(s, t) assoziierten Kern 


: Sry Man °° > 
40 K(™ 2) ? ‘) 
‘ ) ty, byes, t 


anwenden. In der Tat besitzt dieser Kern, wenn K(s, ¢) reell, stetig und 
symmetrisch ist, offenbar ebenfalls diese Eigenschaften; die Symmetrie findet 
ihren Ausdruck darin, dab 


K C 53, °°" + > x(” ty, *) 
ty tay s+ t, $1, 5g, °° *, 5, 
ist. Verschwindet der Kern (40) nun nicht identisch, so muB er mindestens 
einen Eigenwert besitzen. Da aber nach Satz IV jeder seiner Eigenwerte 
die Form 
ae Serr (a, <a <+++<a,) 
haben muB, so ergibt sich, daB, wenn die Anzahl der Eigenwerte 4,, A,,--- 


von K(s,t¢) kleiner als m ist, der Ausdruck (40) identisch verschwinden 
muB, d. h. es muB K(s,¢) die Form 

K(s, t) = f,(8) a(t) + fe(8) 99(t) +++ + har) r-1 ©) 
besitzen.*) 


Ist aber der Kern (40) nicht identisch Null, so verschwindet auch 
sein zweiter iterierter Kern 


(41) K(” Sg, °° * *) 
t, te, nage t,, 


*) Vergl. Hilbert, a. a. O., S. 72 und Schmidt, a. a. O., § 8. 
& 
23° 
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nicht identisch.*) Da dieser Kern nichts anderes ist, als der zu K*(s, ¢) 
assoziierte Kern, so erhilt man seine Eigenwerte, indem man alle Produkte 


Ya, Ya, *** Van (a, <a, <-++<a,) 
bildet. Die kleinste unter diesen Zahlen ist y, y, --- y,. Ist daher 


wie in § 6 
b 4 
(n) : rm (S19 °° *s "I 
On -{.-fx ee ds, ---ds,, 


so erhalt man durch Anwendung des Schmidtschen Satzes auf den Kern (41) 
(n) 


: 2v+2 1 

Oe aa ee 

=o 2y 1/3 in 
Ebenso ist 

lim Ps 1 


v=0 ve) ok a 
Hieraus ergibt sich 
_ UST oF 
(42) Vn = lim — ~ =e 
vse U;° 9 U3”. 


So ist z. B. wegen der Formel (22) 


Y, = lim Usy49(Usy — U,,) : 
vs@ Us, (U3, 42— Oey 44) 


y lim (US42— U,,44) (Uz, — 303, U4, + 2U,, 
_— me > — 
yaw (Uy,— U,,)(Useas — 803,49 Ugg t 205,46) 


Auf Grund der Formeln (42) kann man also, sobald die Zahlen U,, U,, --- 
bekannt sind, jede der GréBen y,, 7,, 7;,--~- naherungsweise berechnen. 











§ 14. 
Setzt man 
1 g “*f 
Ott sitting 
so konvergiert nach dem Friiheren 


1 K*® * 53, °° ' **) 
y 


Cn ty ty, °° +, t, 


*) Dies folgt (vergl. Schmidt, a. a. O., § 5) aus der Gleichung 


6 b 
8. “+, & , 8. “+. 8 t 
x*("" te) vee K(" yy a os dty. 
ae J ral taco ty & t, n 


— 
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gleichmaBbig gegen eine stetige Funktion 


w (® Sg, °° ' *); 
ty ts, _— % t, 


welche die allgemeinste zum Eigenwert y, y, --- y, gehérende Eigenfunk- 
tion des Kerns (41) repriisentiert. Ebenso konvergiert der Ausdruck 


ts Ke gt ese e 
a te, +++, t, 


gleichmaBig gegen die allgemeinste zum Pitta V1 ¥2°*' Ynn1 QehGrende 


Eigenfunktion 
W ie a 
bs & 
des Kerns 
$3, °° *, Sy 
i. (>), 
( é ts, “oe t, 


Zugleich ist 


81 Sg9°°y5,, 83,°°")5, 1 > $1, 8gy°°"y8. 83,°°* 5, 
wre (ai u(r) am (9), 

ths barns t, ty yrs by ’ a €n €n—t ty tga, ty, +, t, 
Da auch hier die Konvergenz eine gleichmiBige ist, so darf unter dem 


Limeszeichen integriert werden. Insbesondere erhilt man, indem man 
noch fiir s, und ¢, einfacher s und ¢ schreibt, 


(44) u,(s, nf Sf folie “I t)w(e. ot) day ds, dt, dt 


b 
e 5, 8g, °**)8, 8g, °° 8, 
an 2y 2y 
Lim - as jf = ff fr (; “Wtee rx hae er ds,---ds, dt,:--dt,, 


und auch hier ist die Konvergenz noch eine gleichmabige. 

Ich will nun zeigen, daB die hier erhaltene Funktion u,(s, ¢), abge- 
sehen von einem konstanten Faktor, nichts anderes ist, als die allgemeinste 
zum Eigenwert y, gehérende Eigenfunktion des Kerns K*(s, ¢). 


§ 15. 


Es werde nimlich wie in § 7 fiir jedes Indicessystem a,<a,<---<a, 


| Pa, (8;), Pa, (Sp) y **"» Pa, (Sp) 


(45) © ee —* | Pea ()s Foa($s)> “+4 Ga(8 ») 
rT ae $1, Sg,“ 5, . 


Vn!|. 


Pan (s), we ‘ uit 
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gesetzt. Dann erhilt man aus (20) 


b b 


$,,°**)8, / 
Ya Porton f= f EO(? et 7) @asan-ven (has? 9hy) dt,---dt, 
a a 1? ? 


n 


_— Da, as, *»@n (8,,° 5 * 8,)- 


Die Funktion (45) ist daher eine zum Eigenwert y., ya,-** Ya, gehdrende 
Eigenfanktion des Kerns (41) und die Gesamtheit aller dieser Funktionen 
bildet nach Satz [II ein vollstindiges System von Eigenfunktionen des 
Kerns. Die Funktionen (45) sind aber wieder normiert orthogonal. Denn 
ist B, << B, <---<B, irgend eine zweite Indiceskombination, so ergibt 
sich aus (1%) und (35) 


b b 
Poe fase stn (Sts *'5 Sy) Orestes (Bry *%y 8) 8, + 8, 


Cory hy» Cory Bay * * *y Cay Bp | 
_ Cay fy? Ca, Bar** Ca, Ba | : 


| Can Bid Can Bay nee Can Bn 


Diese Determinante ist aber 1 oder 0, je nachdem die Indicessysteme 
@,, %, +a, und #,, B,,---, 8, tibereinstimmen oder nicht. 

Ebenso reprisentieren die Funktionen 

ve Pa, (83), at” Pa, (s,) 
(46) %,,. aaa a ay , ay = oT wae oe oe 
ye? (w—1)! » 

. Pap (83), es Pan (s,) 
ein volistindiges System von normiert orthogonalen Ligenfunktionen des 
Kerns (43). 

Weiter erhailt man aus (45), indem man die Determinante nach den 
Elementen der ersten Spalte entwickelt, 


1 
Da, .aas°°s% = Va { Pa, (8;) a —_ Pa,(8;) Ve, as, —~ _ °° “}. 
n 


Hat man nun ein System von n—1 Indices p, << 6, <<---< B,, das von 
den » Indicessystemen 


(47) (ogy Oy +> %y Oy)y (yy Wy sy Oy), ++ %y (Oy, Oy, ~ + %_y) 
verschieden ist, so wird infolge der Orthogonalitaét der Funktionen (46) 


b 6 
(48) J ‘ af Va, a4,-+10 (8, 8g,°°"y 5,) D5, 505-+-s8n (Sax ** y Sp) ds, ahs ds,= 0. 
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Bedeutet dagegen (f,, 8,,---, B,) die m” unter den Indiceskombinationen 
(47), so erhalt man 


b b 
(48") f- ; si ow sty (Sy y Sy °° %y 8 x D3, ,555---s5n (Bay °° *y Sq) OS, «++ ds, 


_ ; all 
a em 8. 
yn -9 (8,) 1 


§ 16. 
Es sei nun die Ordnung des Eigenwerts y, von K*(s,¢) gleich J. 
Sind ferner etwa 
Vm+12 Ym+29 °° 's Vm+i 
gleich y,, so sei n=m-+r. Unter den Produkten yo, yo,-+* Ye, sind 
dann, wie man leicht erkennt, genau (‘) gleich y, 7,---y,, namlich die 
Produkte 
V1 V2°°* Vn Vngx, Ymtx,’”* Vntx, (x, My SH, 5 += 1,2,--.,l). 
Setzt man noch der Kiirze wegen 
®, 2. 


= F 
224° + +p MyM + Hy M + Mqy >> M+H, Hy Marty hp? 


so wird in Analogie mit Gleichung (39) 


Si, Sg,°>' *) ; 
ni +++,8,) F, 6, &»**%). 
w(" i. ves t > | ir (8, Sg) vt May Mag" *9Mp (hy te, yt) 


© Wy<hat <p 


Wird ebenso, falls r > 1 ist, 


1,2, +++), M+ 4, ,M + X%qy°- M+ Xp_y ~" ) 


gesetzt, so ergibt sich analog fiir den Kern (43) 
8 see 5, 
w(” es : t ) -> Fite (2, 2 8,) _ ee (t, a t,). 


n 
Hy Shee ees 


Fiir r= 1 wird dagegen, da dann y, y,---y,_, fiir den Kern (43) ein 
Eigenwert der Ordnung 1 ist, 


Sy, °°" 'y S,, 
w( yee (8, yr 8,) ®, 2... a= -1 (4° : t,) 


te, a 
Auf Grund der Formeln (48) und (48’) erhalt man nun durch eine ein- 
fache Rechnung 


fff fans rg MER ds,-+- ds, dty ++» dt, 
a aa n 19 "3? fn n 


ty ’ 


-> e 4 b Pn + x(81) Pm+n(4), 
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oder, was dasselbe ist, 
(49) 4666, —2()~ 1) > gare Onre(l- 


Fir r= 1 hat man hierbei ad t) = 1 wu setzen, auch dann, wenn 
. r—1 
l—1 ist. 

Da die Funktionen 9,,,;, Pni2>***> Pm4; nach Voraussetzung die 
einzigen zum Eigenwert y, gehérenden Eigenfunktionen des Kerns K*(s, ¢) 
sind, so erscheint in der Tat in dem friiher gekennzeichneten Sinn 1, (s, ¢) 
(als Funktion von s betrachtet) als die allgemeinste zu y, gehdrende 
Eigenfunktion von K*(s, 2). 

§ 17. 

Ich will noch zeigen, daB das in (44) hinter dem Limeszeichen 
stehende Integral sich direkt durch die GréBen U,, und die iterierten 
Kerne K*“(s,¢) ausdriicken laBt. 

Entwickelt man namlich, wenn K(s,¢) ein beliebiger Kern ist, die 


manana K(s, f), K(s, 4), ---, K(s, t,) 
K(?’ Sg,°**y *) a K(s,, t), K(8,, t), + **, EG, t) 


t, ty: ¢ m! |. 
K(s,,¢), K(s,, t), -- ., E(e,,t 
nach den Elementen der ersten Spalte, so erhalt man 


Ed) 
-1|K6, t) K K(" nt t)- K(s,, #) K(p et) tee]: 


Auf Grund der Formel (21) folgt daher, wenn noch 


6 ) 

a P 8, 3g, °°", 8, t, mee *) “ Sg, ** *y "| 
fo fe e i a Mn a Mie 82: t, Ug, ** +, &, 
gesetzt wird, (* Bey °° *y by 

K 
t, Uy, +++, u n 


~4/ x6, x( clade *) - yoo, uh 4] 


nd Yn) 





Ug, Us, -**, U, Ug, Us, ***, &, 
also . . 
K(s,t), K*(s, tts), - +a u,,) 
(50) * 0°" "| = — | K(G,#), ER", ta), ++, K* (San 
t, Uy, tery u, ° 


‘lite K*(s,,%),--+, K*(6,.%,) 
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Ich behaupte nun, daB 


b b 

2 a 8. Sa. *** 8 
51 eee pe rol days ds 
( ) J J t, Sas" **y $,, * , 


a + e (~ 17" yt-) Ker-9 (s, t) 
p=1 


ist, wobei noch ag =1 zu setzen ist. 

Man denke sich namlich die Determinante (50) fiir u,—s,,---,u,—<s, 
als eine Summe von »! Gliedern geschrieben, die den m! Permutationen 
der Ziffern 1,2,---,m entsprechen. Diejenigen (nm — p)! Permutationen, 
in denen die Ziffer 1 in einem festen Zyklus (1, A,,---,8,) vorkommen, 
liefern, wie man leicht erkennt, die Teilsumme 


(— 1-2 @—P" (5, 5) K*(8,,, 8.) --- K*(8,_ 15 8,) K (89551) 


Lge ({0 7 fos) 
Se, + % Sen—p ? 


WO @:,°**;Q,-» die von 1, B,,---, 8, verschiedenen Ziffern (der GréBe 
nach geordnet) bedeuten. Integriert man nun diese Teilsummen nach 
S,***,8, Oder, was dasselbe ist, nach 5,,---,5;,, S5°+*, Sq,» 80 
erhailt man 
-1(n—p)! a Wy, n—p) 
(—1* ==” K*P-*(s, t) - Uy". 


Die Anzahl der Zykeln der Ordnung p, in denen die Ziffer 1 vorkommt, 
ist aber gleich 

n—1 (n — 1)! 

(0-1) (p—1)! = Gop 


Daher wird das Integral (51) in der Tat gleich 





> (— 17? @—D! @— 9)! RrP-1 6g 4 us 


a (n—p)! nl 


a ca yz?" a 
Tritt nun an Stelle von K(s,¢) der Kern K*"(s,#), so ist in (51) Uf*-” 
durch U{*-”) und K@?~(s, ¢) durch K“?-*"(s, ¢) zu ersetzen. Ist ferner 
K(s,¢), wie in unserem Fall, symmetrisch, so wird dann das Integral (51) 
gleich dem in (44) hinter dem Limeszeichen stehenden Integral. Die 
Formeln (44) und (51) liefern uns daher die merkwiirdige Gleichung 
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(52) lim —- se 1p? Ufe-») K@e-9*(s, 8) 


vame, C1 p=1 


i 
-(-)) Pa Pn+x (8) Pax (t)- 


Hierin hat man wieder U{? =1 und, wenn r=1 ist, c 1) =1 wm 


setzen. Die / Funktionen 9,,,, bedeuten, wie noch einmal hervorgehoben 
sei, die / zum Eigenwert y, gehérenden Eigenfunktionen; sie kénnen 
deutlicher mit 9,,,P,2)°**, P,; bezeichnet werden. So erhilt man z. B. 
fir n=2 und n=3 


lim 73" 75 (U,, K**(s, 2) — K**(s, 9) = ((— ) > v.60 90, 


Lim 73° 73" 75 { (Uz, — Ug,) K*"(s, #) — Uy, K%"(s, t) + K(s, 6] 


-(- i) > Ps (8) Ps,(t)- 


Es ist noch zu bemerken, da der in (52) links stehende Ausdruck 
gleichmabig gegen seinen Grenzwert konvergiert (vergl. § 14). Setzt 
man nun ¢=s und integriert nach s, so erhilt man 


1 , = 
(53) lim — = S- 1p-* US-” ay-2, =1(,7;): 


n“n-1 p=1 


Andererseits ist aber, da (‘) die Ordnung des Eigenwerts 7,7, --- 7, 
fiir den Kern (41) angibt, in Analogie mit der Formel (36) 


(54) lim Us - (; ) ; 


v=o Cr r 


Aus den beiden letzten Formeln ergibt sich durch Division 


lim ee PA 1-1 Ut-?) Uap_a = 


2¥ p= 


Man kann auch die Zahl 1—r+ 1 als einen Grenzwert darstellen. 
Haben nimlich fiir y,_, die Zahlen J’ und +’ dieselbe Bedeutung wie / 
und r fiir y,, so ist, falls r>1 ist, 1’ =1, r =r—1; ist aber r= 1, 
so wird r =/’. Daher wird in jedem Falle 


() (44): 
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Es isi "un entsprechend der Formel (54) 


lim a = (¢) o- 
e v=o c r 


a-1 





(, _-" 


In Verbindung mit (53) ergibt sich hieraus durch Division 


v=o 


, 1 ‘ 
-_ ue» a (— 1P-* UfF-” Uys_n, = b—9 + 1. 
n“2y p= 


Setzt man noch zur Abkiirzung 


> (— 19-1 Uf3-” Cupar = V2; 


so folgt aus (52) und (53) 


” i 
(55) lim 5 D>) (— UP? Up- Ke-9*(s, 1) — + D> Gaels) Pax(®s 
v=@ x=1 


2y p=1 
wo wie friiher »,,=—,,,, zu setzen ist. In dieser Formel kommen nur 
noch die GréBen U,, und die Funktionen K**(s,t) vor, die doch bei 
der ganzen Betrachtung als bekannt anzunehmen sind. 
Zam SchluB will ich noch hervorheben, daB man die Formel (42) 
auch ohne Benutzung der assoziierten Kerne leicht beweisen kann, indem 
man die Gleichungen 


Us, = 2 (v= 1,2,-+.) 
e=1 @ 
als bekannt annimmt und die aus ihnen folgenden Gleichungen 
(n) emeeks SPAY wt’. 
OF - 4 a Ya, Yan)” (v=1,2,---) 


betrachtet.*) Ebenso kann man die Formeln (52) und (55) aus den 
Schmidtschen Entwickelungsformeln **) 


a 8 a t 
K™(,f) — Dy iret (v= 1,2,-->) 
ableiten. Doch erfordert dieser Beweis eine schwierige und wenig tiber- 
sichtliche Rechnung. 

*) Vergl. die Formeln und Zitate der §§ 2, 6 und 9. 

™) Schmidt, a. a. O., § 8 und § 19. 
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Uber einige Fragen der Variationsrechnung. 
Von 


J. W. Laxpezere in Helsingfors. 


1. Bei dem Problem, zwei gegebene Punkte x,y, und 2, y. (4, < 2) 
durch eine Kurve zu verbinden, die dem Integrale 


(1) Jf Fla, y, y)de (y= “¥) 


einen extremen Wert gibt, erscheinen bekanntlich fiir die gesuchte Kurve 
drei verschiedene Bedingungen: die Bedingung, daB sie der Lagrange- 
schen Differentialgleichung geniigen soll, die sogenannte Jacobische Be- 
dingung und die das Vorzeichen der WeierstraBschen E-Funktion betreffende 
Bedingung. Im folgenden wird die Bedeutung der letztgenannten Be- 
dingung an und fiir sich niher untersucht. Es ergibt sich, daB das Erfiillt- 
sein derselben schon hinreicht, um das Extremum gegeniiber einem gewissen 
Teil der benachbarten Kurven zu sichern. Da dieser Teil im wesentlichen 
in derselben Weise charakterisiert wird wie die Kurven, die in der Weier- 
straBschen Theorie des isoperimetrischen Problems bei dem starken Ex- 
tremum auBer Betracht gelassen werden miissen, so findet das erhaltene 
Resultat eine direkte Anwendung in der letztgenannten Theorie. Ins- 
besondere laBt sich, wie gezeigt wird, ein von mir friiher bewiesener Satz 
iiber die Art des Extremums bei dem isoperimetrischen Problem*) mit 
Hilfe dieser Resultate sehr einfach beweisen. 

2. Es sei y=y(xz) die Gleichung einer durch die Punkte x,y, und 
ZY, gehenden Kurve, die keine mit der y-Achse parallele Tangente besitzt. 
Wir nehmen an, daB y(xz) zweimal stetig differenzierbar ist, und bezeichnen 
mit ¢ das Stiick dieser Kurve, das zwischen die Punkte x,y, und x,y, fallt. 
Ausdriicklich sei hervorgehoben, daB c zwar eine Lagrangesche Kurve 
sein kann, aber nicht zu sein braucht. 

Wenn o und 9 zwei positive Konstanten sind, so bezeichnen wir 





*) Mathematische Annalen Bd. 59 (zweite Abh.). 
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ferner mit 7,,, die Gesamtheit der einmal stetig differenzierbaren Kurven 
y= Y(z), die durch die Punkte z,y, und z,y, gehen und den Unglei- 


chungen 
¥(z) —y(2)| Se, 
|¥"(@)—y(@) Se’ 


fiir 1,.<2<-, geniigen. Mit S, bezeichnen wir schlieBlich das Gebiet 
der Ebene, das von den Kurven y = y(x) + 9 und y= y(a)—@ und den 
Geraden x = 2, und x = 2, begrenzt ist. 

Hinsichtlich der Funktion F(x, y, y’) und der aus ihr hervorgehenden 
WeierstraBschen Funktion 


E(a, 9, yp) = F(a, yy’) — F@, y, vp) — ¥ —P) iy (2, ¥, P) 
fiihren wir die folgenden Voraussetzungen ein: 
Die Funktion F(z, y, y’) ist eine fiir alle in Frage kommenden Argu- 
mentwerte regulire analytische Funktion, und im Bereiche 
%SrtS%,, y=y(2), ¥y=y(2) 
besteht die Ungleichung 


oF 
iyi > 0. 


Die Funktion E(a, y, y’,p) ist im Bereiche - 
%StSx%y, y=y(z), Y-y(z)|\So, p=y (2), 
WO Q, eine gewisse positive Konstante bedeutet, positiv wnd verschwindet in 
demselben nur, wenn p= y’. 
Wir bemerken sofort, daB diese Annahmen noch die Existenz zweier 


solechen positiven Konstanten g, und 9g,’ (e,,<,) sichern, daB die Funk- 
tion E(z, y, y’,p) im ganzen Bereiche 


(2) m%Se<a, y-y(2)|\Sa, y¥-y¥(@)|\Seo, \p-y¥@ice;, 
positiy bleibt und nur fir p= y' verschwindet.*) 

Indem wir mit 6 eine positive Konstante bezeichnen, ziehen wir durch 
jeden Punkt x=a, y=y(a) der Kurve y=y(x) eine Lagrangesche Kurve, 
die in diesem Punkte die Ableitung y/(«) +6 hat. Die Gleichung dieser 
Kurvenschar sei y = g,(x, «). Wir wollen zeigen, daB diese Schar, falls 6 
hinreichend klein ist und g einen entsprechend hinreichend kleinen Wert 
erhalt, das Gebiet S, als Feld bedeckt. 

Aus bekannten Sitzen tiber die Abhiingigkeit der Integrale von Dif- 
ferentialgleichungen von ihren Anfangswerten kann man, wegen unserer 
Voraussetzungen tiber die Funktion F(z, y, y’), ohne Schwierigkeit schlieBen, 


*) Siehe die schon zitierte Abhandlung des Verfassers. 
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daB die Funktion g,(x,«) und ihre ersten Ableitungen in der Umgebung 
jedes Wertsystems 
4<alt, t—a 
stetig sind. 
Da y(«) = g(a, «), hat man ferner 


, 7) a " 
¥(@) — 28 («, 0) + 28 (@, 0), 
und da 
89 (a, a) =y'(«) +6, 
ergibt sich also 


ag . 
ae (a,a)=— 6. 


Die Ableitung “8 (x, «) wird also in einer gewissen Umgebung jedes 


Wertsystems 2, < @ < 2, x = « von Null verschieden, und hieraus folgt, 
daB, wenn g hinreichend klein ist, die Schar y= g,(x,«) im Gebiete S, 
ein Feld bildet. 

Wir stellen fiir das folgende eine solche eineindeutige Abhiangigkeit 
zwischen 6 und o fest, daB beide GréBen gleichzeitig Null werden und 
daB die der GriéBe o entsprechende Schar y = g,(z, «), wenn 6 hinreichend 
klein ist, das Gebiet S, als Feld bedeckt. Dies ist nach dem obigen 
sicher méglich. Ferner wird im folgenden immer angenommen, 6 und @ 
seien so klein, daB dieses Feld existiert. 

Infolge dieser Feststellungen gehért zu jedem in Betracht kommen- 
den 9 ein ganz bestimmtes Feld. Wir bezeichnen mit p,(«, y) die Funktion, 
die in jedem Punkte des Feldes den Wert der Ableitung der durch den- 
selben gehenden Extremale angibt, und bemerken, daB, wenn « eine noch 
so kleine positive Konstante bezeichnet, es immer méglich ist, g so klein 
zu wihlen, daB 
P.(@,y) —y(@)|\<e 
in S,. 

3. Es sei nun ¢ eine Kurve der Gesamtheit 7 eee? WO Q@) die Kon- 
stante des Art. 2 ist. Nach dem Hilbertschen sogenannten Unabhiingig- 
keitssatze*) hat man, wenn 


, ‘ ( F , 
F(x, y, p) + (y¥ —p) iy (@,y, P) = Liz, y¥,¥,P) 
gesetzt wird, 
JS LG 9, ys Po, y) dx - {L(e, ¥,¥; Pol, y)) az, 
und, da 


F(a, y, y') = E(x, y, y',p) + L(a,y, y', p), 


*) Hilbert, Mathematische Probleme. 
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ergibt sich offenbar hieraus 
(3) JF@y,9)dx— [Fey y)de 
¢ ¢ 
= E(2,y,¥, Po(@, y)) dx —f E(«, y, y', Po (@, y)) dz. 


Wenn g hinreichend klein ist, wird sicher | p,(x, y) — y’(#)| in jedem 
Punkte von S, kleiner als die in der letzten Ungleichung (2) vorkommende 
GréBe @,', und also wird, fiir hinreichend kleines 9, E(x, y, y, P,(@, y)) 
fiir jedes Element einer der Gesamtheit 7,,, angehérigen Kurve positiv 
und verschwindet nur, wenn y’= p,(“,y). Das erste Integral rechts in (3) 
wird also fiir jede solehe Kurve positiv. 

Was die obere Grenze seiner Werte fiir die Kurven der Gesamtheit 
T,.. betrifft, so ist offenbar, daB, wie klein auch @ sei, dieselbe stets eine 
von Null verschiedene positive GréBe ist, und, wenn @ gegen Null kon- 
vergiert, diese GréBe sich einem endlichen von Null verschiedenen Wert 
nihert. 

Das zweite Integral rechts in (3) niahert sich offenbar gleichzeitig 
dem Wert Null, und wir kénnen also als erste Konsequenz der Glei- 
chung (3) den Satz aussprechen: 

Es seien M, und m, die obere resp. untere Grenze der Differenz 


[Fo, y, yada — {¥F@, y,y)dx 


fiir die Kurven c aus der Gesamtheit 7, Es ist dann lim m, = 0, 


@o"* a: 


wihrend lim M, eine von Null verschiedene positive Gripe ist. 
e=0 


Die Gleichung (3) gibt uns aber noch das Mittel, aus der Gesamt- 
heit 7,,, einen Teil abzusondern, dessen Kurven die obige Differenz 
positiv machen. 

Es seien ¢ und ¢ (e’<o,’) zwei beliebig kleine positive Konstanten 
und y= Y(x) die Gleichung einer solchen Kurve c” aus der Gesamtheit 
T > dab die Ungleichung 


Y'(z)—y(@)\>¢ 
in Intervallen von gréBerer Gesamtlinge als « besteht. Ferner fixieren 


wir eine positive Konstante <,’ so, daB «,’< ¢’, und bestimmen g, so klein, 
daB, wenn @ < 0, 


\po(x,y) — y'(2) |< — a 
in S,. Wenn e@<g,, hat man dann in den oben erwihnten Intervallen 


| Y’(x) — p(x, y)| > &’: 
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Indem wir mit g, die kleinere der Konstanten 9, und 9, bezeichnen, sei 
schlieBlich m das Minimum von E(z, y, y’, p) im Bereiche 


%Srcx,, |y—y(*|Se, |y—y¥(@)|\ So, 
p—y(2)|\Se&—4, \¥—plo4. 
Dieses Minimum wird, wegen unserer Voraussetzungen, sicher positiv und 
von Null verschieden. 
Man erhilt nun, wenn @ < Q,, 


[Ee 9, ¥', Pee, y) dx > me, 
und da 
lim f E(x, y,y, p(x, y) dx =0, 
e=05 


so zeigt uns die Gleichung (3), dab, wenn @ hinreichend klein ist, 
{ F(a, y,y¥)dz — f F(z, y,y¥)dx>0. 


Wir erhalten somit den Satz: 

Wenn « und «& noch so kleine positive Konstanten bezeichnen, so gibt, 
wenn 9 hinreichend klein ist, jede der Gesamtheit T,,, angehdrige Kurve 
y = Y(x), die in Intervallen von griBerer Gesamtlinge als « der Ungleichung 

| ¥"(@) -—y(2)|>¢ 
geniigt, dem Integrale J Ft, y, y') dx einen griferen Wert als die Kurve c. 

Wir kénnen also sagen: wenn man aus der Gesamtheit 7, die- 
jenigen Kurven ausscheidet, die sich an ¢ am engsten schlieBen, so 
gibt ¢ gegeniiber den iibrigen Kurven dieser Gesamtheit das Minimum. 
Der bewiesene Satz gilt insbesondere auch, wenn ¢ eine Lagrangesche 
Kurve ist, und das etwaige Vorhandensein von konjugierten Punktepaaren 
auf ¢ beschriinkt hierbei in keiner Weise die Giiltigkeit desselben. 

4. Wir wollen aus dem obigen Satze noch einen anderen ableiten, 
der zur Anwendung auf Fragen der Theorie des isoperimetrischen Problems 
unmittelbar geeignet ist. 

Wir bezeichnen mit G(z, y, y’) irgend eine analytische Funktion der 
Argumente z, y und y’, von der wir annehmen, daf sie fiir alle in Frage 
kommenden Argumentwerte regulir ist, und setzen 


u.(2) = / G(x, y,y) de, 


wo das Integral tiber die Kurve ¢ zu erstrecken ist. Ferner fixieren wir 
eine beliebig kleine positive Konstante 7. Wenn nun die GréBen 9, « 
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und «’ hinreichend klein sind, so wird offenbar fiir jede Kurve c’ der 
Gesamtheit 7,.,, deren Ableitung nur in Intervallen von einer Gesamt- 
lange, die nicht ¢ tiberschreitet, von der Ableitung der Kurve c um mehr 
als « abweicht, die Ungleichung 
|#_(x) ~~, #,(2)| <4 

fiir z,< «<a, bestehen.*) Nach dem Satze des vorigen Art. ist es aber 
stets méglich, g so klein zu wiihlen, daB alle tibrigen Kurven der Gesamt- 
heit Z,,, dem Integrale (1) gréBere Werte als ¢ geben. Wir erhalten 
somit den Satz: 

Wenn die positive Konstante 4 noch so klein gewdhlt ist, kann man 
doch stets 9 so klein bestimmen, dap, wenn aus der Gesamtheit T,., die- 
jenigen Kurven c ausgeschlossen werden, fiir welche 

tt,(2) =~ u,(«)| <9 
im Intervalle L,<“2<a,, die tibrigen Kurven der Gesamtheit dem Inte- 
grale J F(z,y,y') dx grifere Werte geben als c. 

Hierbei sei bemerkt, daB die oben mit G bezeichnete Funktion auch 
mit der Funktion F' selbst identisch sein kann. 

5. Indem wir mit F(z, y, y’) und G,(z, y, y’) zwei analytische Funk- 
tionen bezeichnen, die fiir alle in Frage kommenden Argumentwerte 
regulir sind, sei jetzt das Problem vorgelegt, unter denjenigen die Punkte 
x,y, und x,y, verbindenden Kurven, die dem Integrale 


(4) J G,(z,y,y) dx 
einen gewissen konstanten Wert geben, die Kurve zu finden, die das 
Integral ; : 
(6) J Feyy) ae 
za einem Minimum macht. 
Die in den vorigen Artikeln betrachtete Kurve ¢ sei jetzt eine 


Lagrangesche Kurve im Sinne des neuen Problems, 4, sei die zu ¢ ge- 
hérige isoperimetrische Konstante, und es werde gesetzt 


H, (a, y, y') = F,(@, 9, y) + 4G (2, y, y/) 


und 
, , , eH, 
E,(z,y, yp) = H(#, 9, ¥) — H,(@, 9, ») — (¥ —P) Gy (#9 P)- 
Wir nehmen an, man hiitte 

9° H 
ty" >0 

fir z,<2<2,, y=y(«), y =y'(x), und im Bereiche 

a Seca, y=y), | —¥@)|So,p=—y) 


23 
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sei E,(x,y, y, p) positiv und verschwinde nur, wenn y’ =p. SchlieBlich 
werde angenommen, daf kein Paar konjugierter Punkte im Sinne des 
vorliegenden Problems des relativen Extremums auf ¢ liegt. 

Aus der WeierstraBschen Theorie geht folgendes hervor.*) Es sei ¢’ 
irgend eine die Punkte z,y, und 2,y, verbindende Kurve, und ,(x) be- 
zeichne den Wert des Integrals 


S Gla, y,y) de 


lings der Kurve ec’ genommen. Wenn « eine hinreichend kleine positive 
Konstante bezeichnet, und g hinreichend klein ist, so gibt ¢ dem Inte- 
grale (5) einen kleineren Wert als jede jetzt in Frage kommende Ver- 
gleichskurve ¢c’ der Gesamtheit 7,,,,, fiir welche im Intervalle 2,.<2< 2, 
die Ungleichung 

|o,(2) — @.(z)| <s 
besteht. 

Zufolge der in Bezug auf die Funktionen H, und FE, gemachten 
Annahmen kénnen wir jetzt den Satz des Art. 4, indem wir F = H, und 
G = G, nehmen, anwenden, und wir kénnen also behaupten, daB, falls 0 
hinreichend klein ist, die Ungleichung 


J Ale, y,y) dx —| H,(z,y,y) dx >0 


fiir jede Kurve der Gesamtheit 7,,, besteht, die nicht der Ungleichung 
|@e(%) — w-(x)|<e 

im ganzen Intervalle z,< «<2, geniigt. Fiir jede solehe Kurve, die 

dazu noch dem Integrale (4) denselben Wert wie c¢ gibt, hat man also 


SRG, Y; y) dx —f F, (2, Y; y) dz>0. 


Also gibt c, falls @ hinreichend klein ist, gegeniiber allen Kurven der 
Gesamtheit T,..,, welche dem Integrale (4) denselben Wert wie c geben, das 
Minimum. 

Hiermit ist der im Art. 1 in Aussicht gestellte Beweis erbracht, und 
es stellt sich zugleich heraus, daB das Eintreten des Minimums gegen- 
iiber denjenigen Kurven, die friiher auBer Betracht gelassen werden muBten, 
durch das Vorzeichen der WeierstraBschen E-Funktion allein bedingt 
wird und gar nicht von dem Vorhandensein konjugierter Punkte auf der 
Kurve abhangt. 

6. Noch eine Anwendung des Satzes des Art.4 mége hier Platz finden. 

Im Art. 38 seines schon erwihnten Lehrbuches bemerkt Kneser, dab 


*) Siehe z. B. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung. 
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es in vielen isoperimetrischen Aufgaben naturgemiB erscheint, nur solche 
Vergleichskurven c’ in Betracht zu ziehen, welche dadurch charakterisiert 
sind, daB, wenn « eine kleine positive Konstante ist, 


\@e(x) — w,.(x)| <eé 
fir 2,<2<a,. Der Satz des Art. 4 zeigt uns, daB in der Tat unter ' 
gewissen Voraussetzungen keine anderen Vergleichskurven dem Integrale 


(4) denselben Wert geben wie c. | 
Es werde gesetzt | 


, , , eG. 
E, (x, y, y', p) = G(x, 9, ¥) — G(x, y, p) — (y'—B) oy (@, YP) 
und es werde angenommen, man hiitte 
0° G, 
we? 
fir 2,<2@<a%, y—y(z), ¥—y(@), und die Funktion E,(2, y, y',p) 
sei im Bereiche 


% 525%, y=y(z), ¥—y¥@|\<So, p=y(z) 
positiv und verschwinde in demselben nur, wenn y’=p. Nehmen wir 
nun F=G,, G=G,, und wenden den Satz des Art. 4 an, so kénnen 
wir schlieBen, daB, wie klein auch die positive Konstante « sei, die 


Kurven ¢’ der Gesamtheit T 9:1 fiir welche 


fae, y,y) dx ={ G,(¢, y, ¥) dz, 
¢ ¢c 


falls 9 himreichend klein ist, nur unter denen zu suchen sind, fiir welche 
|ax{a) — @.(2)|<e 
im Intervalle 2, <2 < 4. 

Wenn die oben hinsichtlich der Funktion G, und der aus ihr ent- 
stammenden WeierstraBschen Funktion gemachten Voraussetzungen er- 
fiillt sind, kénnen also nur Kurven aus der oben charakterisierten Nachbar- 
schaft als Vergleichskurven in Frage kommen. 

7. Es werde jetzt noch gezeigt, wie die im vorigen gewonnenen 
Resultate auf die entsprechenden Probleme in Parameterdarstellung tiber- 
tragen werden kénnen.*) 

Von der Kurve ¢ nehmen wir an, daB sie ein Stiick einer sich selbst 
nicht schneidenden rektifizierbaren Kurve ist; wenn die Bogenlinge s 
vom Punkte 1 aus gerechnet als Parameter genommen wird, so seien 


*) Diese Untersuchung ist zufolge einer von Herrn Prof. 0. Bolza brieflich mit- 
geteilten Ansicht tiber die Wichtigkeit der Behandlung der hier in Frage stehenden 
Probleme in Parameterdarstellung hinzugefiigt. 
23° 
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2=2(s), y=y(s) die Gleichungen dieser Kurve, und von den Funktionen 
a(s) und y(s) sei angenommen, daB ihre Ableitungen der ersten und der 
zweiten Ordnung iiberall stetig sind. Die Linge von ¢ sei l. 

Betreffs der Vergleichskurven c’ treffen wir die folgenden Verab- 
redungen. Erstens soll jede solche Kurve rektifizierbar sein, und ¢ soll 
immer die Bogenlinge derselben vom Punkte 1 aus gemessen bedeuten. 
Die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte jeder solchen Kurve, ebenso 
wie die Ableitungen derselben nach ¢, sollen stetige Funktionen von ¢ sein. 

Mit S, bezeichnen wir das Gebiet der Ebene (mit Einschlu8 der 
Grenzen), das von den beiden in der Entfernung g von ¢ laufenden Parallel- 
kurven zu dieser Kurve und den Normalen derselben in den Punkten 1 
und 2 begrenzt ist. Falls g kleiner als das Minimum des Kriimmungsradius 
von ¢ ist, so bedecken die Teile der Normale, die zwischen die genannten 
Parallelkurven fallen, das Gebiet S, einfach; im folgenden wird @ immer 
so klein angenommen, daB dies der Fall ist. 

Ist x,y ein beliebiger Punkt von S,, so wird derselbe von einer be- 
stimmten Normale der Kurve ¢ getroffen; wir bezeichnen mit s,, den 
Wert des Parameters s, der zu dem Punkte von ¢ gehért, von welchem 
diese Normale ausgeht, und wir sagen, da dieser letzte Punkt der Punkt 
von ¢ ist, der dem Punkte 2, y entspricht. 

Wir bezeichnen ferner mit 7 die Gesamtheit der Kurven c’, die ganz 
im Inneren von S, verlaufen. Jedem Punkte von c’ entspricht nach dem 
Obigen ein bestimmter Punkt von c, d. h. zu jedem Wert von ¢ gehért 
ein bestimmter Wert von s; wir bezeichnen diesen Wert mit s,, und be- 
merken, daB diese GréBe, wegen der oben eingefiihrten Beschrinkung hin- 
sichtlich 9, eine stetige Funktion von ¢ ist. 

SchlieBlich bezeichnen wir, wenn «, 6 die Richtungskosinus einer 
Richtung bedeuten, mit O(a, 6) die Amplitude dieser Richtung. Die 
Amplituden der Richtungen von ¢ und ¢ in Punkten, die den Parameter- 
werten s und ¢ entsprechen, werden kurz mit O(s) und O(¢) bezeichnet. 

Es sei nun F(z, y,2’,y’) eine in 2’,y’ positiv-homogene Funktion 
von der Dimension 1*), von der wir annehmen, daB sie fiir alle in Frage 
kommenden Argumentwerte reguliir analytisch ist. Ferner setzen wir 

oe te ae 1 @F 1 @F 
F, (a, ¥,2,y)= y¥* Oa? (- x * Oy* —a zy izoy) 
und : 
E(2,y; 7,9; %,y) = F(a, y, x,y’) — [2 oo (x, ¥,P,9) +y ie (2, ¥,P, @)| ’ 
und fihren hinsichtlich der Funktionen F, und E die folgenden Voraus- 


setzungen ein: 


*) Vgl. Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, § 25. 
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Die Funktion F(x, y, x’, y’) ist positiv und nicht Null im Bereiche 
a=x(s), y=y(8), #=2(s), y=y(s), OSs<l. 
Die Funktion E(a, y; p,q; x’, y') ist positiv im Bereiche 


a=2(s), y=y(s), p=«(s), g=—y¥(s) 
O<s<l, #?+y?%=1 

und verschwindet in demselben nur, wenn x = p, y= q. 

Indem wir mit 9’ eine positive Konstante bezeichnen, sei R,,, der in 
folgender Weise definierte Bereich der Variabeln z, y, p, q, 2’, y’: 

Der Punkt 2, y befindet sich in S,; 

Es bestehen die Gleichungen p*+ g?= 1, 2? + y’*=1; 

Die Variabeln 2, y, p,q geniigen der Ungleichung 


O(p, 7) — O(s,,)| Se. 

Es kann dann durch ein bekanntes SchluBverfahren*) aus den obigen 
Voraussetzungen gefolgert werden, daB, falls g und 9g’ hinreichend klein 
sind, die Funktion E(2,y; p,q; «’,y’) noch im Bereiche R,,, positiv 
bleibt, und in demselben nur dann verschwindet, wenn p = 2’, g = y’. 

Wir ziehen jetzt durch jeden Punkt z(y), y(y) der Kurve « = 2(s), 
y=y/(s) eine Lagrangesche Kurve, deren Richtung mit der Richtung dieser 
Kurve den Winkel ¢ einschlieBt, und kénnen, ebenso wie im Art. 2, be- 
haupten, daB die hierdurch definierte einparametrige Schar von Lagrange- 
schen Kurven, wenn 6 und demgemiB8 g hinreichend klein gewihlt sind, 
im Gebiete S, ein Feld bildet. Es seien in- der Tat z= ,(t,y), y=¥v,(t, 7) 
die Gleichungen dieser Schar, wo der Parameter tr die Bogenliinge von 
der Kurve «= 2(s), y=y(s) aus gemessen bedeutet. Dann bedeuten 


C9 (0, y) und ote (0, y) die Richtungskosinus der Tangente der durch 


Gt 





den Punkt s=y von ¢ gehenden Lagrangeschen Kurve, und Pe (0, v) 
ve (0, y) die Richtungskosinus der Tangente von c in demselben 
Punkte. Es ist deshalb 


und 








2(%o; . 

“ye So) (0, vy) = sin 6, 
woraus die Feldeigenschaft in einem hinreichend beschrinkten Gebiete 
S, folgt. 
e 


Wir stellen wieder hier eine gleiche eineindeutige Abhingigkeit 
zwischen g und 6 fest wie im Art. 2, und nehmen im folgenden immer @ 
so klein an, daB das entsprechende Feld das Gebiet S, vollstiindig be- 
deckt. Ferner bezeichnen wir mit p,(x,y) und q,(%,y) die Funktionen, 


*) Siehe z. B. Bolza, 1. c. § 82, b). 


| 
| 
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die in jedem Punkte von S, die Werte der Richtungskosinus der Tangente 
der durch diesen Punkt gehenden Kurve der Schar z = 9, (rt, y), y=, (t, 7) 
haben. 

Nach dem Hilbertschen Unabhingigkeitssatze besteht nun, falls c’ eine 
Kurve der Gesamtheit 7, ist, die Gleichung*) 


oF ; d oF a @ 
f [par (© Pols Wy Me W) Te + Fp (Hs Ys Delt Wy Gel W)) GE] at 


‘-@F d aF ail 
-. } | ears Ys Po Ws Ue ) Fe + 5 fH Ys Po; Wy Uo, ¥)) a. ] ds, 
und somit wird auch 
d 1 d dy 
(7) JP eu st, Wat— fF(o% 3, 2) as 
dzxd P , dzd 
= f E(2,y;r¢(29),909); Ge gh) at— f E(2x,y5 py 2,Y)s9%)3 gar ge) a. 


Aus dieser Gleichung kénnen wir Schliisse ziehen, die denen des Art. 3 
analog sind. 

Wir bestimmen zuerst 9, und 9,’ so klein, daB die Funktion 

E(x, 9; p,9; 7, y) 
im Bereiche R, ., positiv bleibt, was nach dem Vorigen sicher méglich 
ist. Sodann legen wir noch die Konstante e, (9,<o,) so fest, dab 
|O(p,@, 9)» el Y)) — O(Szy)| < @' 

wenn 9 <Q, und z, y ein Punkt von S, ist. Wenn @<g,, so werden 
dann sicher die Integranden der rechten Seite von (7) iiberall positiv. 

Es seien nun « und « (e°<@,') zwei beliebig kleine positive Kon- 
stanten, und es werde angenommen, da die Ungleichung 

|O(t) — O(8,)| > & 
auf Strecken von c’, deren Gesamtlinge «¢ iibersteigt, besteht. Ferner sei 
é,’ eine positive Konstante kleiner als «’, und g, (9;<@,) so gewiihlt, dab, 
wenn 9 <9,, die Ungleichung 
|9(p, ¥), Io(% y)) — O(8,y)| << — & 
in S, besteht. Es besteht dann auch auf Strecken von c’, deren Gesamt- 
linge sicher « tibersteigt, die Ungleichung 
O(t) ae O(p, (@, y), 92; y))| - é,’. 

SchlieBlich sei m das Minimum der Funktion E in dem Bereiche, 

den man erhilt, wenn man aus R diejenigen Argumentwerte aus- 


@3, 8 —&' 


*) Vgl. Bolza, 1. c. 8. 258. 
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schlieBt, die durch die Ungleichung |0(2’, y’)—O(p,q)\<«,' definiert 
sind. Dieses Minimum wird wieder sicher positiv und nicht Null, und es 
wird, wenn @ < @;, 


dx d 
[E95 rele) aga 0s 9%, 92) at > me, 


wihrend 


i ° .dx d = 
me E(#, ¥; Pp, (2, Y); q.(%; y); 3? A) ds=0. 


Mit Riicksicht auf (7), folgt hieraus: 

Wenn « und & noch so kleine positive Konstanten sind, so ist es stets 
miglich, 9 so klein su wiihlen, dag, wenn c’ eine solche Kurve der Gesamt- 
heit T, ist, daB die Ungleichung 

|8(t)—0(8)| >¢ : 
auf Strecken derselben besteht, deren Gesamtliinge « iibersteigt, c’ dem Integrale 
| F(z, Y, ae ay) dt 
einen griperen Wert gibt als c. 

8. Um unser Resultat des Art. 5 auf das isoperimetrische Problem 
in Parameterdarstellung auszudehnen, haben wir von dem folgenden Satze 
Gebrauch zu machen. 

Es sei G(z, y, 2’, y’) irgend eine in bezug auf 2’ und y’ positiv- 
homogene Funktion von der Dimension 1, die fir alle in Frage kommen- 
den Argumentwerte reguliir analytisch ist, und es werde gesetzt 


t 
dz d 
u(t) -{6 (2, ¥; a =) at, 
0 


wobei das Integral lings der Kurve c’ zu nehmen ist. Wenn 7 eine noch 
so kleine positive Konstante bedeutet, so kénnen stets g, ¢ und & so 
klein genommen werden, dab, wenn c’ eine solche Kurve der Gesamtheit 
T, ist, daB die Differenz |O(¢) — O(s,)| nur auf Strecken derselben, deren 
Gesamtliinge nicht ¢ tibersteigt, gréBer als «’ ist, die Ungleichung 


He) — H(8,)| <0 
auf dem ganzen Bogen c’ besteht. 
Ein strenger Beweis dieses Satzes kann in folgender Weise gefiihrt 
werden. 
Die GréBen ¢ und «’ mégen in irgend einer Weise fixiert sein, und 
es werde angenommen, da die Gesamtlinge der Intervalle von c’, wo die 
Ungleichung |O(#)—O(s,)' >’ besteht, ¢ nicht tibersteigt. Ferner be- 


zeichne 1’ die Liinge von c’. 
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Da wegen unserer Voraussetzungen O(¢) und s, stetige Funktionen 
von ¢ sind und 0(s) eine stetige Funktion von s ist, so kénnen wir die 
positive ganze Zahl m so groB wihlen, dab, wenn das Intervall O<¢<T 
in m gleich groBe Teile geteilt wird, die Schwankung der Differenz 
0(t) — O(s,) in jedem Teilintervalle kleiner als « wird. Ist m die Anzahl 
der Teilintervalle, wo in irgend einem Punkte |O(¢) — O(s,)| > 2¢’ wird, 
so muf dann —U< é sein, denn wenn diese Ungleichung in einem be- 
liebigen Punkte des Intervalles besteht, so muB in dem ganzen Intervalle 
|O(t) — O(s,)| >’ sein. Wir fixieren irgend eine endliche Anzahl von 
Teilintervallen von der Gesamtliinge 1’—<« so, daB in jedem Punkte der- 
selben |O(¢) — O(s,)| << 2¢'; dies ist nach dem Obigen sicher méglich. 
Ferner bezeichnen wir mit J, die Gesamtheit dieser Intervalle und mit J, 
die Gesamtheit der iibrigen Intervalle von c’. SchlieBlich seien 6’ und 3 
die respektiven Gesamtlingen von den Intervallen J, und den entsprechen- 
den Bégen von c, wobei natiirlich 0’ = «. 

1 


Es sei jetzt angenommen, « sei so klein, dab - 7< 1448, 


cos Ze 
wobei offenbar auch 2¢ < . wird. Ferner sei ry das Minimum des Kriim- 
mungsradius von c, und es werde gesetzt. 


, 4ee* , 
© 4 de’? + = = m,(Q, &’). 


Ziehen wir die Abhiingigkeit zwischen ¢ und s, in Betracht, so finden 
wir, daB an jeder Stelle, wo |O(¢) — O(s,)| < 2¢’, also iiberall in den Inter- 
vallen J,, die Ungleichung 


dt , 
(8) ia —1|< me“) 
t 
besteht. 
Was die Intervalle J, betrifft, so ist dort sicher 
ds e 
la|sit-;, 


was uns zeigt, dab 
e» 7 € e@ 
8° +d<2(2+ 2). 
Indem wir _ 
G(x(s), y(s), x'(s), y'(s)) = G(s) 
setzen, sei m,(g,é) das Maximum der Differenz 
|G(a, Y; x’, y) _" G(s,,)| 
in dem folgenden Bereiche: 
Der Punkt x,y befindet sich in 8; 
Es besteht die Gleichung 2’?+ y’*= 1; 
Es ist |O(2’, y’) — O(s,,)| < 2¢. 
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Die GréBe m,(o, «’) wird offenbar gleichzeitig mit @ und «’ Null. Ferner 
sei M das Maximum von |G(a,y, 2’ y’)| in dem Bereiche, der dadurch 
definiert ist, daB der Punkt z, y sich in S, befindet, und 2’?+ y*=— 1. 

Wir zerlegen jetzt die zu untersuchende Differenz u,(¢) — u,(s,) in 
zwei Teile, von denen der erste aus der Integration tiber die Intervalle J, 
und die entsprechenden Intervalle von ¢ herriihrt, und der zweite aus 
der Integration iiber die Intervalle J, und iiber die Teile der entsprechen- 
den Intervalle von c¢, die nicht zugleich Strecken von J, entsprechen, 
stammt. Wegen der Ungleichung (8) wird der erste Teil der Differenz 
u(t) — w,(s,) fiir jeden Wert von ¢ zwischen 0 und /’ seinem absoluten 
Betrage nach sicher kleiner als 


Um, (0, €’) + M- m,(Q, &) + mg(9, &) - m(Q, &)], 
und da 6’+6<2(2+-°), wird der aweite Teil sicher Kleiner als 


M (2 ~ £) é. Wir erhalten also 

He(t) — w.(8,)| < U[m, (0, &°) + M- m,(Q, &°) + m,(Q, €’) - m,(9, &)] 

e 
+M(2+*)z, 

und da die rechte Seite dieser Ungleichung offenbar gleichzeitig mit g, 
é und «’ Null wird, so ist der im Anfang dieses Art. ausgesprochene Satz 
hiermit bewiesen. 

Aus diesem Satze und dem Satze des vorigen Art. folgt, wenn wir 
an den Voraussetzungen der beiden letzten Art. festhalten: 

Wenn die positive Konstante 4 noch so klein bestimmt ist, so kann 


doch stets @ so klein gewdhlt werden, daB, wenn man aus der Gesamtheit 
T, diejenigen Kurven ce ausschlieBt, fiir welche diberall 


|He(t) — w(8)| <0, 
die iibrigen Kurven dem Integrale 

J F (x,y, 97,9) at 
gripere Werte geben als c. 

9. Jetzt ergibt sich schlieBlich der dem Satze des Art. 5 entsprechende 
Satz durch dieselben Schliisse, die in diesem Art. zur Anwendung kamen, 
und wir haben deshalb nur noch den Satz zu formulieren. 

Es seien F(z, y, x’, y’) und G(a, y, x’, y’) zwei in 2’, y’ positiv-homogene 
Funktionen von der Dimension 1, die fiir alle in Frage kommenden Argu- 
mentwerte regular analytisch sind. Die Kurve ¢ sei eine Lagrangesche 


Kurve, die dem Problem entspricht, unter allen die Punkte 1 und 2 ver- 
bindenden Kurven, die dem Integrale 
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SG (e. 42, Mat 


einen gewissen bestimmten Wert geben, diejenige zu finden, die das Integral 


’ dzd 
fi (x, 9, 57 a2) at 


zu einem Minimum macht. Auf ¢ mége sich kein Paar konjugierter 
Punkte befinden, und A, sei die zu ¢ gehérige isoperimetrische Konstante. 
SchlieBlich setzen wir 

A(x, Y; a, y’) =F + ho G, 
at ( 1 OH _ 1 ox) 


, , , 1 
A, (2, y, @, y ) a aa’? 


73 ‘2 


aw? oy? ~~ ay dx’ dy 
. ee — ,0OH, 0H ‘ 

E(«, 93 P,9;%,y) = H(a, y, x,y) — [a oa’ (%,9P,9) + oy (2, Y, P, q)|, 
und machen die folgenden Voraussetzungen: 

H, (x,y, 2’, y') ist im Bereiche 

r=x(s), y=y(s), *=x(s), y=y(8), OSs<l 

iiberall positiv und nicht Null. 

E(a,y; p,q; 2, y') ist im Bereiche 

a=2(s), y=y(s), #=—2(s), ¥ =y(s), 
Ocs<l, x#*?+y*=1 

positiv und verschwindet in demselben nur, wenn p = 2x’, q = y’. 

Alsdann gilt der folgende Satz: 

Wenn o hinreichend klein ist, so gibt die Kurve ce dem Integrale 


ia dx ad 
cE: (2, "op 3) dt 


einen kleineren Wert als jede andere Kurve der Gesamtheit T,, die dem 


Integrale 
- dx d 
Ja (2,9, 55> ap) at 


denselben Wert wie e gibt. 


Falls die Funktion G@ alle Bedingungen erfiillt, die im Art. 7 der 
Funktion F’ auferlegt wurden, so folgt auch aus dem Vorigen, daB als 
Vergleichskurven in dem entsprechenden isoperimetrischen Probleme nur 
die Kurven in Frage kommen kénnen, die man bei dem Nachweis des 
sog. semistarken Extremums in Betracht ziebt. 
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Einleitung. 


Zu den bemerkenswertesten Ergebnissen der Forschung des letzten 
Jahrhunderts tiber Thermodynamik mu8 wohl die Erkenntnis gezihlt 
werden, daB sich diese Disziplin frei von jeder Hypothese begriinden laBt, 
die man nicht experimentell verifizieren kann. Der Standpunkt, auf 
welchen sich die meisten Autoren seit fiinfzig Jahren nach den groben 
Entdeckungen von R. Mayer, den Messungen von Joule und den grund- 
legenden Arbeiten von Clausius und von W. Thomson stellen, ist etwa 
folgender: 

Es gibt eine physikalische GréBe, die mit den mechanischen GréBen 
(Masse, Kraft, Druck usw.) nicht identisch ist, deren Anderungen man 
durch kalorimetrische Messungen bestimmen kann und die man Wirme 








356 C. Canatutopory. 


nennt. Die Wirme hat die Eigenschaft, unter gewissen Umstinden mit 
gewohnlicher mechanischer Arbeit vergleichbar zu sein, und geht ferner, 
wenn zwei Kérper von verschiedener Temperatur sich beriihren, immer 
vom wirmeren zum kiilteren tiber, aber nie umgekehrt. 

Obgleich nun iiber das Wesen der Wiirme keine anderen Voraus- 
setzungen gemacht wurden, konnte eine Theorie aufgebaut werden, die 
simtlichen Resultaten der Erfahrung gerecht wird. Das Verstiindnis dieser 
Theorie wurde spiiter durch die Einfiihrung eines neuen Begriffes erleichtert, 
dessen Wichtigkeit fiir die ganze Physik sich allmahlich herausgestellt 
hatte, der Energie. Diese physikalische GréBe hat die Eigenschaft, nur 
von dem augenblicklichen Zustande der verschiedenen betrachteten Sub- 
stanzen abzuhiingen, ein Vorzug, der der Wirme nicht zukam. 

Der erste Hauptsatz der Wiirmetheorie gestaltete sich jetzt zu einer 
Definition der Energie und hesagte, daB diese GréBe in jedem konkreten 
Falle mit Hilfe von mechanischen und kalorimetrischen Messungen be- 
stimmt werden kann. 

Nun haben aber verschiedene Autoren schon bemerkt, daB diese Auf- 
fassung eine Uberbestimmtheit in sich birgt.*) Man kann die ganze 
Theorie ableiten, ohne die Existenz einer von den gewihnlichen mechanischen 
Gripen abweichenden physikalischen Grife, der Wiirme, vorauszusetzen. 

Dieses in allen Einzelheiten méglichst klar darzulegen ist der Zweck 
der vorliegenden Arbeit. Man kann natiirlich eine physikalische Theorie 
auf sehr verschiedenen Wegen auseinandersetzen. Ich habe eine Anordnung 
der Schliisse gewihlt, die méglichst wenig von den klassischen Beweisen 
abweicht und zugleich den Parallelismus erkennen laBt, der notwendig 
zwischen den Behauptungen der Theorie und den Bildern, welche die 
wirklich ausgefiihrten Messungen liefern, existieren muB. 

Das wesentliche Merkmal der hier gegebenen Darstellung beruht 
darauf, daB die Begriffe ,adiabatisch“ und ,adiabatisch isoliert* nicht wie 
iiblich auf den Begriff der Energie zuriickgefiihrt, sondern durch phy- 
sikalische Eigenschaften definiert werden. Dann kann man das Axiom 
des ersten Hauptsatzes so aussprechen, daB es genau der Jouleschen 
Versuchsanordnung entspricht, wenn man das hierzu benutzte Kalori- 
meter als ein adiabatisch isoliertes System ansieht. 

Fir das Axiom des zweiten Hauptsatzes habe ich eine Definition 
gewahlt, die der Planckschen sehr verwandt ist; nur muBte letztere in 
geeigneter Weise modifiziert werden, um die Tatsache zu beriicksichtigen, 


*) Encyklopidie der mathem. Wiss. V 3. Bryan, Thermodynamik p. 81. J. Perrin, 
Le contenu essentiel des principes de la thermodynamique. Bullet. de la soc. franc. 
de philos. T. VI, 1906, p. 81. 
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daB Wirme und Wirmemenge in unserer Darstellungsweise noch gar 
nicht definiert sind. 

Die Bedingungen, unter welchen eine adiabatische Zustandsinderung 
reversibel ist, oder vielmehr ein System hinreichender Bedingungen, damit 
dies der Fall sei, habe ich ausfiihrlich untersucht. So kam ich zu der 
Definition von gewissen thermodynamischen Systemen, die man ,,einfach“ 
nennen kann, weil sie sich genau so behandeln lassen wie die einfachsten 
Systeme, die in der Thermodynamik bekannt sind. Diese Bezeichnung 
weicht von derjenigen ab, die Bryan in seinem oben zitierten Encyklo- 
padieartikel*) eingefiihrt hatte. 

Endlich mubte, um von Anfang an Systeme von beliebig vielen 
Freiheitsgraden behandeln zu kénnen, statt des Carnotschen Kreisprozesses, 
der sonst immer gebraucht wird, aber nur fiir Systeme mit zwei Graden 
der Freiheit anschaulich und leicht zu beherrschen ist, ein Satz aus der 
Theorie der Pfaffschen Differentialgleichungen benutzt werden, fiir welchen 
ein einfacher Beweis im vierten Abschnitte gegeben ist. 

Zum SchluB méchte ich noch darauf aufmerksam machen, daB der 
Begriff der Temperatur nicht von vornherein unter die Koordinaten auf- 
genommen wurde, sondern erst als eine Folge von gewissen Bedingungs- . 
gleichungen, welche pag. 372 aufgestellt werden, anzusehen ist. Die Griinde, 
warum diese Auffassung der Temperatur hier bevorzugt wurde, sind im 
SchluBabschnitte kurz angedeutet worden, sie entspringen aus gewissen 
Uberlegungen, zu denen die Strahlungserscheinungen AnlaB geben. 


1. Definitionen. 


In der folgenden Untersuchung handelt es sich um die Beschreibung 
der thermischen Eigenschaften von Systemen, die aus verschiedenen 
chemischen Substanzen bestehen. 

Die allgemeinen Prinzipien, nach welchen wir diese Beschreibung 
erreichen wollen, kommen aber schon in ihrer vollen Allgemeinheit zum 
Vorschein, wenn wir, um uns kiirzer zu fassen, das Problem spezialisieren 
und dieselben Voraussetzungen machen wie etwa Gibbs im ersten Teile 
seiner grundlegenden Abhandlung ,,On the equilibrium of heterogeneous 
substances“. **) 

Wie man dann auch weitere Fragen mit diesen selben Prinzipien 
behandeln kann, werden wir am Ende der Arbeit andeuten. 

Mit dem oben genannten Autor wollen wir also postulieren***), dab 








*) a. a. O. p. 80. 
™*) J. W. Gibbs: Scientific Papers Vol. I, p. 55. 
*) a. a. O. p. 62. 
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Systeme S vorliegen, die jedesmal, wenn sie sich im Gleichgewichte be- 
finden, aus einer endlichen Anzahl « fliissiger oder gasférmiger homogener 
Medien — den ,,Phasen“ 

Pir Par **'» Pa 
des Systems — bestehen, und daB auferdem Fernkrifte wie die Schwere 
sowie auch elektromagnetische und Kapillarkrifte zu vernachlissigen sind.*) 

Die Systeme S, die wir betrachten, werden nun dadurch definiert, 
daB wir ihnen gewisse ,,Zeichen“ zuordnen, deren Gesamtheit das System 
vollstandig charakterisieren soll. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke irgend eine Gleichgewichtsisge 
von S und fassen ihre Phasen 

Pir Por ***» Pa 
nach einander ins Auge. Jeder dieser Phasen g, ordnen wir zwei Arten 
von Zeichen zu: einerseits gewisse Merkmale, durch welche qualitativ die 
chemische Zusammensetzung von g, festgelegt wird, so daB also die ver- 
schiedenen Substanzen und Verbindungen, die in m, vorkommen, aufgezihlt 
werden, andererseits Zahlen, die man durch Messungen erhilt. Diese 
Zahlen stellen folgende GréGen dar: 

a) das Gesamtvolumen V, der Phase 9,, 

b) den Druck p,, den die betrachtete Phase auf die sie bertihrenden 
Kérper ausiibt, 

c) die Mengen 

M5, Mein ***, Maiy 
der verschiedenen Substanzen und Verbindungen, die in jeder Volumen- 
einheit von g, auftreten. 

Besteht z. B. die erste Phase g, aus einer Lésung von Kochsalz in 
Wasser, so wire eine bestimmte Gleichgewichtslage dieser Phase durch 
die Zahlen V,, p, und eine symbolische Gleichung wie 
(1) 9, = m,, H,O + m,, NaCl 
fiir unsere Theorie vollstindig charakterisiert. 

Durch symbolische Gleichungen wie (1) und die Gesamtheit der Zahlen 
i=—1,2,---,a, 
x= 1,2,---,B 
werden nun zwar samtliche Phasen g, einzeln charakterisiert, das ganze 
System S dagegen noch nicht; wir miissen zu diesem Zwecke die Eigen- 
schaften von S beriicksichtigen, die durch die Beriihrung der verschie- 
denen Phasen untereinander resp. mit den Wiinden der sie enthaltenden 
GefaBe entstehen. 


(2) Vin Dis Mes 


*) Die Folgen dieser beiden letzten Voraussetzungen kommen erst im zweiten 
Paragraphen zum Vorschein. 
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Dabei setzen wir die Masse dieser Wiinde als so klein voraus, daB 
unsere spiiteren Resultate nicht durch die Tatsache beeintriichtigt werden, 
daB wir die Wiande selbst nicht unter den Phasen g, aufgenommen haben. 
Bei einer allgemeineren Theorie, bei welcher auch feste isotrope und 
kristallinische Kérper unter den Phasen vorkommen kénnen, wiirde diese 
Beschriinkung von selbst fallen. 

Die physikalischen Eigenschaften der Wiinde der GefiiBe, welche eine 
oder mehrere Phasen enthalten, sind nun sehr verschiedenartiger Natur. 

Ein solches GeféB [ kann z. B. die Eigenschaft haben, daB die inner- 
halb [ sich befindenden Phasen im Clsichgewichte bleiben und die fiir 
diese Phasen aufgestellten Zahlen (2) ihren Wert beibehalten, wenn man 
die auBerhalb des GefiBes sich befindenden Kérper irgendwie unter der 
einzigen beschriinkenden Bedingung verindert, dab [ in Ruhe bleiben soll 
und seine urspriingliche Gestalt beibehilt. Eine ,,Thermosflasche“ wire 
ein handgreifliches Beispiel eines derartigen GefaiBes. Ich will aber aus- 
driicklich noch betonen, dab die Winde vonT nicht starr zu sein brauchen, 
ja daB man ein vollkommen deformierbares GefiB [ sich denken kann, 
welches die oben erklarten Eigenschaften besitzt; nur miissen dann die 
Veriinderungen der auBerhalb [ sich befindenden Kérper auf solche be- 
schrinkt werden, bei denen die auf [ ausgeiibten Drucke derart sind, dab 
es sich nicht deformiert. 

Ein mit diesen Eigenschaften ausgestattetes GefaiB soll ,,adiabatisch* ge- 
nannt werden und die in ihm enthaltenen Phasen sind ,,adiabatisch isoliert*. 

Beriihren sich zwei Phasen qg, und g, lings einer starren adiaba- 
tischen Wand, so wird nach Analogie mit dem Vorhergehenden keine Be- 
dingungsgleichung zwischen V,,p,,m,, und V,,p,,m,, wegen dieser Be- 
riihrung entstehen; zwei beliebige Gleichgewichtslagen fiir die auf beiden 
Seiten der Wand sich befindenden Phasen von S kénnen m. a. W. 
koexistieren. 

Bei anderen starren Wiinden kommt es aber vor, dab Gleichgewicht 
iiberhaupt nur dann bestehen kann, wenn eine oder mehrere Relationen 
der Form 
(3) F(V,, Pi, M13 Voy Per My) = 9 
erfiillt sind. Man sagt dann, daB die Wand ,,durchlissig“ ist. Eine 
Wand kann entweder nur ,,fiir Wirme“ durchliissig sein oder auch auBer- 
dem fiir einige der chemischen Substanzen, die sie beriihren, oder es 
liegen noch kompliziertere Verhiiltnisse vor. Was unter jedem dieser 
verschiedenen Ausdriicke gemeint ist, muB jedesmal genau definiert werden, 
indem man jedesmal experimentell die Bedingungsgleichungen der Form (3) 
aufstellt, welche die thermodynamischen Eigenschaften der zu unter- 
suchenden Wand beschreiben. Bei nicht starren Winden kommt noch 
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die Bedingung hinzu, daB der Druck auf ihre beiden Seiten der gleiche 
sein mub. 

Es bestehen gleichfalls notwendige Bedingungen der Form (3) fiir 
das Gleichgewicht, wenn keine materielle Wand zwischen den Phasen , 
und g, sich befindet und diese Phasen sich direkt beriihren. 

Die Erforschung aller derartiger Beziehungen, soweit sie in der 
Natur vorkommen, bildet eine der Hauptaufgaben der messenden Thermo- 
dynamik, und wir werden weiter unten die wichtigste unter ihnen ins 
Auge fassen. 

Vorliufig geniigt es uns aber zu wissen, daB, wenn man (um die Be- 
zeichnungen zu vereinfachen) die Zahlenreihe (2) einheitlich mit 


(4) Cor ©» “ay * *y Onaga 


bezeichnet, gewisse voneinander unabhiingige Gleichungen 
F,(%, Rer?'s C. +a) - 0, 
(5) Fy (Co; 3°" *sCa4a) = 9, 
F,(@, Cy" ty Cy 4a) = 0 
zwischen diesen Zahlen notwendig erfiillt sein miissen, damit Gleichgewicht 
bestehe. 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, daB wir alle derartige Gleich- 
gewichtsbedingungen, die fiir S gelten, experimentell bestimmen kénnen, 
d. h. daB man fiir jede Kombination von Zahlen (4), welche die Gleichungen 
(5) befriedigen, Gleichgewichtslagen herstellen kann, die diesen Zahlen 
entsprechen. In jedem konkreten Falle kann, wie die Erfahrung bestitigt, 
diese Voraussetzung erfiillt werden. 

Definition I. Zwei Systeme S und 8S’ sollen_,,iquivalent ge- 
nannt werden, wenn eine eineindeutige Beziehung zwischen ihren Phasen 
im Sinne der Gleichung (1) besteht und wenn ferner die einander ent- 
sprechenden Koeffizienten c,, c; denselben oder mathematisch dquivalenten 
Bedingungen (5) unterworfen sein miissen, damit Gleichgewicht miglich sei. 

Zwischen i‘iquivalenten Systemen soll im Folgenden nicht unter- 
schieden werden. Die ,Zeichen“, welche unser System S definieren, sind 
daher einerseits symbolische Gleichungen wie (1), andererseits das 
Gleichungssystem (5). 

Wir fiigen nun dem System (5) (w +1) Gleichungen der Form 


Go(%, Cy" *"s Cra) =X, 
(6) Gy (Co, Gy °* + Copa) =U, 


G,(¢, Ch) or re Cn 4a) =. & 
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hinza. Die Funktionen G, sollen derart gewihlt sein, dab, wenn man 
die c, innerhalb der in der Praxis vorkommenden Grenzen variiert und 
zugleich die Bedingungen (5) beriicksichtigt, eine eineindeutige Beziehung 
zwischen den méglichen Wertsystemen fiir 


Cor “19 ** *y Onaga 


und den ihnen entsprechenden 


Xo, By ***y Ly 


bestehe. Dazu ist notwendig (aber nicht hinreichend), daB die Funktional- 


determinante 
é(G,, G,,-- 


Gai Fas Fay FD 

O(Cos Crs ** > Cua) 
fiir siimtliche in Betracht kommende Werte von ¢; von Null verschieden 
sei.*) Daher kann man hier das Gleichungssystem (5), (6) nach den ¢, 
auflésen und die ¢, als Funktionen 








(7) == C;(Xo, yy** *y Ly) 
betrachten, die in (5) eingesetzt dieses Gleichungssystem identisch 
befriedigen. 


Durch die eineindeutige Beziehung zwischen den verschiedenen még- 
lichen Gleichgewichtslagen von S und den Wertsystemen der Zahlenreihe 
(8) Loy Vyy***y L, 
haben wir die Mittel gewonnen, um diese Gleichgewichtslagen unterein- 
ander zu vergleichen und sie durch ,,allgemeine Koordinaten“ analog 
denen, die in der Mechanik gebraucht werden, darzustellen. 

Jedem Wertsysteme der Zahlen (8) entspricht, wie man sagt, ein 
,Zustand* des Systems S, und wir wollen fiir die Zahlen x, selbst den 
Namen ,,Zustandskoordinaten® einfiihren. 

Es ist bequem, um die Sprache der Geometrie im Folgenden ge- 
brauchen zu kénnen, die Zustandskoordinaten als cartesische Koordinaten 
eines (w+ 1)-dimensionalen Raumes anzusehen; dann entspricht jedem 
Zustande von S ein Punkt dieses mehrdimensionalen Raumes, und die 
Gesamtheit der in Betracht kommenden Gleichgewichtslagen ist auf ein 
gewisses Gebiet G dieses Raumes eineindeutig abgebildet. 

Es gilt der folgende, das Friihere zusammenfassende Satz: 
Definition Il. Zur Charakterisicrung der Gleichgewichtslagen eines 





*) Das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante hat niimlich nur die eine 
Folge, da8 eine eineindeutige Beziehung zwischen den ¢ und den  ,,im kleinen‘, 
d. h. in der Umgebung jedes einzelnen Punktes besteht, besagt aber nicht, daB das 
Gebiet der a sich nicht iiberdeckt. 
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Systems kommen ausschlieBlich die Zustandskoordinaten (8) in Betracht, 
und zwei dquivalente Systeme, fiir welche diese Grifen iibereinstimmen, 
sollen vom Standpunkte der Thermodynamik identische Gegenstiinde sein. 

Wir betrachten nun ,,Zustandsiinderungen“ des Systems S, d. h. Uber- 
giinge von einer Gleichgewichtslage zu einer anderen. Zustandsinderungen 
werden, genau so wie die Gleichgewichtslagen, durch gewisse Zeichen 
charakterisiert. 

Als solche sind die Koordinaten des Anfangs- und die des End- 
zustandes zu betrachten. Ferner kommt eine weitere Gréfe in Betracht, 
die jeder Zustandsinderung zugeordnet ist, und die man die aiuBere Arbeit 
nennt; diese GréBe, die wir mit A bezeichnen, soll bei den hier be- 
trachteten Systemen ausschlieBlich von den Deformationen in der duferen 
Gestalt von S herriihren.*) Sie soll mit der mechanischen Arbeit 
identisch sein, welche diejenigen Kriafte liefern, die S wahrend der be- 
trachteten Zustandsiinderung auf die auBerhalb liegenden (aber das System 
beriihrenden) Kérper ausiibt. Die physikalische Bedeutung dieser Krifte 
ist klar, und man kann auch A durch geeignete mechanische Vorrichtungen, 
wie man sie in der Technik bei der Priifung von Dampf- und Gasmotoren 
anwendet, jederzeit messen. 

Endlich aber ordnen wir den Zustandsinderungen noch ein Merkmal 
zu. Wenn namlich wihrend der ganzen Zeitdauer einer Zustandsinderung 
das System S adiabatisch isoliert gewesen ist, so soll diese Zustands- 
ainderung selbst eine adiabatische genannt werden; die adiabatischen Zu- 
standsinderungen sollen eine besondere Klasse bilden. 

Wir gelangen so zu folgender Definition: 

Definition Ill. Jede Zustandsiinderung wird durch die Koordinaten 
des Anfangs- und die des Endzustandes, durch die von ihr geleistete dufere 
Arbeit und durch die Angabe, ob sie adiabatisch ist oder nicht, charakterisiert. 


2. Axiome. 


Fiir die im vorhergehenden Paragraphen erklirten Begriffe gelten 
gewisse Axiome, d. h. Verallgemeinerungen von Erfahrungstatsachen, die 
unter besonders einfachen Umstiinden beobachtet werden. Die Thermo- 
dynamik kennt zwei von einander unabhiangige derartige Axiome. 

Das erste von ihnen bildet die Grundlage des sogenannten _,,ersten 
Hauptsatzes“ der Wirmetheorie, und ist nichts anderes als ein Ausdruck 
fiir das allgemeine Energieprinzip bei den von uns betrachteten Systemen. 

Wir wollen ihm folgende Fassung geben: 





*) Dies folgt aus der Tatsache, da® wir die Fernkrifte vernachlissigen. 
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Axiom I: Jeder Phase op, eines Systemes S ist im Gleichgewicht 
eine Funktion «, der Gripen (2) 
Vi, Pi M4 


zugeordnet, die dem Gesamtvolumen V, dieser Phase proportional ist und 
die innere Energie dieser Phase heift. 
Die Summe 
é= & +e +> + Sq; 
iiber die Gesamtheit der Phasen erstreckt, heiBt die innere Energie des Systems. 
Bei jeder adiabatischen Zustandsiinderung ist die um die duBere Arbeit ; 
A vermehrte Energieiinderung gleich Null; also in Zeichen, wenn man mit 
e und & den Anfangs- und den Endwert der Energie bezeichnet: 


(9) é—e+A=0. 


In der soeben gegebenen Formulierung des ersten Hauptsatzes sind 
die am Anfang der Arbeit gemachten Voraussetzungen enthalten, dab 
weder Fern- noch Kapillarkrifte betrachtet werden sollen. Wiirden nimlich 
z. B. Kapillarkrafte zu beriicksichtigen sein, so wiirde das soviel heiBen, 
daB die Summe iiber die verschiedenen Volumenenergien der Phasen noch 
nicht die Gesamtenergie « von S darstellt, und daB man dieser Summe 
noch gewisse Glieder hinzufiigen miBte, die von den Trennungsflichen 
zwischen den Phasen herriihren. Und wenn Fernkriifte zwischen den Phasen 
bemerkbar wiren, so wiirden ebenfalls neue Glieder hinzukommen, welche, 
herriihrend von der Wechselwirkung zwischen den Phasen, nicht von einer 
Phase allein, sondern von mehreren unter ihnen abhangig wiren. 

Der zweite Hauptsatz, der jetzt in Frage kommt, ist ganz anderer 
Natur: man hat nimlich gefunden, daB bei allen adiabatischen Zustands- 
anderungen, die von irgend einem gegebenen Anfangszustande ausgehen, 
gewisse Endzustiinde nicht erreicht werden kénnen und daB solche ,nicht 
erreichbaren“ Endzustinde in jeder belicbigen Nahe des Anfangszustandes 
zu finden sind. 

Da aber physikalische Messungen nicht absolut genau sein kénnen, 
enthilt diese Erfahrungstatsache mehr als den mathematischen Inhalt des - 
eben ausgesprochenen Satzes, und wir miissen fordern, dab, wenn ein Punkt 
ausgeschlossen ist, dasselbe auch von einem kleinen Gebiete um diesen 
Punkt herum gelten soll, dessen GréBe noch von der Genauigkeit der 
Messungen abhiingt. Um uns aber iiber diese Genauigkeit keine Rechen- 
schaft geben zu miissen, ist es zweckmiBig, das betreffende Axiom etwas 
allgemeiner zu fassen, und zwar folgendermaBen: 

Axiom II: In jeder beliebigen Umgebung eines willkiirlich vorgeschrie- 
benen Anfangszustandes gibt es Zustiinde, die durch adiabatische Zustands- 
dinderungen nicht beliebig approximiert werden kinnen. 
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3. Einfache Systeme. 


Die Aufgabe der weiteren Untersuchung besteht nun darin, mit Hilfe 
der beiden Hauptaxiome die Méglichkeit der experimentellen Bestimmung 
der inneren Energie eines jeden der zu untersuchenden physikalischen 
Systeme darzulegen und zugleich die allgemeinen Eigenschaften der 
Energiefunktion ¢ aufzufinden. 

Wir werden sehen, daB diese Probleme sich relativ leicht fiir gewisse 
spezielle Systeme lésen lassen, die wir ,,einfache Systeme“ nennen wollen. 
Gelingt es nun eine gegebene Phase g,, deren innere Energie man auf- 
stellen will, als Bestandteil eines derartigen einfachen Systems aufzufassen, 
und kennt man aus friiheren Untersuchungen die inneren Energien der 
iibrigen Phasen, so hat man siimtliche Daten, die man braucht; denn es 
gilt nach Axiom I die Gleichung 

& = &—& —& —-++— &,. 
Das Problem, zu einer gegebenen Phase das entsprechende _,,einfache 
System“ in jedem praktisch vorkommenden Falle zu konstruieren, ist eines 
der wichtigsten, aber auch eines der schwersten der messenden Thermo- 
dynamik; die Physikochemiker nennen es ,,einen Vorgang reversibel 
machen“. Fiir unsere allgemeinen Untersuchungen kommt aber dieses 
Problem selbst nicht in Betracht; es gentigt uns zu wissen, daB es im 
Allgemeinen zu bewiiltigen ist. 

Die Eigenschaften, welche ,,einfache Systeme“ charakterisieren, sind 
verschiedenartiger Natur. 

Erstens sollen simtliche Zustandskoordinaten von S bis auf eine nur 
von der auBeren Gestalt des Systems abhiingen. Diese Koordinaten, welche 
die iuBere Gestalt festlegen, wollen wir Deformationskoordinaten nennen; 
sie miissen nach Beriicksichtigung der Gl. (5) nur noch die GréBen 
V,, Ve,-++, V, enthalten. 

Dieses findet zum Beispiel statt, wenn das System aus einer einzigen 
Phase besteht, bei welcher simtliche ZustandsgréBen bis auf den Druck p 
und das Gesamtvolumen V konstant sind. Oder auch wenn S aus zwei 
derartigen Phasen besteht, die durch eine ,nur fiir Wiirme“ durchlissige, 
starre Wand getrennt sind. Denn in diesem Falle hingt die auBere 
Gestalt von S von zwei GréBen ab, niimlich den Gesamtvolumina V, und 
V, seiner beiden Bestandteile, und das System hat zwei Deformations- 
koordinaten, wihrend zwischen den vier GréBen V,, p,, Vz, p., die hier 
in Betracht kommen, noch eine Beziehung 


F(V,, p, Ve, P2) = 9 


wegen der Durchlissigkeit der Wand bestehen muB (cf. § 6), so daB S 
schlieBlich nur drei Zustandskoordinaten besitzt. 
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Aus dieser ersten Eigenschaft der einfachen Systeme folgt, dab, 
wenn man bei einer adiabatischen Zustandsiinderung die Anfangslage 
kennt, aus der Endgestalt des Systems und der wihrend der Zustands- 
finderung geleisteten auBeren Arbeit mit Hilfe der Gleichung (9) 

(9) é—e+A=0 

der Endzustand des einfachen Systems S berechnet werden kann (voraus- 
gesetzt, daB die Energie ¢ als Funktion der Zustandskoordinaten auch 
bekannt und, wie wir gleich sehen werden, durch die Gestalt des Systems 
noch nicht bestimmt ist). 

Eine zweite Voraussetzung, die fiir einfache Systeme gelten soll, ist 
die, daB durch den Anfangszustand und die Endgestalt allein die wihrend 
einer adiabatischen Zustandsinderung geleistete iuBere Arbeit A noch 
nicht eindeutig bestimmt sein soll. Es sollen im Gegenteil adiabatische 
Zustandsinderungen méglich sein, die von einem gegekenen Anfangs- 
zustand zu derselben vorgeschriebenen Endgestalt fiihren, und denen von- 
einander verschiedene Arbeitsleistungen entsprechen. Wenn z. B. ein Gas 
sich in einem adiabatischen Zylinder befindet, der durch einen beweg- 
lichen Kolben verschlossen ist, so ist die durch den Kolben geleistete 
Arbeit bei vorgeschriebener Ausdehnung des Gases eine andere je nach 
der Geschwindigkeit, mit welcher man den Kolben herauszieht. 

Diese Voraussetzung hat zur Folge, wenn man die Gleichung (9) 
beriicksichtigt, daB die Energie «, als Funktion der Zustandskoordinaten 2, 
betrachtet, sicher diejenige Koordinate enthilt, die von der aiuBeren Ge- 
stalt von S nicht abhiangt. Es sei 2, diese Koordinate, z,, 2,, +--+, 2 
dagegen die Deformationskoordinaten des Systems. 

Wir wollen nun die verschiedenen Werte von A betrachten, die 
moglich sind, wenn das System aus einem vorgeschriebenen Anfangs- 
zustand in eine vorgeschriebene Endgestalt iibergeht. Die Gesamtheit 
dieser Werte kann man als Punktmenge auf einer Strecke deuten. Wir 
wollen als dritte Eigenschaft der einfachen Systeme voraussetzen, daB in 
jedem méglichen Falle diese Punktmenge immer zusammenhiingend ist. 
Sie soll m. a. W. ein einziges Intervall ausfiillen, das sich tibrigens beider- 
seits ins Unendliche erstrecken kénnte. 

Aus dieser letzten Eigenschaft folgt, mit Hilfe der Gleichung (9), 
daB die méglichen Werte fiir 2 unter denselben Umstinden auch eine 
zusammenhangende Punktmenge wenigstens dann bilden, wenn der Varia- 
bilitatsbereich der Zunstandskoordinaten auf eine gewisse Umgebung des 
Anfangszustandes beschrinkt ist. 

Von einer gegebenen Anfangslage ausgehend, kann man augenschein- 
lich durch Einwirkung von geeigneten auBeren Kriiften jede mégliche 
Endgestalt wirklich erreichen. Man kann aber noch mehr: niamlich die 


an 
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Gestaltsiinderung des Systems S, die wihrend einer adiabatischen Zustands- 
finderung stattfindet, als Funktion der Zeit vorschreiben. M. a. W.: man 
kann » Funktionen 
(10) a, (t), a(t), -~-, x(t) 
vorschreiben und verlangen, daB die Zustandsinderung derart vor sich 
gehe, daB die zeitlichen Verinderungen der Koordinaten 2,, 2, ---, x, 
durch die Reihe (10) dargestellt werde. Diese neue Beschreibung einer 
Zustandsinderung, bei welcher nur noch die Veriinderung von 2, auBer 
Betracht gelassen wurde, ist viel ausfiihrlicher als die friiher von uns 
betrachtete; wir wollen dennoch die Frage offen lassen, ob bei einer 
adiabatisch geleiteten derartigen Zustandsinderung durch den Anfangs- 
zustand und die Funktionen (10) allein die GréBe der entsprechenden 
iiuBeren Arbeit A eindeutig bestimmt ist. Dagegen soll, wenn die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher sich das System deformiert, ,,unendlich langsam“ 
wird, oder besser gesagt, wenn die Ableitungen 

x(t), a, (t), so y(t) 
gleichmaBig gegen Null konvergieren, die Arbeit A im Limes gegen einen 
bestimmten Grenzwert streben. Eine Zustandsiinderung, die so langsam 
vor sich geht, daB der Unterschied zwischen der geleisteten iuberen Arbeit 
und diesem Grenzwerte unterhalb der Beobachtungsgrenze liegt, wollen 
wir eine ,quasistatische“ Zustandsinderung nennen. 

Ist bei einer quasistatischen adiabatischen Zustandsiinderung die iuBere 
Arbeit als Funktion der Zeit bekannt, so kann man mit Hilfe der Gleichung 
8{ a, %(t),--+, %,(t)} — & + A(t) = 9, 
in welcher ¢, den Anfangswert der Energie bedeutet, die letzte Zustands- 
koordinate z, auch als bestimmte Funktion von ¢ ansehen. Eine quasi- 
statische adiabatische Zustandsiinderung kann demnach als eine Reihe von 
Gleichgewichtslagen gedeutet werden und jeder quasistatischen adiabatischen 

Zustandsinderung entspricht im Raume der z, eine gewisse Kurve. 

Endlich wollen wir eine letzte Voraussetzung machen: bei jeder 
quasistatischen Zustandsinderung soll die auBere Arbeit A so gemessen 
werden kénnen, als ob die Kriafte, die diese Arbeit hervorrufen, dieselben 
wiren wie diejenigen, die zur Erhaltung des Gleichgewichts notwendig 
sind, wenn man nach dem Vorhergehenden die Zustandsinderung als eine 
Reihe von Gleichgewichtslagen ansieht. Diese letzteren Krifte sind aber 
Funktionen des Zustandes allein. 

Demnach mu notwendig der Ausdruck fiir A die Form haben: 


(11) A(t) ={ DA, 
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wobei DA einen Pfaffschen Ausdruck 
(12) DA = p, da, + pada, +--+ p, ae, 
darstellt und die p,,---, p, Funktionen der 2, 7,,---, 2, bedeuten. 

Die Funktionen p, kénnen experimentell bestimmt werden, indem man 
fiir jeden Zustand von S die Krifte miBt, die von auBerhalb auf das 
System wirken miissen, damit Gleichgewicht bestehe. Der Gleichung (9) 
des ersten Hauptsatzes kann man jetzt, wo es sich um quasistatische 
adiabatische Zustandsinderungen handelt, die Gestalt geben: 


(13) J {de+D4] =0, 


und da diese Relation fiir jedes ¢ gelten muB, folgt der SchluB, dab 
iiberhaupt nur solehe Kurven des (w+ 1)-dimensionalen Raumes der 2, 
quasistatische adiabatische Zustandsinderungen darstellen kéinen, fiir welche 
die Pfaffsche Gleichung 

(14) de+ DA=0 

befriedigt ist. 

Umgekehrt kann aber jede Kurve des (mn +1)-dimensionalen Raumes 
der z,, die der Gleichung (14) geniigt, als Bild einer quasistatischen 
adiabatischen Zustandsiinderung unseres einfachen Systems angesehen 
werden. 

Es sei in der Tat ein derartiges Kurvenstiick in Parameterdarstellung 
durch die Gleichungen 


- y= U(r), %, = a(t), -+-, &, = x,(t) 
on 0<r<1 
gegeben. Setzt man jetzt 
t=it, 


wobei ¢ die Zeit und 4 einen Parameter bedeutet, so kann man adiaba- 
tische Zustandsinderungen einfiihren, die fiir jeden vorgeschriebenen Wert 
von 4 den Gleichungen 


@, = %,(At), X= 2,(At), ---, x, = x, (At) 
geniigen. Bei hinreichend kleinem 4 ist nun eine derartige Zustands- 
iinderung quasistatisch und muB nach Vorigem die Gleichung (14) be- 
friedigen. Durch Integration dieser Gleichung findet man aber 
X= a(At), 
was unsere Behauptung beweist. 
Hatten wir nun in den Gleichungen (15) 
t=1—iAt 
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eingesetzt, so wiire bei wachsendem ¢ und hinreichend kleinem 2 genau 
dieselbe Kurve, aber in entgegengesetztem Sinne durchlaufen worden. Wir 
haben also den Satz gewonnen: 

Quasistatische adiabatische Zustandsinderungen eines einfachen Systems 
sind ,reversibel“. 

In den tiblichen Darstellungen der Theorie fiihrt man die ,,reversiblen“ 
Zustandsinderungen als etwas durch die Anschauung Gegebenes ein; wenn 
man aber naher zusieht, so sind die Eigenschaften, die man reversiblen 
Prozessen zuordnet, genau diejenigen, die wir der Definition der einfachen 
Systeme zugrunde gelegt haben. Wir fassen sie folgendermaBen zusammen: 

Definition. Ein ,einfaches“ System mit den (n+ 1) Zustandskoordi- 
naten %, %,,-°*, £, mupB folgenden Bedingungen geniigen: 

1. m von seinen Koordinaten, 2. B. x,, %,-+-,2,, sind Deformations- 
koordinaten. 

2. Die duBere Arbeit A ist bei adiabatischen Zustandsénderungen durch 
den Anfangszustand und die Endgestalt von S nicht eindeutig bestimmt; die 
Gesamtheit der unter diesen Voraussetzungen miglichen Werte fiir A bildet 
eine zusammenhiingende Zahlmenge. 

3. Bei ,,quasistatischen“ adiabatischen Zustandsiinderungen ist die GuBere 
Arbeit gleich einem Integral eines bestimmten Pfaffschen Ausdruckes der Form 


DA = p, dz, + p,dz, +---+p,dz,. 


Man nimmt gewoéhnlich an, daB die erste Voraussetzung iiber die 
Anzahl der Deformationskoordinaten auch die beiden anderen nach sich 
zieht. So wiren die Beispiele, die wir pag. 364 angegeben haben, ein- 
fache Systeme. Diese Annahme, die wir von nun an immer machen 
werden, ist fiir die Substanzen, die man im allgemeinen untersucht, und 
speziell fiir Gase und Fliissigkeiten, zuliissig; denn es stimmen nach Er- 
fahrung die Folgerungen, die wir jetzt ziehen werden, mit den Resultaten 
der Messungen gut iiberein. . 

Dagegen ist es sehr gut denkbar, auch physikalisch denkbar, daB 
Substanzen in der Natur vorkommen kénnen, die man nie als Bestand- 
teile eines einfachen Systems ansehen kann. Dieses wiirde z. B. der Fall 
sein, wenn die innere Reibung der betrachteten Substanz, die im allge- 
meinen Funktion der Deformationsgeschwindigkeit ist, bei quasistatischen 
Zustandsinderungen nicht gegen Null konvergieren wiirde. Dann wiirden 
nimlich die Krifte, welche die aiuBere Arbeit A liefern, mit den Gleich- 
gewichtskraften nicht mehr vergleichbar sein; die aiubere Arbeit A selbst 
kénnte nicht mit Hilfe eines Pfaffschen Ausdruckes wie (12) dargestellt 
werden, und die quasistatischen Zustandsinderungen wiiren endlich nicht 
reversibel. Unsere Theorie laBt sich nicht ohne weiteres auf derartige 
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Systeme tibertragen, was iibrigens fiir die klassische Thermodynamik gleich- 
falls der Fall sein diirfte. 

Die Anwendung des Axioms des zweiten Hauptsatzes auf quasistatische 
adiabatische Zustandsinderungen einfacher Systeme wird uns jetzt erlauben, 
die Zustandskoordinaten dieser Systeme auf eigentiimliche Weise zu 
normieren; dazu brauchen wir aber einen mathematischen Satz tiber Pfaff- 
sche Gleichungen, den wir jetzt ableiten wollen. 


4+. Hilfssatz aus der Theorie der Pfaffschen Gleichungen. 

Ist eine Pfaffsche Gleichung 
(16) da, + X, dx, + X,dxz,+---+ X,dz,=0 
gegeben, wobei die X, endliche, stetige, differentiierbare Funktionen der x; 
sind, und weiB man, daB es in jeder Umgebung eines beliebigen Punktes P 
des Raumes der x, Punkte gibt, die man lings Kurven, welche dieser Gleichung 
geniigen, nicht erreichen kann, so mu notwendig der Ausdruck (16) einen 
Multiplikator besitzen, der ihn 2um vollstiindigen Differentiale macht. 

Es seien 

Gy, A, °°, a, 
die Koordinaten von P; dann gibt es nach Voraussetzung unendlich viele 
Punkte P,, die den Punkt P zum Hiiufungspunkt haben und die Eigen- 
schaft besitzen, daB kein einziger der Differentialgleichung (16) geniigen- 
der Kurvenzug existiert, der zugleich P und P, enthiilt. 

Man kann nun aber immer, weil der Koeffizient von dz, nicht ver- 
schwindet, Kurven C; finden, die der Differentialgleichung (16) genitigen, 
P, enthalten und in der zweidimensionalen Ebene liegen, welche P, mit 
der Geraden G 

mH=t, 1~=— a (k= 1, 2,---,m) 
verbindet, falls P; nicht schon selbst auf dieser Geraden liegt. Es sei Q, 
der Schnittpunkt von C; mit G; nach ihrer Konstruktion werden die 
Punkte Q, mit zanehmendem i gegen P konvergieren miissen. Die Punkte Q, 
kénnen auch nicht von P aus lings Kurven, die der Differentialgleichung 
(16) geniigen, erreicht werden, da man sonst durch Hinzunahme der Kurve C;, 
auch P,, entgegen der Voraussetzung, erreichen wiirde. Hieraus folgt, 
daB in jedem Intervalle auf der Geraden G, welches P enthilt, Punkte 
liegen miissen, die von P aus nicht zu erreichen sind. ~ 

Nun betrachte man eine Gerade G,, die zu G parallel ist aber sonst 
willktirlich liegt, und einen beliebigen zweidimensionalen Zylinder, der G, 
mit G verbindet. Es sei M der Punkt, wo diejenige Kurve, welche die 
Differentialgleichung (16) befriedigt, auf diesem Zylinder liegt und P ent- 
halt, die Gerade G, schneidet. Bei beliebiger Variation des Zylinders 
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muB der Punkt M fest bleiben; im entgegengesetzten Falle wiirde die- 
jenige Kurve der Differentialgleichung (16), die auf dem variierten Zylinder 
durch M geht, auf der Geraden G einen beliebigen Punkt der Umgebung 
von P enthalten kénnen. Wir kénnten also auf diese Weise von P aus 
itiber M lings Kurven der Differentialgleichung (16) auch gewisse der 
Punkte Q, erreichen, was ausgeschlossen war. 

Veriindert man nun stetig die Lage der Geraden G,, so wird M eine 
n-dimensionale Fliche beschreiben und simtliche Kurven der Differential- 
gleichung (16), die durch P hindurchgehen, miissen auf dieser Fliche 
liegen. Der Punkt P war aber willkiirlich gewahlt; durch Variation seiner 
Lage erhilt man also eine Schar von Flichen 

F (%, Tyy*""y x,) =C, 
die vom Parameter C abhiingen und auf welchen séimtliche Kurven der 
Differentialgleichung (16) liegen miissen. Die Koeffizienten der dz, in 
den beiden Gleichungen 


dz, + X,dz, + X,dz,+---+ X, dz, =0, 
oF oF oF oF 
ba, Me + gy om + = dz, +---+55-dz,=0 
sind also einander proportional, und es besteht die Gleichung 


(17) dF = fe (da, + X,dz,+ X,dz,+---+ X,dz,} 


CL, 


womit unser Satz bewiesen ist. 


5. Normierung der Koordinaten eines einfachen Systems. 


Es sei S ein einfaches System, das von den Koordinaten 


(18) bo Ty, %y,***, ZT, 
abhiingen mige, wobei die n letzten GréBen der Reihe (18) Deformations- 
koordinaten darstellen und die fiuBere Arbeit bei quasistatischen Zustands- 
finderungen durch ein Integral iiber den Ausdruck 
DA =p, dz, + p,dz,+---+p,dz, 

geliefert wird. 

Die adiabatischen quasistatischen Zustandsiinderungen des Systems 
kénnen durch die Kurven der Pfaffschen Gleichung 


de+DA=% dt, + X,dz, + X,dz,+---+X,dz, =0, 


(19) B a 
X; = a, + DP, 


dargestellt werden. 
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Wiirde man nun lings Kurven der Differentialgleichung (19), die von 
einem gegebenen Anfangspunkte ausgehen, jeden Punkt einer gewissen 
Umgebung dieser Anfangsstelle erreichen kénnen, so wiirde man auch, 
nach unseren Voraussetzungen iiber einfache Systeme, jeden beliebigen 
Endzustand durch adiabatische Zustandsinderungen approximieren kénnen. 
Letzteres soll aber nach unserem Axiome II unméglich sein. Andererseits 


ist aber wegen der Eigenschaften der einfachen Systeme 2* nicht iden- 


C§> 
tisch Null; man wird also, wenn man von gewissen singuliiren Stellen 
absieht, den Ausdruck (19) durch ®* dividieren kénnen und sich dann 


08> 
unter genau denselben Voraussetzungen befinden wie im vorhergehenden 
Abschnitte. 


Der Ausdruck (19) besitzt demnach einen Multiplikator, der weder 
Null noch Unendlich ist; bezeichnet man ihn mit ” so hat man schlieBlich 
(20) de+DA=Mda, - 


wobei a, eine gewisse Funktion der Variabeln (18) bedeutet. Nun ist 
aber durch Vergleich von (19) und (20) 


Oe 
Ox, . a 
0&, M’ 


also nach Obigem von Null verschieden. Man kann demnach die Gleichung 


Uy = Xy (Eo, XH, °**» Zy) 
nach & auflésen und 2, als (n+ 1)” Koordinate unseres Systems an Stelle 


von £ neben den » Deformationskoordinaten einfiihren. - 
Tun wir dies, so behalt der Ausdruck 


(21) DA = p, dx, + py da, +-+-+ p, de, 


fiir die iufere Arbeit seine urspriingliche Gestalt, weil er das Differential 
dé, nicht enthilt; es sind aber jetzt die p, Funktionen der neuen Ver- 
anderlichen 2, 2,,--+-, 2,- Ebenso muB in (20) die Funktion M als von 
diesen selben Variabeln abhingig angesehen werden. 

Die Kurven, welche adiabatischen quasistatischen Zustandsiinderungen 
unseres Systems entsprechen, gentigen jetzt der Gleichung 
(22) Ly = Const. 
Umgekehrt kann jede Kurve im Raume der z,, die z konstant laBt, als 
Bild einer derartigen Zustandsiinderung angesehen werden; die Gleichung (22) 
ist nimlich mit (19) aquivalent, und wir haben im dritten Paragraphen 
gesehen, daB Kurven, welche dieser Gleichung geniigen, die erwihnte 
Eigenschaft besitzen. 
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Bemerkt man nun, daB die Gleichung (20) eine Identitét ist, und 
setzt man in dieser Gleichung fiir DA den Ausdruck (21) éein, so erhilt 
man schlieBlich die Beziehungen 





(23) Mdx =de+DA= rs diy, 
(24) wid B= — Fe i=1,2,---,n. 


Ein Koordinatensystem, das siimtliche in (21), (23), (24) angefiihrten 
Eigenschaften besitzt, soll im folgenden ein ,normiertes“ Koordinaten- 
system heiBen. Dabei mu bemerkt werden, daB diese Eigenschaften 
simtlich erhalten bleiben, wenn man 2, durch eine beliebige Funktion 
f(a) dieser GréBe ersetzt, was iibrigens auch aus der Theorie des Multi- 
plikators eines Pfaffschen Ausdruckes direkt folgt. 

In der Thermodynamik kann man nun unter allen méglichen nor- 
mierten Koordinatensystemen ein gewisses auszeichnen, das eindeutig be- 
stimmt ist, und mit Hilfe der physikalischen Eigenschaften von starren, 
nur fiir Wirme durchlissigen Winden definiert wird; dieses soll unsere 
niichste Aufgabe sein. 


6. Bedingungen fiir das thermische Gleichgewicht. 


Es seien zwei einfache Systeme S; und S, gegeben mit den normierten 
Koordinaten 


Moy Hy, ***y Tay 
Yoo Yio ** *> Ym- 


Diese Systeme sollen durch eine feste und nur fir Wirme durch- 
lassige Wand getrennt sein. Eine derartige Wand wird durch folgende 
Eigenschaften definiert: 

1. Die Deformationskoordinaten der beiden betrachteten Systeme 
kénnen nach Einfiihrung der Verbindung unabhangig voneinander variiert 
werden. 

2. Es tritt nach jeder beliebigen Gestaltsiinderung des Gesamtsystems, 
wenn dieses adiabatisch isoliert ist, nach endlicher Zeit Gleichgewicht ein. 

3. Das Gesamtsystem S befindet sich nur dann, aber auch immer 
dann im Gleichgewichte, wenn zwischen den Koordinaten z,, y, eme ge- 
wisse Relation der Form 


(25) F (gy 4, ***y Lui Yor Yrs "> Ym) = 9 
erfiillt ist. 

4. Es ist jedesmal dann, wenn jedes der Systeme S, und S, unter 
analogen Bedingungen mit einem dritten Systeme S, im Gleichgewichte 
ist, ebenfalls Gleichgewicht zwischen S, und S, vorhanden. 
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Diese letzte Bedingung ist damit gleichbedeutend, daB von den drei 
Gleichungen 
F (gy Xp ++ +> Un} Yor Yrs ***s Ym) = 9, 
(26) G (Xo, Hyp ++ *y Uys Soy By °°, %) =O, 
A(Yo; His °°» Ym3 209 19°" > %&) = 9, 


die analog (25) das Gleichgewicht zwischen S, und S,, S, und S,, S, und 
S, bedingen, jede eine Folge der beiden anderen ist. 

Dieses ist aber nur dann méglich, wenn das Gleichungssystem (26) 
iquivalent ist mit einem Systeme der Form 


(2%, Uys %,) _ 5 (Yo; Yr" Ym) _ t (2, By" *"y &,). 
Insbesondere kann dann die Bedingung (25) ersetzt werden durch zwei 
Gleichungen der Form: 

0(%, %,°**, 2) =, 


7) 5(Yo, %1,°°'s Un) =T 
wobei t eine neue Verinderliche bedeutet. 

Diese GréBe + nennt man die Temperatur, die Gleichungen (27) die 
Zustandsgleichungen der Systeme S, und §,. 

Das System (27) ist aber andererseits fiquivalent mit einem Systeme 
der Form 

Wioj=n, W(oj)=1, 

wo W eine willkiirliche Funktion bedeutet. Die Funktionen (27) sind 
demnach nicht eindeutig bestimmt; man driickt diese Unbestimmtheit 
aus, indem man sagt, daB die ,,Temperaturskala“ noch beliebig gewahlt 
werden kann. 

Aus unseren Voraussetzungen ergibt sich ferner, daB mindestens eine 


der GréBen ge > be nicht identisch Nuil ist. Wiren niimlich diese beiden 
0 0 


GréBen Null, so wiirden 9 und o nur noch von 2, %,°**)%,3 Yyy Yor **'s Yn 
abhiingen. Das sind aber lauter Deformationskoordinaten, die man unab- 
hingig voneinander variieren kann; man wiirde demnach Zustiinde erreichen 
kénnen, fiir welche es unméglich wiire die Gleichung (25) zu befriedigen, 
was unserer zweiten Voraussetzung iiber thermisches Gleichgewicht wider- 
spricht. 

Eine dieser GréBen, ve z. B., ist daher von Null verschieden, und man 

0 


kann, in Punkten allgemeiner Lage, z, als Funktion der (n+m-+-1) tibrigen 
Koordinaten mit Hilfe der Gleichung 


o=6 
ansetzen. Das System S kann also als ein System mit (n+m+1) Frei- 
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heitsgeraden betrachtet werden, das (n+ m) Deformationskoordinaten besitzt. 
Nach unserer Annahme der pag. 368 ist es also ein einfaches System, auf 
welches wir unsere friiheren Uberlegungen anwenden kénnen. 


7. Absolute Temperatur. 


Den Voraussetzungen des vorhergehenden Paragraphen gemiB ist die 
Energie ¢ unseres Gesamtsystems S gleich der Summe der Energien «¢, 
und « seiner beiden Bestandteile. Ebenfalls ist die auBere Arbeit A, 
die S wihrend einer beliebigen Zustandsiinderung leistet, gleich der Summe 
der GréBen A, und A,, die den Systemen S, und S, zukommen. Nun 
waren aber diese letzten Systeme einfach und ihre Koordinaten nor- 
miert; daher kann man schreiben 


de, + DA, = M(a, 2, +++, 2) d%, 
de, + DA, = N (%, re Yn) AY; 
durch Addition dieser Gleichungen erhilt man 


(28) de+ DA=Mda,+ Ndy. 

Das System S ist aber auch ein einfaches System, wie wir bewiesen 
haben; daher muS der Ausdruck auf der rechten Seite von (28), bei Be- 
riicksichtigung von (27), einen Multiplikator besitzen. 

Wir wollen jetzt voraussetzen, daB in der Natur mindestens ein 
System existiert, dessen Zustandsgleichung eine oder mehrere Defor- 
mationskoordinaten enthilt. Die Erfahrung lehrt, daB diese Voraussetzung 
z. B. bei Gasen erfiillt ist. Wahlen wir nun ein derartiges System fiir 
S,, so folgt, daB die Funktion g@ mindestens eine der GréBen 2z,, z,, ---,x,, 
also z. B. 2, enthiilt. Dann kénnen wir in (28) die GréBe M als Funk- 
tion von 

Xo, T, Uy, Uy, ***, X, 


ansehen. 
Fiir die Zustandsgleichung 


(Yo, Yrs °° "> Ym) =F 
fassen wir jetzt simtliche Méglichkeiten ins Auge. 
1. Im Falle, wo 6 von keiner einzigen der GréBen yp, y,,---, y,, ab- 
hingén, muB fiir t in M ein bestimmter Wert eingesetzt werden. In der 
nun bestehenden Identitiit 


(29) du = a[M da, + Ndy] 


muB8 die Funktion « nur von z und y, abhiingig sein, so daB AM und 
AN auch nur von diesen beiden Verinderlichen abhiingen. Da nun die 
y, in M nicht vorkommen, so kann 4 keine einzige der Deformations- 



































Grundlagen der Thermodynamik. 375 


koordinaten von S, enthalten; diese kommen aber auch in AN nicht vor; 
folglich ist auch N von diesen Gréfen frei und einzig und allein von y, 
abhangig. 

2. Im Falle, wo 6 nur von der einen Zustandskoordinate y, abhingt, 
wiirde man in M die GréBe t als Funktion von y, einsetzen kénnen und 
auf genau dieselbe Weise den SchluB ziehen, daB N auch hier nur y 
enthilt. 

Diese beiden ersten Fiille kommen zwar in der Natur nicht vor, sind 
aber mit unseren Voraussetzungen tiber einfache Systeme keineswegs in 
Widerspruch. 

3. Endlich betrachten wir den Fall, bei welchem auch in 6 mindestens 
eine Deformationskoordinate vorkommt. Es sei diese z. B. y,; wir kénnen 
jetzt diese letzte GréBe und folglich auch die GréBe N als Funktion von 

Yor T Yor Yar ***> Ym 
ansehen. 

In (29) sind auch jetzt 1M und 4N Funktionen von 2, und y, allein. 
Da nun sowohl M wie auch 2M die Koordinaten y,, y,,---, y,, nicht 
enthalten, so gilt dasselbe von 4; folglich ist auch N von diesen GréBen 
unabhiingig, weil sonst auch 4N diese Koordinaten enthalten wiirde. 

Aus den analogen Betrachtungen fiir die 2, gewinnt man schlieBlich 
das Resultat, daB 2 héchstens von x, y, und t, M nur von 2%, und tf, 
N nur von y, und t abhingen. 

Da nun 4M und 1N auch von t unabhingig sind, so hat man 
aM aN 
Or er 
woraus man schlieBt, daB die logarithmische Ableitung 





04 on 


1 @A 

4 Ot 
von A nach t weder von y, noch von 2, abhiingen kann und daB folg- 
lich A in éin Produkt aus einer Funktion der einen Veriinderlichen t und 
einer Funktion von x, und y, zerfillt. Demnach kann man schreiben: 


W(x, 
A= 
und hieraus folgt weiter, da 4M eine Funktion von x, und y% allein ist, 
daB M die Form haben mub 
M = f(t) «(2»), 
und genau auf dieselbe Weise sieht man, dab 


N = f(t) B(y) 
ist. Die allgemeinste Spaltung von M und N in ein Produkt von zwei 
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Faktoren, von denen der eine nur von t, der andere nur von 2, resp. 4% 
abhingt, ist, wenn C eine willkiirliche, von Null verschiedene Konstante 
bedeutet, 

(30) M=Cf()“G, N= Of (x) SB. 

Geht man von einer gegebenen Temperaturskala aus, so ist fiir jedes 
System, dessen Zustandsgleichung eine der Deformationskoordinaten ent- 
halt, die Funktion f(r) bis auf eine multiplikative Konstante véllig be- 
stimmt und fiir alle derartige Systeme dieselbe. 

Bemerkt man nun, daf auch fiir die Systeme, die wir unter 1. und 2. 
untersucht haben, eine soleche Spaltung der Funktion N méglich ist, 
so sehen wir, daB die Funktion f(r) eine ganz allgemeine physikalische 
Bedeutung besitzt. Die durch diese Funktion definierte Temperaturskala 


t= Cf (2) 
wird die ,absolute‘ genannt. Um auch die Konstante zu bestimmen, 
schreibt man sich die Differenz von zwei festen Temperaturen, z. B. der 


des Schmelzens des Eises und der des Verdampfens des Wassers unter 
vorgeschriebenem Drucke, vor. 


8. Entropie. 


Bei jedem einfachen Systeme kann man nach (23) und (30) die 
Koordinaten so normieren, dab 


G8 Ge Ce 
DA =— — dz, — — dz, —---— — dz, 
Ox, da, * (a, = ® 
de __ ta (a) 
om—,Oté‘i 


sei, wobei ¢ die absolute Temperatur bedeutet. Wir fiihren nun mit Hilfe 
der Gleichung 


(31) 1—t%=f * da, 


eine neue Koordinate » ein; die Gleichung (31) laBt sich nach 2, auf- 
lésen, da M und also nach (30) auch @ von Null verschieden sind. Es 
nimmt nun das totale Differential der Energiefunktion die Form an 


(32) de =tdy—DA. 


Die neue Koordinate 7 heiBt nach Clausius die ,,Entropie“ des 
Systems und ist durch (31) bis auf eine willkiirliche additive Konstante 
bestimmt. 
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Bei dem System S = S, + S8,, das wir im vorigen Paragraphen be- 
trachteten, hat man fiir jede quasistatische Zustandsinderung, wenn 1,, 7%, 
die Entropien von S, und 8S, bedeuten, 


de = de, + de, = t(dy, +dy,) — DA, — DA,. 
Wenn demnach y, und », mit Hilfe der Gleichungen 


% + %y = %; 
(33) a, __a% 6 
% te 
ur Ons 


als Funktionen von 2,, y, und der neuen Verinderlichen y ausgedriickt 
werden, so wird das totale Differential der Gesamtenergie ¢ abermals die 
Form (32) erhalten. Die Entropie des Gesamtsystems ist also gleich der 
Summe der Entropien ihrer verschiedenen Bestandteile. Diese additive 
Eigenschaft der Entropie, die auch bestehen bleibt, wenn man andere 
Wiinde als die eben betrachteten, die nur fiir Wiarme durchlissig sind, 
zwischen den Systemen S, und S, einlegt, wie man aus der Theorie 
dieser Wiinde entnehmen kann, hat viele Physiker veranlaBt, die Entropie 
als eine physikalische GréBe anzusehen, die abhnlich wie die Masse jedem 
riumlich ausgedehnten Kérper anhaftet, vom augenblicklichen Zustande 
dieses Kérpers aber abhingig ist. 

Da nach (30) die Entropie bei normierten Koordinaten nur von 2, 
abhiingt, so bleibt sie bei jedem adiabatischen quasistatischen Prozesse 
konstant. Und jede Zustandsinderung eines einfachen Systems, bei welcher 
die Entropie konstant bleibt, ist nach unseren friiheren Auseinander- 
setzungen reversibel. 


9. Irreversible Zustandsinderungen. 


Wir haben von einfachen Systemen vorausgesetzt, daB bei adiabatischen 
Zustandsiinderungen die méglichen Arbeitsleistungen, wenn der Anfangs- 
zustand und die Endgestalt gegeben sind, eine zusammenhingende Zahl- 
menge bilden. Berechnet man nun mit Hilfe der fiir beliebige adiabatische 


Prozesse geltenden Formel > 


&(q, %, %g,°°*,2,) —& +A=—O 


die entsprechenden Endwerte der Entropie 4, so folgt aus Stetigkeits- 
griinden, daB diese auch ein ganzes Intervall ausfiillen. Der Anfangswert 
% der Entropie muB notwendig ein Punkt dieses Intervalles sein; denn 
bei quasistatischen Zustandsiinderungen, die ja auch unter die in Betracht 
kommenden zu zahlen sind, bleibt der Wert von » unveriindert. Wire 
nun 4 ein imnerer Punkt des Intervalls, so kénnte man zunichst durch 


Mathematische Annalen. LXVII. 25 
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adiabatische Zustandsiinderungen den Wert von 7 beliebig im einer ge- 
wissen Umgebung von 7, annehmen und dann durch quasistatische Zu- 
standsinderungen, bei festgehaltenem 7, die Deformationskoordinaten will- 
kiirlich veriindern. Dieses widerspricht aber dem Axiome des zweiten 
Hauptsatzes. 

Der Wert , befindet sich also an einem Endpunkte des betrachteten 
Intervalls. Hieraus folgt, daB der Wert der Entropie bei beliebigen 
adiabatischen Zustandsiinderungen, die von einem gegebenen Anfangs- 
zustande ausgehen, entweder nie zu- oder nie abnehmen kann. 

Variiert man den Anfangszustand, so sieht man, dab, wegen der 
Stetigkeit, die Unméglichkeit einer Zu- oder Abnahme der Entropie fiir 
zwei beliebige Anfangszustiinde eines selben Systems immer im selben 
Sinne erfolgen mu. Dasselbe gilt aber auch von zwei verschiedenen 
Systemen S, und S, wegen der additiven Eigenschaft der Entropie, die 
wir im vorhergehenden Paragraphen besprochen haben. 

Ob die Entropie nur zunehmen oder nur abnehmen kann, hiingt noch 
von der Konstante C der Formel (31) ab, die in 4 multiplikativ auftritt. 
Man wiihlt diese Konstante derart, daB die absolute Temperatur ¢ positiv 
ist. Dann lehrt die Erfahrung, die man nur an einem einzigen Experi- 
mente zu bestiitigen braucht, daf die Entropie nie abnehmen darf. 

Hieraus folgt, daB Gleichgewicht stets stattfinden wird, wenn bei 
allen zulissigen virtuellen Verainderungen des Zustandes eines einfachen 
Systems die Entropie abnehmen muB, wenn sie also im Gleichgewichts- 
zustande ein Maximum besitzt. 

AuBerdem aber folgt aus unseren Schliissen, dab, wenn bei irgend 
einer Zustandsiinderung der Wert der Entropie nicht konstant geblieben 
ist, keine adiabatische Zustandsiinderung gefunden werden kann, welche 
das betrachtete System aus seinem End- in seinen Anfangszustand 
tiberzufiihren vermag. 

Jede Zustandsiinderung, bei welcher der Wert der Entropie variiert, ist 
»irreversibel “. 


10. Méglichkeit der experimentellen Bestimmung der Energie, 
Entropie und absoluten Temperatur. 


Wir miissen zeigen, daB die GréBen ¢«, 7 und ¢, die wir in unsere 
Uberlegungen eingefiihrt haben, in jedem konkreten Falle durch Experi- 
mente bestimmt werden kénnen. Dieses gelingt am einfachsten, wenn 
man, wie wir es jetzt tun wollen, voraussetzt, daB man reversible Prozesse 
mit hinreichender Genauigkeit beobachten kann. Da dieser Voraussetzung 
in logischer Hinsicht nichts im Wege steht, kommt man zur Einsicht, 
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daB die Thermodynamik rein experimentell, d. h. ohne jede Voraussetzung 
iiber die Natur der ,,Wirme“, begriindet werden kann. 

In Wirklichkeit wiirde man in der Anwendung der hier angegebenen 
Methode auf Schwierigkeiten stoBen, die aus der GréBe der unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler entstehen. Man zerlegt daher das Problem in 
zwei Teile: Erstens bestimmt man die absolute Temperaturskala; auf 
diese Frage kann ich in der vorliegenden Arbeit nicht eingehen, weil sie 
lingere Auseinandersetzungen verlangt. Ist aber ¢ bestimmt, so kann 
man die GréBen « und y ziemlich leicht berechnen, wie wir im folgendem 
Abschnitte sehen werden, und zwar, indem man Messungen benutzt, die 
sehr genau gemacht werden kénnen. 

Hier setzen wir voraus, es sei ein einfaches System S gegeben, das 
von den Koordinaten 

Eo, Ty, Uqy** "Ly 
abhiingen midge, wobei die zx, die Deformationskoordinaten bedeuten. 
Ferner sollen folgende Funktionen durch Messungen ermittelt werden 
kénnen : 

1. Die Zustandsgleichung von S fiir irgend eine Temperaturskala t 


(34) v (E, Wy, L,***, L,) =F. 
2. Die Koeffizienten des Pfaffschen Ausdruckes fiir die Arbeit A 
(35) DA = p,dz, + p,da, +-+--+p,dz,. 


3. Die Koeffizienten der Pfaffschen Gleichung fiir quasistatische 
adiabatische Zustandsinderungen: 


(36) O— > (de+DA) = di, + X,dx, + X,dz,+---+ X,dz,. 
da, 


Um die Koeffizienten X,, X,,---, X, dieses letzten Ausdruckes 
experimentell zu bestimmen, kann man sich folgende Versuche vor- 
stellen: Man betrachte adiabatische Zustandsinderungen des Systems, bei 
welchen nur eine Deformationskoordinate, z. B. x, um Az,, zunimmt, 
wihrend 2, %,,---,2, konstant bleiben; man messe die wahrend dieses 
Prozesses entstandene Veriinderung A&, von £ ; dann ist, wenn Az, 
hinreichend klein ist und auBerdem die Zustandsinderung hinreichend 
langsam erfolgt war, 

x,—-— 4h 
: 4a, 
fiir den betrachteten Anfangszustand. 

Der Pfaffsche Ausdruck (36) muB nach den friiheren Resultaten 
einen Multiplikator 4 besitzen, der ihn zum vollstindigen Differentiale 
macht; dieses ist nur dann méglich, wenn die GréBen X, gewissen Diffe- 
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rentialgleichungen geniigen, die daher notwendig bei jedem wirklichen 
Systeme bestehen miissen, insofern unsere Theorie richtig ist. 
Es besteht dann die Gleichung 


4(d&, + X,dz,+ X,dxz,+---+ X,dz,) =—dz,, 
die man integrieren kann. Nachdem man jetzt fiir x ein beliebiges ihrer 
Integrale gewihlt hat, kann diese GréBe als neue Koordinate eingefiihrt 
werden; dabei wird aus (34) 
(37) 9 (Xo, My°*'y a) ne 
und es behilt auch (35) seine urspriingliche Form, nur miissen die p, 


als Funktionen der neuen Veriinderlichen angesehen werden. 
Machen wir nun fiir die absolute Temperatur ¢ den Ansatz 


t=—6 (t), 
so folgt aus den Gleichungen (24) und (32) 
(38) de — B(t) «(%) dy — p, dz, —---—p, day. 


Die Funktionen « und f miissen auf solche Weise bestimmt werden 
kénnen, daB der Ausdruck (38) integrierbar ist. 

Dieses ist zuniichst nur dann méglich, wenn (35) bei konstantem x, 
auch integrierbar ist, wodurch gewisse Bedingungen fiir die p, entspringen, 
die bei jedem Systeme erfiillt sein miissen. Setzen wir ferner 


Ty = Gy, Ty = G3,°°*, 1, = a,, 
wo die a, Konstanten bedeuten, und fiihren die Bezeichnungen ein 
(39) T = P(X, 2, My, --*,G,) = f (Xp, 2), 


(40) Py (Loy Xp, Ay, * + +, @,) = G(X, 2), 
so mu8 der Ausdruck 


B(f (Xo, Z,)) @(%q) dX — G(X, 4) dx, 


ein exaktes Differential sein, was die Bedingung ergibt 


Bf (%, %)] ic @ (2%) + 72. =0 


oder 
eg 
(41) B'(#) @(%) = — Gp 
0x, 


Die rechte Seite dieser Gleichung muB also, wenn man in ihr mit Hilfe 
von (39) 2, als Funktion von 2 und ¢ einfiihrt, in ein Produkt zer- 
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fallen aus einer Funktion von x, und einer Funktion von t, so daB man 
schreiben kann 
og 
Ox, 
_ i = ¥(x,) O(r). 


On, 








Sind C und C’ noch zu bestimmende Konstanten, so erhalt man schlieBlich 
t= A(t) =CfO(r)dr+C', 


Z x oom t 
at (X) = ron ¥ (Hp). 


Die erste dieser Gleichungen stellt die absolute Temperatur dar, die zweite 


erlaubt die Entropie ‘ 


1 
I—-%= bf ¥@) dx, 


zu bestimmen. 

Die Integrationskonstante C erhilt man, indem man die Differenz D 
der absoluten Temperatur zwischen zwei bestimmten Temperaturen 1, 
und t, noch willkiirlich vorschreibt, durch die Formel 


a 
fowas 


Nach Einfiihrung der gefundenen Werte fiir « und # in (38) kann 
man, wenn die Integrabilitiitsbedingungen, wie das in konkreten Fillen 
sein muB, alle erfiillt sind, diese Gleichung integrieren und erhiilt: 


& — & = C'(4 — %) + F(u, %,° ++, 2). 


Man sieht, daB man durch reversible Prozesse die absolute Temperatur 
nur bis auf eine additive Konstante und die innere Energie nur bis auf 
eine lineare Funktion der Entropie bestimmen kann. 

Man kann aber diese Unbestimmtheit vermeiden, indem man C’ ein 
fiir allemal mit Hilfe eines einzigen adiabatischen irreversiblen Vorganges 
beobachtet, z. B. eines solchen, bei welchem keine aiuBere Arbeit geleistet 
wird. In diesem Falle bleibt die Energie konstant, wihrend die Koordi- 
naten meSbare Veriinderungen erhalten, woraus eine lineare Gleichung 
fir C’ entspringt. 

Fiir ideale Gase gestalten sich die Rechnungen folgendermaBen: Wir 


C 
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haben, wenn wir bei konstanter Gesamtmasse den Druck p und das 

spezifische Volumen v als Koordinaten wihlen, fiir die Zustandsgleichung 
pv=t 

und fiir die Gleichung der Adiabatenkurven 


po’*+! — Const. 
Wir kénnen also 
v=2,, priti—az, 


setzen und erhalten fiir die Formeln (39) und (40) 
t = f (Xp, 2%) = % xz", 
P= 9 (Xp, %) = Map 7*”. 
Die Gleichung (41) gestaltet sich hier 


B'(®) @(%) = =, 
sodaB man erhalt 


t=B(t)—Cr+C', a(a) =p — 


> 
YX 


a,’ Cc’ 
o~ [ee + Cya, 
Die Integration dieser letzten Gleichung liefert nun 


_ 1 
| dz, — % 2, %t da, 


@ 2,7 Cc’ 


&—& = + Cy log %, 


oder wenn wir t und wv wieder als Koordinaten einfiihren, 
t Cc’ C’ 
t—H => +g, let gle. 


Man braucht nun einen irreversibeln Vorgang, um den Wert von C’ 
zu bestimmen. Bei adiabatischer Expansion, bei welcher das Gas keine 
Arbeit leistet, bleibt z. B. t konstant. Man hat also C’=0 und die auf 
die tiblichen Bezeichnungen leicht zuriickzufiihrenden bekannten Formeln 


1 1 
t=, 4 po= ct. 


11. Praktische Bestimmung von « und 1. 


In diesem Abschnitte setzen wir voraus, dab die absolute Temperatur- 
skala schon bekannt ist und daB man von einem einfachen Systeme S, 
dessen Zustandskoordinaten wieder 


Ey, X,Uqy** "Ly 
sein mégen, folgende Daten messen kann: 
1. Die Zustandsgleichung. 
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2. Die Funktionen p,, p,,---, p, im Pfaffschen Ausdrucke fir die 
aiuBere Arbeit. 


3. Die ,spezifische Wirme“ bei konstanter Gestalt. Letzteres be- 
deutet, daB man mit Hilfe kalorimetrischer Messungen, d. h. durch 
Beobachtung gewisser irreversibler Vorgiinge die GréBe 


de 
ét 
bei konstanten 2,,2,,---,2, ermitteln kann. 
Aus 1. folgt, daB man als die (n +1) unabhiingigen Koordinaten 


b, Uy, Ly, °* *y Ly 


wihlen kann, wobei ¢ wieder die absolute Temperatur darstellt. In diesen 
Koordinaten hat (32) die Gestalt: 


de=t a dt + SI i —p,| dz,. 
1 


Da dieser Ausdruck ein vollstindiges Differential sein soll, hat man 
wegen der Integrabilititsbedingungen 


(42) in — % eres 
AuBerdem aber kennen wir wegen 3. die GréBe 

on 1 de 
(48) ato 


Die Gleichungen (42) und (43) erlauben die Entropie » bis auf eine 
additive Konstante eindeutig zu bestimmen, wenn nur gewisse Integra- 


bilitatsbedingungen zwischen den p, und ot erfiillt sind. Setzt man die 
Werte (42) in de ein, so erhilt man die Gleichung 


én . Op; 
(44) de—t Sh dt+ S|tP—p,| dz, 
1 


die integriert werden kann, sobald die obigen Bedingungen erfiillt sind. 

Durch Integration der Gleichungen (42), (43) und (44) erhilt man 
also simtliche Daten, die man braucht. 

Zu genau analogen Rechnungen wiirde man gefiihrt sein, wenn man 
statt der spezifischen Warme bei konstanter Gestalt die spezifische Warme 
bei konstanten fuBeren Kriften messen wiirde. Nur miiBte man dann 
nicht die Energie ¢, sondern das ,thermodynamische Potential“ 


E— Py, — Py Xz — ++ — P,%, 
zunachst berechnen. 
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12. Kristallinische Medien. 


Unsere siimtlichen bisherigen Ausfiihrungen und Resultate lassen sich 
auf den allgemeineren Fall tibertragen, wo einige der Medien fest sind 
und eine kristallinische Struktur besitzen. 

Der einzige Unterschied ist der, daB die GréBen, welche diese Phasen 
charakterisieren, von den bisher betrachteten verschieden sind. Neben 
dem Volumen V kommen hier die Deformationsinvarianten in Betracht, 
die in der Elastizititstheorie definiert werden. Da wir die einzelnen Phasen 
homogen voraussetzen, sind diese GréBen in jedem Punkte einer Phase 
dieselben und kénnen als charakteristische Merkmale der ganzen Phase 
angesehen werden. 

Statt des Druckes, der hier nicht mehr von der Richtung unabhingig 
ist, muB man die ,,mechanischen Invarianten“ einfiihren, d. h. die Koeffi- 
zienten der Differentiale der DeformationsgréBen im Pfaffschen Ausdrucke 
fiir die auBere Arbeit, der ebenfalls in der Theorie der Elastizitit auf- 
gestellt wird. 

Dieses sind im ganzen, wenn man die GréBe V noch hinzunimmt, 
dreizehn Koordinaten an Stelle der zwei V und p, die wir bisher hatter. 
Diese Zahl kann aber bei speziellen kristallinischen Systemen ver- 
mindert werden. 

Die chemischen Koordinaten dagegen, d. h. die GréBen m,,, die wir 
im ersten Abschnitte dieser Arbeit betrachteten, sind hier genau dieselben 
wie zuvor. 

Zwischen diesen verschiedenen GréBen existieren aber jetzt gewisse 
Relationen, auch wenn wir die Phasen einzeln betrachten, wihrend friiher 
Bedingungsgleichungen nur durch Beriihrung verschiedener Phasen ent- 
stehen konnten. Fiir die Aufstellung dieser Relationen mu8 ich wieder 
auf die Elastizitatslehre verweisen. 


13. Bemerkungen iiber die Tragweite der thermodynamischen Sitze. 


Die Art, wie wir die Hauptresultate der Thermodynamik abgeleitet 
haben und insbesondere die Begriffe ,absolute Temperatur“ und ,,Entropie“ 
aufstellten, 1iBt vermuten (obwohl auch andere Wege fiir die Aufstellung 
der Theorie denkbar sind), daB diese Sitze und Begriffe an viele Voraus- 
setzungen gekniipft sind und daB ihr Giiltigkeitsbereich ein entsprechend 
beschrinkter ist. 

Natiirlich sind gewisse Verallgemeinerungen méglich, die ohne weiteres 
gelingen. So kann man sich von der Voraussetzung, daB die verschiedenen 
Medien homogen sein sollen, sofort befreien. Man braucht dazu nur die 
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Zustandskoordinaten, die wir bisher hatten, als Funktionen des Ortes an- 
zusehen und die Definitionen der inneren Energie und der nach auBSen 
geleisteten Arbeit mit Hilfe von geeigneten Integralen entsprechend zu 
modifizieren. Die Schwierigkeiten, die durch derartige Verallgemeinerungen 
entstehen, sind rein mathematischer Natur; sie lassen sich leicht bei Seite 
schaffen und beeintrichtigen keineswegs unsere Resultate. 

Ahnlich kann man den Fall behandeln, wo Kapillarkriifte zu beriick- 
sichtigen sind; eine thermodynamische Behandlung dieses Problems 
findet sich in der oben zitierten Abhandlung von Gibbs und scheint 
schon siimtliche Hauptgedanken zu enthalten, die zu einer vollstindig 
befriedigenden Lésung dieser Fragen fiihren diirften. 

Zu Schwierigkeiten ganz anderer Natur fiihren dagegen die Probleme 
der Strahlung und der ,Bewegung der Wiirme“, insbesondere also auch 
die Thermodynamik bewegter Medien. 

Bei den einfachsten Strahlungserscheinungen kommt man, um iqui- 
valente Systeme oder um den Zustand eines Systems zu definieren, 
mit einer endlichen Anzahl von Koordinaten nicht mehr aus. Denn 
schon die Emissions- sowie die Dispersions- und Absorptionsfahigkeit 
einer Substanz miissen fiir jede Wellenliinge angegeben werden, so dab 
hier nicht bloBe Zahlen, sondern von einer oder mehreren Variabeln ab- 
hingende Funktionen nétig sind, um diese Eigenschaften zu beschreiben. 
Es liegt hier derselbe Unterschied vor wie in der Mechanik, wenn man 
von Systemen mit endlicher Anzahl von Freiheitsgraden zur Mechanik 
der Kontinua iibergeht. 

Nun ist der Begriff der Temperatur kein primirer, d. h. man muh 
die verschiedenen Zustandskoordinaten aufstellen kénnen, ohne von dieser 
GréBe Gebrauch zu machen. Die Temperatur tritt, wie wir sahen, in 
die- Rechnungen ein, indem man gewisse Gleichgewichtsbedingungen 
betrachtet. Man kénnte nun versucht sein, die Temperatur eines strahlenden 
Mediums S, zu definieren durch die Bedingung, daB es mit einem unserer 
friiheren Systeme S,, das nach Vorigem die Temperatur ¢ besitzt, im 
Gleichgewichte sei. Da®B aber eine derartige Definition zu Unstimmig- 
keiten fiihren kann, liegt auf der Hand: Das System S, muB niamlich 
jetzt ebenfalls als strahlendes Medium angesehen werden; es kénnten aber 
sehr gut zwei Systeme S,’ und S,” existieren, die vom Gesichtspunkte der 
Strahlung aufgefaBt voneinander verschieden sind, wiihrend sie fiir die 
gewohnliche Thermodynamik, die weniger Zustandskoordinaten kennt, 
genau denselben Gegenstand darstellen. Es braucht daher S, nicht zugleich 
mit S,’ und S,” im Gleichgewichte zu sein, und wenn dies der Fall ist 
kann dieses System eine Temperatur ¢ im gewéhnlichen Sinne des Wortes 
unmdglich besitzen; es muB diese Frage, ehe man sie beantwortet, einer 
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eingehenden Priifung unterzogen werden. Ganz ahnliche Bedenken kann 
man fiir den Begriff der Entropie geltend machen, deren Definition mit 
dem der absoluten Temperatur in so engem Zusammenhange steht. 

Im Falle, wo die Thermodynamik bewegter Medien (zu welcher man 
auch die Theorie der Warmeleitung zihlen kann) sich ohne Beriick- 
sichtigung der Strahlungserscheinungen behandeln laBt, sind die Schwierig- 
keiten anderer Natur. 

Hier wiirde man wahrscheinlich jedem materiellen Punkte des Systems 
eine gewisse Temperatur zuordnen kénnen, die mit der Zeit variiert. 
Diese Temperatur kiénnte aber miglicherweise von simtlichen Zustands- 
koordinaten, also hier auch von den Geschwindigkeiten abhiingen. 

Trotzdem kénnten fiir die Bestimmung der Energiefunktion und der 
Bewegungsgleichungen unsere friiheren Methoden nicht zur Anwendung 
kommen, da wegen der nicht zu vernachlissigenden inneren Reibung alle 
Vorgiinge immer irreversibel sind. 


Bonn, den 10. Dezember 1908. 
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Uber den gegenseitigen durchschnittlichen Abstand von Punkten, 
die mit bekannter mittlerer Dichte im Raume angeordnet sind. 


Von 


Paut Hertz in Heidelberg. 


§ 1. 

Fiir manche Fragen der Molekularphysik ist es von Bedeutung, den 
durchschnittlichen Abstand zweier Nachbarmolekiile schitzen zu kénnen. 
Uber diese GréBe geben die kinetischen Theorien keinen unmittelbaren 
AufschluB; sie gestatten aber, die Zahl der in der Volumeneinheit vor- 
handenen Molekiile zu berechnen, und es ist einleuchtend, daB damit auch 
irgendwie ihre durchschnittliche gegenseitige Entfernung im Zusammen- 
hang stehen muB. Um diese zu finden, haben sich, soweit mir bekannt, 
alle Theoretiker der folgenden einfachen Uberlegung bedient:*) 

Sie denken sich die Molekiile in den Ecken kongruenter Wiirfel an- 
geordnet**), die offenbar gerade die gesuchte mittlere Entfernung a als 
Kantenlinge besitzen werden. Dann enthilt der Wiirfel von der Volumen- 
einheit 4 solcher Wiirfel, d. h. wenn » die Zahl der in der Volumen- 
einheit vorhandenen Molekiile bedeutet, mu8 
(1) a= 


Vn 
sein. 
Gegen diese naheliegende Betrachtung ist nichts einzuwenden, als dab 


*) Siehe z. B. O. E. Meyer, Theorie der Gase, Breslau 1877, 8. 232. 
R. Clausius: Kinetische Theorie der Gase, 2. Auflage, 1889—1901, 8. 246. 
**) Zu dieser Apnahme gelangt man durch folgende falsche SchluBweise. Man 
legt ein System sehr kleiner kongruenter Wiirfel von solcher GréBe zugrunde, dab 
auf jeden ein Molekiil entfallt, betrachtet die Lage, die die Molekiile im Mittel im 
Wiirfel besitzen und ersetzt durch diese Durchschnittslagen die wirklichen Lagen 
der Molekiile. Hierauf fiihrt man eine solche Parallelverschiebung des Gitters aus, 
da8 seine Eckpunkte in jene neuen Lagen der Molekiile iibergehen. Dann ist die 
oben ausgesprochene Annahme erfillt. Die Unzulissigkeit dieser Betrachtung diirfte 
aus der nachfolgenden Untersuchung hervorgehen. 
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die Molekiile eben nicht wiirfelférmig angeordnet sind. Dennoch wird der 
Physiker sie gelten lassen, da der durch sie gewonnene Wert von dem 
wahren nicht bedeutend abweichen kann und es in den Molekulartheorien 
nur auf die GréBenordnung ankommt. Vom mathematischen Standpunkte 
dagegen ist es erwiinscht, die durchschnittliche gegenseitige Entfernung 
von Punkten auch dann zu kennen, wenn ihre riumliche Verteilung keinen 
andern GesetzmiBigkeiten als denen des 7ufalls unterworfen ist. Auch 
kénnen wir nur so die allerdings sehr annehmbare Vermutung wirklich 
beweisen, daB durch das eben geschilderte Verfahren wenigstens die 
GréBenordnung des gesuchten Abstandes richtig gewonnen wird. Indem 
wir die Beschrinkung auf das dreidimensionale Kontinuum fallen lassen, 
sprechen wir unsere Aufgabe so aus: Uber einen sehr groBen v-dimen- 
sionalen Raum ®, sind sehr viele Punkte so verteilt, daB n auf die Volumen- 
einheit entfallen. Wie groB ist nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit der 
durchschnittliche Abstand gzweier Nachbarpunkte ? 

Der Antwort auf diese Frage muf eine Definition der durchschnitt- 
lichen Entfernung vorausgehen. Diese kann so gegeben werden: Wir 
denken uns einen sehr groBen Raum vom Volumen V und betrachten alle 
Méglichkeiten, in ihm »-V Punkte zu verteilen. Stellt man in jeder 
Anordnungsmiglichkeit fiir jeden Punkt seinen Abstand von dem ihm zu- 
nachst liegenden fest und nimmt das arithmetische Mittel aller so erhaltenen 
Langen, so gelangt man zum mittleren Abstand. Eine Entfernung, die 
ebenso oft iiberschritten wie unterschritten wird, heibe der wahrscheinliche 
Abstand, und endlich die am hiaufigsten vorkommende Linge der héiufigste 
oder wahrscheinlichste Abstand. Die so definierten drei GréBen werden, 
wie sich zeigen wird, im Raum von unendlich vielen Dimensionen einander 
gleich; schon im dreidimensionalen Raume aber kommen sie einander sehr 
ee. 
9 Vn 
geschiitzt werden. Ein solcher fiir alle drei Arten der Entfernung angenihert 
geltender und durch einen bequemen gemeinen Bruch ausgedriickter Wert 
kann als durchschnittlicher Abstand bezeichnet werden. 


nahe und kénnen mit einem Fehler von weniger als 3°/, auf 


§ 2. 

Unter der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Punkte eines im v-dimen- 
sionalen Raum verteilten Systemes eine gewisse Eigenschaft besitzen, ver- 
stehen wir die Anzahl aller Punkte, denen diese Eigenschaft zukommt, 
in allen méglichen Verteilungsarten*), dividiert durch das Produkt aus 


*) Da das Volumen V grof ist, kann man die Abzihlung auf die eine gerade 
in der Natur vorliegende Verteilungsart beschrinken; das Volumen kann nimlich in 
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der Zahl der Punkte tiberhaupt und der Zahl der Verteilungsarten. In 
diesem Sinne sei mit der Wahrscheinlichkeit W(r) zu erwarten, daB der 
einem Punkte A zuniichst liegende Punkt, wir wollen sagen der Nachbar- 
punkt B*), von A eine Entfernung unterhalb r besitze; unter W(r’,r”) ferner 
verstehen wir die Wuhrscheinlichkeit daftir, dab der Abstand AB zwischen 
r’ und r’, und unter w(r) dr, daB er zwischen r und r+ dr enthalten 
ist. Wenn nun r, >7, > 7, ist, so folgt nach dem bekannten Additions- 
gesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


(2) W(r,) = Wr, 7%) + Wr), 
(3) W(r5, 7) = W(r5, 73) + Wr, 7), 
und nach Definition: 

(4) W(r,r+dr) = w(r)dr. 

Aus (2)—(4) ergibt sich dann: 

(6) Wer) = J w(e) de. 


Wir beschreiben nun um A zwei Kugeln mit den Radien r und r+ dr. 
Damit der Nachbarpunkt B in die Zone zwischen diesen Kugeln fallt — 
die Wahrscheinlichkeit dafiir wurde mit w(r) dr bezeichnet —, miissen 
zwei Bedingungen erfiillt sein: 

1) muB die Zone wirklich einen Punkt enthalten. Verstehen wir 
unter » die Anzahl der Punkte pro Volumeneinheit, und unter k(r) die 
GréBe einer Kugel von » Dimensionen und dem Radius r, so ist die 
Wahrscheinlichkeit dafiir: i 


n 


2) muB der in der Zone vorkommende Punkt auch wirklich der A 
nichstliegende sein; d. h. die Kugel mit dem Radius r darf keinen Punkt 
enthalten. Dafiir ist die Wahrscheinlichkeit =1—W/(r). Nach dem 
Produktsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat man also 


(6) [1—Wor)]n ot dr = w(r) dr 
oder nach (5): 
(7) [1 ey ‘w(e) do |n S* = w(r). 


eine groBe Anzahl Teilvolumina zerlegt werden und es ist anzunehmen, daB in diesen 
alle mdglichen Verteilungsarten vorkommen. 

*) Nachbarpunkt ist also kein reziproker Begriff, B kann Nachbarpunkt von A 
sein, ohne daB A Nachbarpunkt von B ist. 











390 P. Hertz. 


Diese Gleichung ergibt differenziert: 


nasi spite _ 1 or 
== OY drin k nk n kK? 
also 

“fe P 


Integrieren wir, so bekommen wir: 
w= Ch'e™* 
wo C eine Konstante bedeutet. Da aber nach (7) fir kleine r 
w= nk 
ist, so muB C=» sein und man erhilt: 


(9) w= nk'e~**, 

Fiir W folgt daraus in Verbindung mit (6): 

(10) W=1-—e™. 
§ 3. 


Diese Betrachtungen sind nicht ganz streng. Denn der Begriff der 
Wahrscheinlichkeit ist zunichst nur fiir den Fall eines endlichen Volumens 
definiert und kann erst durch Grenziibergang auf den Fall des unendlich 
groBen Raumes iibertragen werden. Daher sollte der Beweis auch mit 
der Betrachtung eines endlichen Rauminhaltes V beginnen; aber dann ist 
auch die bisher stillschweigend gemachte Voraussetzung nicht mehr erfiillt, 
daB die Eigenschaften eines Punktes A in bezug auf den Nachbarpunkt B 
unabhingig von der Lage im Volumen V seien. 

Sei eine v-dimensionale Kugel K von Volumen V gegeben, und seien 
in ibr N Punkte verteilt. Wir denken uns XK in eine groBe Anzahl — 
im Grenzfalle in unendlich viele — gleich groBe Volumenelemente 6V 
zerlegt. Unter der Konfiguration eines Punktsystems verstehen wir die 
Angabe dariiber, in welchem Volumenelemente jeder individuelle Punkt 
liegt; Anordnungen also, die sich durch Permutationen der einzelnen 
Punkte unterscheiden, haben als verschieden zu gelten, wihrend eine Ver- 
schiebung der einzelnen Punkte innerhalb ihrer Volumenelemente zu keiner 
neuen Konfiguration fiihrt. 

Jetzt beschreiben wir um den Mittelpunkt M von K zwei Kugeln K, 
und K, von den Radien r und r+dr. dr sei sehr klein gewahlt und 
zwar so, daB r*dr sehr klein gegen V, dagegen sehr groB gegen die 
Volumenelemente dV ist. Unter der Wahrscheinlichkeit, daB der M zu- 
niichstliegende Punkt B einen Abstand zwischen r und r + dr besitzt, 
unter w(r)dr, verstehen wir die Anzahl der Konfigurationen, fiir die dies 
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der Fall ist, dividiert durch die Anzahl simtlicher Konfigurationen. Ent- 
sprechend ist die Wahrscheinlichkeit W(r) dafiir definiert, daB der Ab- 
stand BM <r ist. Wie friiher, hat man auch jetzt: 


Wr) =f We)de. 


Um die Anzahl der Konfigurationen zu finden, bei denen B zwischen 
K, und K, liegt, miissen wir zuniichst diejenigen heraussuchen, bei denen 
K, von Punkten entbléBt ist. Unter diesen ist noch eine Auswahl zu 
treffen; nur solche darf man nimlich zulassen, bei denen zwischen K, 
und K, Punkte vorkommen. Fragen wir also, auf welchen Bruchteil 
durch diese zweite Auswahl die Zahl der durch die erste Auswahl noch 
zugelassenen Konfigurationen herabgesetzt wird. Wenn N = 1 ist, werden 
durch den ersten Schritt so viel a hervorgehoben, wie es 


Volumenelemente auBerhalb K, gibt, also © mii sF die zweite Auswahl 


zeichnet unter ihnen wieder ros —~ aus, sila also die Zahl der Kon- 


Koper 1. Wenn N>1 ist, kann man bei 
geniigender Kleinheit von dr die Fille, dab mehrere Punkte in die auBer- 
ordentlich schmale Zone zwischen K, und K, fallen, auBer acht lassen 
NK (r) 





figurationen im Verhiiltnis 











und findet fiir den gesuchten Bruchteil — Also hat man schlieBlich 
(1- Wir) voE7=” 
oder 
, NK 
0 
Daraus folgt 
_ d ((V—kKw 
£4 calgon is ve 
w (V—k) w (V—kk’w 
— —e ae es © 
also: 
w’ k’ k’ NK 
w ~V—k +E V—k? 


oder integriert: 


1 , 
w= C. gt k (V—k)* 
=C-k(V—k)*-*. 
Nun ist nach (11) fiir kleine r 


w= > 
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Daraus bestimmt sich C und man erhilt: 
(12) w = ay (VB). 
Fiir W ergibt sich daraus nach (11) 


(13) W(r) =1—(—*)"®). 


Falls man fiir r den Radius der Kugel K wihlt, so wird k=V und 
W =1, wie von selbst einleuchtend. 
Wir wollen jetzt : 
(14) _— 
setzen, dann wird: 


(15) w=kn- (1 = >) ie 


N nk 


=Kn- (1 e —\e ta) 


LaBt man N iiber alle Grenzen wachsen, wihrend » und k endlich bleiben, 
so wird der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck: 


also: 


Diese Beziehung gilt also stets, wenn N sehr groB gegen die Ein- 
heit und sehr groB gegen nk ist, also insbesondere, wenn man bei end- 
licher Verteilungsdichte auBerordentlich viele Punkte in einem sehr groBen 
Raume unterbringt, aber auch dann, wenn ein endliches Volumen mit 
sehr vielen Punkten erfiillt wird, sofern die Formel nur auf solche r an- 
gewandt wird, fiir die nk klein gegen N ist. Dem letzteren Falle be- 
gegnen wir z. B. bei der Betrachtung eines endlichen Gasvolumens, das 





F cine _ N 
*) Die Formel 1—W(r) = (* V *) ergibt sich auch sehr einfach unmittelbar. 


Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Raum auBerhalb der Kugel vom Radius r 
alle Punkte enthilt — das bedeutet doch 1 — W(r) —, besitzt, wenn N=—1 ist, 
V—k 
+ 
also Wir) und wegen (5) auch w(r) gefunden. Dieser Weg ist wohl noch einfacher 
als der im Text eingeschlagene. 


anil y 
den Wert r* und mu8 daher, wenn N>1 ist, -( ) werden. Es ist 
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sehr viele Molekiile enthalt. Im iibrigen hingt es nur von der Wahl der 
Volumeneinheit ab, welcher Fall vorliegt. Ist aber N nicht groB, so darf 
man keineswegs fiir w die Exponentialformel ansetzen, z. B. gilt fir 
N= 1 nach (12) 


eon 
V 
d. h. w ist dann, wie auch unmittelbar ersichtlich, konstant. 

Legt man nun ein beliebig gestaltetes Volumen V zugrunde, nimmt 
wieder N sehr groB und » endlich, und greift nicht zu nahe dem Rande 
einen Punkt A heraus, so wird die Wahrscheinlichkeit w(r)dr dafiir, daB 
der Nachbarpunkt B einen Abstand zwischen r und r+dr von A be- 
sitzt, wie man sehr leicht sieht, ebenfalls durch (9) gegeben sein. Nur 
muB r so gewihlt sein, dab nk klein gegen N ist. Die Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen haben sich also bestitigt. 


§ 4. 
Eine Zahl a, die der Abstand eines Punktes von seinem Nachbar- 


punkte ebenso oft iiberschreitet wie unterschreitet, soll der wahrscheinliche 
Abstand heiBen. Fiir ihn gilt die Beziehung 


(16) W(a,)=5 
oder nach (10) 
(17) k(a,) = * In 2. 


Derjenige Wert a, von r, der am hiufigsten vorkommt, d. h. dasjenige 
Argument, fiir welches w(r) sein Maximum erreicht, soll der hédufigste 
oder wahrscheinlichste Abstand heiBen. Nach (9) ist a, gegeben durch: 

k” (a) 
(18) K*@,) ” 


Endlich nennen wir das arithmetische Mittel aller vorkommenden Ab- 
stiinde den mittleren Abstand G. Somit ist a durch 


(19) sa fr-w(yar 

definiert. Nach (9) wird ee 

(20) a= oo K (r) e~"* dr. 

Wir kénnen den Ausdruck fa G@ auch in etwas anderer Form geben: 


Wegen (19) und (5) hat man 
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a=f/rw'dr 


0 
a= {r+ (w-1)ar. 
° 
Hieraus folgt durch partielle Integration: 
a= {(1—W) ar 
0 
oder nach (10): 
(21) a—fe*dr *) 
0 


g 5. 


Wir brauchen jetzt nur noch in den Formeln den Inhalt & durch 
r auszudriicken. Zunichst kann man setzen 


(22) k(r) = x-9, 


wo x nur von der Dimensionszahl v abhingt. Weiter setzen wir 











a, = «, >— 
+ tyr’ 
1 
(23) “TR 
9 
a @&€ 7— 
n 
Nun wird nach (17): 
“a, = +2, 
n 
also: 
(24) «- Y=. 


Ferner bekommt man nach (18) fiir «> 1: 
v-(v—1) ay *x 
ee ay = n, 


also 


(25) g- Vt, 
und endlich nach (21) 





*) Folgt auch unmittelbar aus (20) durch partielle Integration. 
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i < 
a = fom" dr 
° 


- Vf ave 
1 


- VE feral), 


oder durch partielle Integration: 


yi fers dz. 
Daher ist : 


(26) i= yt r(i+), 


wenn wir, wie iiblich, 


(27) ry) = feww-tay 
0 
setzen. 
In diesen Formeln ist nun noch der Faktor x enthalten, der sich 
aber leicht durch v ausdriicken léBt. Wenn v gerade ist und zwar = 2y, 
so hat man*): 


a’ 
(28) ay" TSB y 


Dagegen gilt fiir ungerade v = 2y — 1: 


2’ x¥} 
(29) “gy-1 “ 7-3.5..-(@y—1). 





Um einen fiir beide Fille geltenden Ausdruck zu gewinnen, benutzt man 
die [-Funktion; da fiir sie die beiden Beziehungen bestehen **) 


(30) T(m)=1-2-3---m—1, 
1 1-3-5---(2m—1)4/- 
(31) P (m+ 5) =e a, 
so kann man schreiben***): 
2 
(32) x, = —~—_ 
r($+1) 


Verbinden wir jetzt (28), (29) und (32) mit (24)—(26), so erhalten wir 
fiir gerade v = 2y: 


*) P.H. Schoute: Mehrdimensionale Geometrie, Band II, Leipzig 1905, 8. 289. 
**) O. Schlémilch: Analytische Studien, Leipzig 1848, I. Abteilung, 8. 47. 
***) Vgl. auch P. H. Schoute a. a. 0. 


26* 
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(33) “= “ "Vin 2: yl, 
(34) “- Te _— v!, 
(35) @=C(t+9,)72°Vn, 


fir ungerade vy = 2y —1 
*751/In2-1-3-5---(@y—1) 























(36) qe tat , 

(37) aan Se hs a 2, 

(38) @=0(1+ sin) V' a, 
und allgemein: a ln 

(39) «= > Vin2-6 (5 +1), 

(40) «, = 4 } *—* r(}+41), 

an Fe VEE +H) F143) 


Man sieht leicht, daB die Quotienten von je zwei dieser drei Koeffizienten 
« mit unendlich wachsendem v gegen 1 konvergieren. Bei sehr groBem » 
kann man also fiir alle drei Zahlen « setzen 


=. = 
-<lOT- EVE" 
oder nach der Stirlingschen Formel *) 


(42) e- Vi. 


$6. 
Gehen wir endlich dazu iiber, bestimmte Werte fir » einzusetzen. 
Wenn »=1 ist**), kann die hiufigste Entfernung unseren Formeln nicht 
entnommen werden, da dann der Nenner der linken Seite von (18) ver- 
schwindet. In diesem Falle wird aber nach (9) 
w= 2ne-2*", 


*) Vgl. z. B. die in Pascals Repertorium (deutsch von Schepp, Leipzig 1900), 
Band 1, 8. 17, Z. 10 v. 0. gegebene Formel. 

*) Auf der Linie liegt jeder Punkt zwischen zwei Punkten; nur einer von ihnen 
gilt aber als Nachbarpunkt. 
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eine Funktion, die im Gebiete der nicht negativen r ihren gréBten Wert bei 
r = 0 besitzt, wenn auch dort ihre Ableitung nicht verschwindet. Daher 
setzen wir fiir diesen Fall a,—0. Die andern Fille erledigen sich durch 
die von uns aufgestellten Formeln. Wir haben nach (33)—(41): 

fir »=1 


(43) 
(44) 
(45) 
fir v= 2 
(46) 
(47) 


(48) 
fir v=3 
(49) 


(50) 
(51) 
und fiir v= 4 
(52) 


(53) 


(54) 


*) a. a. O. S. 183. 








entsprechende Linge a, = 


1 
«=> In2, 


nach (38) und (30), 


nach (35) und (31), 


e 

"rs ee 
Vi 

es Qn? 

«-VEr(3) 


1 ji. o 
“TE Y2in2, 


FF V= 
a, nee Vz 2? 


e- Vr(t) 


a 


Um endlich die so erhaltenen Koeffizienten numerisch auszuwerten, 
bedienen wir uns der Schlémilchschen Tabelle.*) Finden wir dabei fiir 
ein bestimmtes v einen bequemen gemeinen Bruch, der den drei a-Werten 
angenihert gleich ist, so bezeichnen wir ihn mit a, und nennen die 


> den durchschnittlichen Abstand. So ge- 
Vn 


langen wir zur folgenden Zusammenstellung: 
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| , a, a a, | 





v= 1 | 0.3466 | 0.0000 0-500 | — | 





v=—2|0-4697 | 0-3989 | 0-5000 | — 





y=8 | 0.5490 | 0-5419 0-5540 








v= 4 | 0.6265 | 0.6244 | 0.6081 | 3 

















Hier weichen die vierstelligen Dezimalbriiche um weniger als- eine Einheit 
der vierten Stelle von den wahren Werten ab. 
Wiihrend man also bisher die durchschnittliche Entfernung zweier 


Molekiile, wenn ihrer » auf die Volumeneinheit entfallen, = as setzte, 


n 
zeigt sich, daB sie ungefihr nur ; Ve betriigt. Von diesem ungefahren 
n 
durchschnittlichen Werte weichen mittlere, wahrscheinliche und wahr- 
scheinlichste Entfernung um weniger als 3°, ab. Fiir die Molekular- 
theorie ist es daher hinreichend genau, mit dem Koeffizienten : zu 
arbeiten, ja fiir ihre Zwecke hiitte auch die bisherige Annahme der mitt- 


leren Entfernung zu Vz geniigt. Immerhin diirfte es von theoretischem 


n 
Interesse sein, den genauen Wert des durchschnittlichen Abstandes 
zu kennen. 


Zusatz: Ein dem vorstehenden verwandtes Problem hat E. Czuber*) 
gelést: Auf einer Strecke, in einem Kreis oder in einer Kugel werden 
- willkiirlich zwei Punkte gegeben und ihre Abstandswahrscheinlichkeit und 
ihr mittlerer Abstand gesucht. Diese Aufgabe ist spezieller als die von 
uns betrachtete, da sie nur von zwei Punkten handelt, wihrend wir NV 
beliebig groB annahmen ($3) und dabei den Fall N = oo (§ 2, § 3 Ende) 
bevorzugten. 

Noch ein Unterschied findet statt: Czuber laBt die Lagen der beiden 
Punkte vollstiindig willkiirlich, wir aber verfiigen tiber den einen Punkt 
von vornherein, indem wir ihn in den Mittelpunkt festlegen-und nur 
hinsichtlich des andern eine Unbestimmtheit dulden. 


Heidelberg, den 20. Dezember 1908. 


*) Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte, Leipzig 1884, S. 11, 69, 208. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig u. Berlin 1908, S. 92. 
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Die reduzierten Differentialgleichungen 
der Bewegung des schweren unsymmetrischen Kreisels. 


Von 
Paut SrAcxet in Karlsruhe i. B. 


$ 1. 
Aufstellung der reduzierten Differentialgleichungen der Bewegung. 


Das Problem, die Bewegungen eines starren Kérpers zu bestimmen, 
der allein der Kraft der Schwere unterworfen ist und von dem ein Punkt 
festgehalten wird, oder ktirzer, die Bewegungen eines schweren Kreisels zu 
diskutieren, laBt sich bekanntlich auf ein System von sechs Differential- 
gleichungen erster Ordnung zuriickfiihren.*) Zu den Eulerschen Gleichungen: 


Adp/dt — (B—C) gr = Zy¢y — oes, 
(E) Bdq/dt — (C—A) rp =2 ol, — 2%, 
Cdr [dt — (A—B) pq = ye, — Xe 
treten nimlich die Gleichungen: 
de,/dt = re, — 4%, 
(P) dc,/dt =pt,—r¢,, 
de,/dt = qc, — pty, 
die ich nach dem Mathematiker, bei dem sie sich zuerst finden, als die 
Poissonschen Gleichungen bezeichnen will.**) Hat man aus diesen sechs 


*) Vgl. den Artikel [V6: Elementare Dynamik der Punktsysteme und 
starren Kérper in der Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, besonders 
Nr. 36, S. 689—646; dort findet man auch die Erklirung der hier gebrauchten Be- 
zeichnungen. 

**) Wahrscheinlich hat Lagrange diese Gleichungen schon besessen, ehe sie 
Poisson, Mécanique, 1° éd., t. Il, Paris 1811, p. 185, verdffentlichte; bei Lagrange 
stehen sie jedoch erst in der zweiten Auflage der Mécanique analytique, t. Il, Paris 
1815, S. 197 der Ausgabe von Bertrand. 
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Gleichungen p,q, 7; ¢,, ¢,¢, als Funktionen der Zeit mit der MaBbgabe 
ermittelt, daB 

(1) 6? + o?+ = 1 

sein soll, so findet man die beiden Eulerschen Winkel # und @ aus den 
Gleichungen: 


(2) ¢=sn@sng, =—sin@®cosm, ¢,—cos# 
und erhalt den dritten Eulerschen Winkel w durch eine Quadratur: 
t 
(3) vm iyt f PEt are as, 
to 


man kann aber auch nach Weierstra8 (Hoffmann-Natani, Mathematisches 
Worterbuch, Artikel Rotation) die sechs itibrigen Richtungskosinus a, , a,, a; 
b,, b,, b, mittels einer Quadratur bestimmen. 

Von den Euler-Poissonschen Gleichungen kennt man auBer dem 
Integral (1) noch zwei Integrale, niimlich das Integral der lebendigen Kraft: 


(4) T= — (%C,+Yol+%¢3) +h 
und das Integral des Flichensatzes in bezug auf die Vertikale: 
(5) ¢, Ap + «Bq + ¢,Cr =k. 


Es liegt daher nahe, mittels der Gleichungen (1), (4), (5) die Richtungs- 
kosinus ¢,, ¢,, ¢,; zu eliminieren und so das Kreiselproblem auf drei Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung zuriickzufiihren. Wollte man jedoch 
die drei Komponenten p,q,7 der instantanen Winkelgeschwindigkeit nach 
den Hauptachsen in bezug auf den festen Punkt O als unbekannte Funk- 
tionen der Zeit wihlen, so wiirden sich héchst verwickelte und uniiber- 
sichtliche Gleichungen ergeben, und es kommt daher alles darauf an, 
Verbindungen der p, g, r zu finden, bei denen die zugehérigen reduzierten 
Differentialgleichungen der Bewegung méglichst einfach ausfallen. Nun 
spielen aber diejenigen Verbindungen der p,q, r eine ausgezeichnete Rolle, 
die eine von der Wahl der im KGrper festen Koordinatenachsen unabhingige 
geometrische-mechanische Bedeutung besitzen, Verbindungen, die ich gegen- 
tiber den p, q, r als Hauptinvarianten des Kreisels bezeichnen méchte.*) Als 
soleche Hauptinvarianten kann man nach dem Vorgange von W. HeB**) 


*) Vgl. meine Note: Ausgezeichnete Bewegungen des schweren wnsymmetrischen 
Kreisels, diese Annalen Band 65 (1908), S. 538—555, die ich im folgenden mit (A) 
zitieren werde. 

**) Uber das Problem der Rotation, diese Annalen Band 20 (1882), S. 461—470; 
Uber die Eulerschen Bewegungsgleichungen and ihre singuldren Liswngen, Programm 





des Lyceums zu Bamberg, 1889, 60 Seiten (die angekiindigte Fortsetzung ist nicht 
erschienen); Uber die Eulerschen Bewegungsgleichungen und tiber eine neue partikulire 


























Schwerer unsymmetrischer Kreisel. 401 


und P. A. Schiff*) die folgenden drei Skalare wiihlen: die lebendige Kraft 
T, das halbe Quadrat der Linge des Impulsvektors U, und die Arbeit S 
der Komponente des Impulses nach dem Schwerpunktvektor, der den festen 
Punkt O mit dem Schwerpunkt G verbindet. Fir diese Hauptinvarianten 
S, 7, U gelten die Gleichungen: 


S=— x, Ap + yBq + %Cr, 


(H) T= ;(Ap*+ Bg? + Cr’), 


U — 1 (Atp* + B%q? + Cr’). 


Um die drei Differentialgleichungen zu gewinnen, denen S, 7, U ge- 
niigen, berechnet HeB (1882) die Richtungskosinus ¢,,¢,,¢c, aus den Glei- 
chungen (1), (4), (5), wobei er ein Verfahren benutzt, das E.de Combescure 
angegeben hatte**), und setzt die so erhaltenen Werte in die Gleichungen 
ein, die sich aus den Eulerschen Gleichungen als lineare Verbindungen 
mittels der Multiplikatoren : 


%, Yo, *o 
Ap, Cq, Cr, 


io: ¥ 
ergeben; auf diese Art entstehen niamlich die Gleichungen: 


(6) dS/dt =(B—C)a,qr + (C—A)yrp + (A—B)a pq, 
(7) dT /dt = &(ygr—2q) + Cy (4oP—or) + C3(%I—YoP), 
(8) dU/dt = ¢,(y,Cr—2,Bq)+ (4. Ap—%yCr) +65 (%Bq—yAp). 


Eleganter ist das Verfahren von Schiff (1903), der die Richtungs- 
kosinus ¢,, ¢, ¢, aus den drei linearen Gleichungen (4), (5), (8) berechnet 


Lésung des Problems der Bewegung eines starren Kérpers wm einen festen Punkt, diese 
Annalen Band 37 (1890), S. 153—181. 

*) Uber die Differentialgleichungen der Bewegung eines schweren starren Kérpers 
um einen festen Punkt, Mathematische Sammlung Band 24, Moskau 1903, 8. 169—177 
(russisch); in meiner Note Math. Ann. Bd. 65 habe ich die Methode von Schiff auf 
Grund seiner kurzen Angaben, die der Ergiinzung und zum Teil der Berichtigung 
bediirfen, ausfiihrlich dargestellt. Fir die Prioritit von HeB8B vgl. meinen Vortrag 
Ausgezeichnete Kreiselbewegungen auf der Naturforscher-Versammlung zu Céln, 22. Sept. 
1908, der inzwischen in dem Jahresbericht der D. M.-V. erschienen ist. 

**) In der Abhandlung: Sur quelques systémes particuliers d’ équations différentielles , 
Journal f. Math., Band 80 (1875), 8. 38—51 hatte E. de Combescure gezeigt, wie 
man ein System von n Gleichungen auflésen kinne, bei dem die Summe der Quadrate 
der n Unbekannten gleich Eins ist, wihrend die tibrigen Gleichungen linear sind. 
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und die so erhaltenen Werte in die Gleichungen (1) und (7) einsetzt. 
Dazu kommt, wie bei Heb, die Gleichung (6), in der die ¢,, ¢,, c, gar 
nicht vorkommen.*) 

Wenn noch die Lange des Schwerpunktvektors OG mit 1 bezeichnet, also 
(9) a? + Yo + 2° = 1? 
gesetzt wird, so ergeben sich bei dem Verfahren von Schiff fiir die 
Richtungskosinus der Vertikalen die Ausdriicke: 


_e= T)(2%U— ApS) + k(? Ap —a,8S)+dU /dt -(y, oe 








: 24U — S? 
I (h—T)(2y, 0—Bq ada a nd ew +dU/dt- Ste 4,09 
( ) hen 22U — 
‘ _ &-T)?2% U—Cr8)+k(? Cr a8 +dU /dt -(2, Ba— YoAP) 
pa 2eU — 


und die reduzierten Differentialgleichungen der Bewegung \auten folgender- 
maBen : 


() dS/dt = (B—C)a,qr + (C—A)yyrp + (A—B)a pq, 
(II) | (b) (2PU—S?*)dT/dt=[S(h—T)—kl*| dS /dt+[2P?T—(x, p+yoq+2r)S|d U/dt, 
l(c) (dU/dt) = P(2 U—F*) — 8*+ 2kS(h—T) — 2U0(h—-T)*. 

In den Gleichungen (Il) kommen zwar noch die Komponenten p, 9, r 
vor, allein diese lassen sich, wie ich in (A) gezeigt habe, falls der Kreisel 
unsymmetrisch ist, aus den Gleichungen (H) als Funktionen von S, 7, U 
berechnen; bei den folgenden Untersuchungen soll daher stets vorausge- 
setzt werden, dab man es mit einem Kreisel zu tun hat, der weder 
kréftefrei noch symmetrisch ist. 

Zu beachten ist auch, daB man zur Herstellung der Gleichungen (II) 
fiir S, 7, U nicht die p, g, r selbst, sondern nur die beiden Verbindungen 


(10) R = (B—C)a qr + (C—A)ygr + (A—B)a pq 
und 
(11) V = 2p + Yo + 4" 


nétig hat, die. selbst den Charakter von Hauptinvarianten besitzen, da sie 
nach (A) aus dem Schwerpunktvektor, dem Impulsvektor und dem Vektor 
der Drehgeschwindigkeit durch skalare und vektorielle Multiplikation 
hervorgehen. 

Die Gleichungen (I) und (II) zusammengenommen sollen als die Hef- 
Schiffschen Gleichungen bezeichnet werden; denn obgleich HeB die Prioritiit 


*) Eine dritte, sehr durchsichtige Herleitung hat R. Marcolongo gegeben, 
indem er sich der Vektorenrechnung bediente: Sul moto di wn corpo pesante intorno 
a un punto fisso, Rendiconti della R. Ace. dei Lincei, (5) 17,, 8. 698—705, Sitzung 
vom 20. Dezember 1908. (Zusatz wihrend des Druckes.) 
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hat, so kommt doch Schiff das Verdienst zu, die Gleichungen (I) auf 
eine Form gebracht zu haben, deren Nutzen sich bei den folgenden Rech- 


nungen zeigen wird. 


§ 2. 
Kriterien fiir die Aquivalenz der Euler-Poissonschen und der 
HeB-Schiffschen Gleichungen. 


Sobald man aus den Gleichungen (Il) die Hauptinvarianten S, 7, U 
als Funktionen der Zeit berechnet hat, so ergeben sich daraus auch die 
Komponenten p, g, 7 der instantanen Winkelgeschwindigkeit, und alsdann 
erhalt man aus den Gleichungen (1) die Richtungskosinus der Vertikalen 
€,, C, ¢ als Funktionen der Zeit. Es fragt sich aber, ob diese Ausdriicke 
fiir p, 4,1; G, C,¢, auch den urspriinglichen Ewler-Poissonschen Glei- 
chungen (E, P) geniigen; nur in diesem Falle kann das System der Hef- 
Schiffschen Gleichungen (1, IL) als vollstindiger Ersatz fiir die Gleichungen 
(E, P) gelten. 

Es ist klar, daB man die reduzierten Differentialgleichungen der Bewegung 
nur dann mit Sicherheit an Stelle der Euler-Poissonschen Gleichungen 
verwenden kann, wenn die Kriterien fiir die Aquivalenz aufgestellt worden 
sind, und die Fehlschliisse, die HeB (1882) und Schiff (1903) begangen 
haben, erkliren sich daraus, daB diese die Aquivalenz als selbstverstindlich 
angesehen haben. Keiner von beiden hat eine direkte Untersuchung an- 
gestellt; denn Hef ist spiter (1889) nur auf einem bedenklichen Umwege 
zu Kriterien der Aquivalenz gelangt, indem er nimlich die Lehre von den 
singuliren Lésungen der Differentialsysteme heranzog. In diesem Para- 
graphen soll eine einfache und strenge Methode entwickelt werden, um 
die notwendigen und hinreichenden Kriterien der Aquivalenz herzuleiten. 

Damit man die Komponenten p,q, r aus den Gleichungen (H) be- 
stimmen kann, muB der Kreisel, wie bereits in § 1 erwihnt wurde, un- 
symmetrisch sein; an dieser Voraussetzung soll festgehalten werden. Damit 
sich ferner die Richtungskosinus c¢,, ¢,, c, aus den Gleichungen (1) be- 
rechnen lassen, muB der Ausdruck 2/?// — S* von Null verschieden sein. 
Wegen der Identitit: 


(12) 2PU—S? = (y,Cr—xz,Bq)* + (4, Ap—x Cr)? + (%Ba—yAp)* 

kann er aber nur verschwinden, wenn entweder: 

(13) p=q=r=0 

ist, also der Kreisel ruht, ein trivialer Fall, der als erledigt gelten darf, 
oder die Proportion besteht: 


(14) p:q:r=2,/A:y/B:4/C. 
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Da es sich aber herausstellen wird, daB sich alle Bewegungen des schweren 
unsymmetrischen Kreisels, bei denen die instantane Drehachse im Korper 
festbleibt, der Untersuchung mittels der HeB-Schiffschen Gleichungen ent- 
ziehen, so hat dieser Ausnahmefall keine Bedeutung; es wird sich iibrigens 
ergeben (§ 10), daB der Kreisel in ihm gewisse permanente Drehungen 
ausfihrt.*) 

Werden also die Bewegungen des schweren unsymmetrischen Kreisels 
ausgeschlossen, bei denen die instantane Drehachse im K6rper fest ist, 
so hat es einen Sinn zu fragen, ob sich aus den Hef-Schiffschen Glei- 
chungen, die eine Folge der Euler-Poissonschen Gleichungen waren, umge- 
kehrt die Euler-Poissonschen Gleichungen herleiten lassen. In diesem Falle 
und nur in diesem Falle werden die Euler-Poissonschen Gleichungen durch 
alle Funktionen der Zeit p, 7,1; ¢,, Cg, ¢, befriedigt, die man aus den 
HeB-Schiffschen Gleichungen erhalt, und man gelangt durch Integration 
der reduzierten Differentialgleichungen der Bewegung wirklich zu Be- 
wegungen des betrachteten Kreisels. 

Bei der Untersuchung der Aquivalenz soll zuniichst vorausgesetzt 
werden, daB héchstens eine der Hauptinvarianten S, 7', U einen konstanten 
Wert hat. Falls zwei dieser Hauptinvarianten konstant sind, so ist nach 
(A) § 8 auch die dritte konstant, und die Bewegung des Kreisels besteht 
daher in einer permanenten Drehung; wie es mit den HeB-Schiffschen 
Gleichungen bei den permanenten Drehungen steht, wird in § 3 erdrtert 
werden. 

Zur Abkiirzung werde gesetzt: 





A* = Adp/dt — (B—C) qr — (4% —Y¥o%); 
(E*) B* = Bdq/dt — (C —A) rp — (Xe, —% 4), 
C* = Cdr/dt — (A—B) pq — (Yy ¢,—%¢) 
und 
cf = de, /dt — (rq —qe), 
(P*) G = de, /dt — (pq—re), 
G = de,/dt — (qe, — pe). 





Dann laBt sich die Gleichung (6) oder (Ila) in der Form schreiben: 
(II* a) ry A* + y, B* + 2,C* = 0. 
Multipliziert man ferner die Gleichungen (I) der Reihe nach mit 
YCr—2,Bq, *%Ap—%Cr, % Bq — yAp, 


*) In der Note (A), 8. 547, hatte ich diesen unerheblichen Ausnahmefall iiber- 
sehen und nur den Fall der Ruhe erwihnt. 
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addiert und beachtet die Identitit (12), so ergibt sich die Gleichung (8), 
und es ist daher: 


(Il*b) Ap A* + Bp B* + CrC* =0. 
Nimmt man aber bei den Gleichungen (I) als Multiplikatoren die GréBen: 
Yo" — 204, %oP —%r, %I— YoPs 
so kommt mit Hilfe von (IIa): 
€(YoT— 409) + ¢(ZoP—%X97) + €5(%o9— YoP) 
_ [S(h— 7) — k*] dS/at + [2° T — (@p+y9g+%7)S] dU /at 

e 2°U — 5? ’ 
und da die rechte Seite nach (IIb) gleich d7/dt ist, so gelangt man zu 
der Gleichung (7). Mithin ist: 
(Il*e) pA* + qB* + rC* =0. 

Die Gleichungen (II*), die sich auf diese Art als Folge der Heb- 


Schiffschen Gleichungen (I, Il) ergeben haben, kénnen nur bestehen, wenn 
entweder 








A*=0, Bt=0, C*=—0, 
ist, oder die Determinante 
% YY % 
|Ap Bq Cr\|=R 
eo mae Soe 
(Gleichung (10)) verschwindet; dann ist aber nach der Gleichung (Ila) die 
Hauptinvariante S konstant. Hiermit ist der Satz bewiesen: 

Satz 1. Aus den HeB-Schiffschen Gleichungen (1, IL) folgen wmgekehrt 
die Eulerschen Gleichungen, auBer wenn S einen konstanten Wert hat. 

Der Fall, das S konstant ist, bedarf einer besonderen Untersuchung, 
die in den §§ 5,6, 7 und 10 durchgefiihrt werden wird. 

Um nunmehr von den Heb-Schiffschen Gleichungen zu den Poisson- 
schen Gleichungen zu gelangen, quadriere und addiere man zuniichst die 
Gleichungen (I). Mittels der Gleichung (IIc) gelangt man so zu der 
Gleichung (1) und erhilt hieraus durch Differentiation die Gleichung: 

¢,d¢, /dt + e,dce,/dt + c,de,/dt = 0. 
Folglich ist: 
(I*a) CCF + cy + eee = 0. 
Werden ferner die Gleichungen (I) der Reihe nach mit 2), y, 2) multi- 
pliziert und addiert, so kommt: 


ql + Yols + Mls = h — T, 
und daher wird: 


ade, dt + yode,/dt + 2,dc,/dt — — aT /dt. 
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Nun ist aber nach (II*c): 
q(1 C—9 eq) + Yo(PCs—1e,) + 29(9¢—pe) = — aT /at, 
mithin gilt die Gleichung: 
(*b) ayct + yoth + seh — 0. 
Endlich ist identisch: 
Apc* + Back + Cre¥ = Apde,/dt + Bgde,/dt + Crde,/dt 
+ ¢(B—C)qr + ¢(C—A)rp + ¢(A—B)pq 
und ebenso: 
¢, A* + c, B* + ¢,C* = c, Adp/dt + ¢,Bdq/dt + ¢,Cdr/dt 
— ¢,(B—C)qr — ¢,(C—A)rp — c,(A—B)pq, 
woraus sich durch Addition die Identitit: 


Apet + Bach + Orck + ¢, A* + 6 BY + c0* — CAPs + Bae t Ore) 


ergibt. Werden aber die Gleichungen (I) der Reihe nach mit Ap, Bq, Cr 
multipliziert und addiert, so kommt: 
Ape, + Bge, + Cre, =k, 
mithin wird endlich: . 
(I*c) Apc + Back + Cre® + c, A* +  B* + ¢,C* =0. 

Hat nun S keinen konstanten Wert, so verschwinden die GréBen 
A*, B*, C* und aus den Gleichungen (I*) ist alsdann zu schlieBen, dab 
entweder 

q = 0, ¢ = 0, cS =0 
ist oder die Determinante 


verschwindet. Nach (8), einer Folge der Gleichungen (I), ist aber diese 
Determinante gleich dU/dt. Hiermit ist der Satz bewiesen: ; 

Satz 2. Ist weder S noch U konstant, so lassen sich aus den Hep- 
Schiffschen Gleichungen die Euler-Poissonschen Gleichungen herleiten. 

Die Forderung, daB weder S noch U konstant sein soll, ist daher 
eine hinreichende Bedingung fiir die Aquivalenz der HeB-Schiffschen und 
der Euler-Poissonschen Gleichungen. Wenn U allein konstant ist, so folgen 
zwar aus den Hef-Schiffschen Gleichungen die Eulerschen Gleichungen; 
wie es mit den Poissonschen Gleichungen steht, bedarf jedoch einer be- 
sonderen Untersuchung, die in § 4 durchgefiihrt werden wird. 
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§ 3. 
Die permanenten Drehungen. 


Wie ich in (A) § 4 gezeigt habe, sind die Bewegungen des schweren 
unsymmetrischen Kreisels, fiir welche die drei Hauptinvarianten S, T, U 
konstant sind, permanente Drehungen, also Bewegungen, bei denen die 
Komponenten p,q, 7 der instantanen Drehgeschwindigkeit konstant sind. 
Es ist bequem, in diesem Falle 


(15) p=aw, q=bw, r=cw 
zu setzen, wo 
(16) ++ c=1 


ist, sodaB w die konstante Linge des Drehvektors bedeutet. 

Die permanenten Drehungen sind von O. Staude aus den Hulerschen 
Gleichungen hergeleitet worden.*) Was leisten die Hef-Schiffschen Glei- 
chungen fiir diesen Fall? 

Haben S, 7, U die konstanten Werte S,, ZT), U,, so lautet die 
Gleichung (Ila): 


(17) (B—C) a qr + (C—A)ygrp + (A—B)a pq = 9, 
die Drehachse muB also "Erzeugende dieses Kegels zweiter Ordnung sein, 
den ich als Staudeschen Kegel bezeichnen will. Die Gleichung (IIb) ist 
identisch erfiillt. Die Gleichung (IIc) lautet jetzt: 
(18) 2(2U, —k*) — 8,2 + 2kS,(h—T,) — 2U,(h—T,)* = 0; 
hierin ist: 

S, = (4 Aa + y, Bb + 2,Ce) w, 

T, = ; (Aa® + Bb? + Ce*) w%, 

Uy= + (A? a? + B*b? + C*c*) w* 


za setzen. Man erhalt daher eine Gleichung sechsten Grades fir w, die 
nicht identisch besteht, da der Koeffizient von w* gleich 


— 1 (Ata? + Bb? + Cre?) (da? + BU + Oct)? 
ist. Da die Konstanten A und & willkiirlich sind. so laBt es sich durch 


*) Journ. f. Math. Band 113 (1894). HeB hiitte bei seinen Rechnungen die 
permanenten Drehungen finden miissen, allein es entging ihm der entscheidende Um- 
stand, daB es bei jedem unsymmetrischen Kreisel eine solche zweigliedrige. Schar 
von Bewegungen gibt, und so sprach er nur von ,,einigen untergeordneten Fillen 
gleichférmiger Drehbewegung* (Math. Ann. Bd. 37 (1890), 8.154). Fiir die verwandten 
Untersuchungen von E. J. Routh vgl. den oben erwihnten Encyklopiidie-Artikel IV 6, 
8. 643, Anm. 542. 
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geeignete Wahl von h und & erreichen, daB w irgend einen gegebenen 
Wert annimmt. Endlich zeigen die Gleichungen (I), wenigstens, wenn 
die Ausnahmefille (13) und (14) ausgeschlossen werden, daB die Richtungs- 
kosinus ¢,, ¢, ¢,; konstant sind, also die Eulerschen Winkel # und 
wie bei der reguliiren Priizession des schweren symmetrischen Kreisels 
feste Werte @, und % haben. Aus der Gleichung (3) folgt dann, dab 
(19) o-a+ a sin mt C8 Fe (t — t) / 

ist, so daB sich im allgemeinen die instantane Drehachse im Raume bewegt. 

Dagegen lehren die Euler-Poissonschen Gleichungen, daB bei kon- 
stanten Werten von p, g, r die Drehachse im Raume vertikal steht und 
im Kérper dem Staudeschen Kegel angehért; zu jeder zulissigen Drehachse 
gehért ein einziger bestimmter Wert von w*; es gibt also immer cwei 
Drehungen, die sich aber allein durch den Drehsinn unterscheiden. 

Mithin liefern die HeB-Schiffschen Gleichungen bei konstanten Werten 
der drei Hauptinvarianten S, 7’, U nur notwendige, aber keine hinreichende 
Bedingungen fiir die Kreiselbewegung, und dies bedeutet, daS in diesem 
Falle aus den HeB-Schiffschen Gleichungen nicht wmgekehrt die Euler- 
Poissonschen Gleichungen hergeleitet werden kinnen.*) Bei der Anwendung 
der HeB-Schiffschen Gleichungen sind daher die permanenten Drehungen aus- 
suschlieBen. 

Es bleibt ‘ibrig, die Ausnahmefille (13) und (14) zu_betrachten. 
Sie sind dadurch ausgezeichnet, daB in der Determinante R, die gleich 
Null gesetzt den Staudeschen Kegel liefert, zwei Zeilen proportional werden, 
und sie sind die einzigen Fiille dieser Art. Es ist klar, daB die Ruhe 
ein besonderer Fall der permanenten Drehung ist; er tritt ein, wenn als 
Drehachse der Schwerpunktvektor gewiihlt wird, der augenscheinlich eine 
Erzeugende des Staudeschen Kegels ist. Aber auch bei der Bedingung (14) 
fiir p,q, r ist die Gleichung des Staudeschen Kegels erfiillt, und der 
Kreisel kann sich um diese Erzeugende mit endlicher Winkelgeschwin- 
digkeit drehen. Hiermit ist jedoch der zweite Ausnahmefall noch nicht 
volistiindig erledigt, da es méglich wire, daB bei ihm die Drehung 
um die im Kérper feste Achse mit verdnderlicher Winkelgeschwindigkeit w 
erfolgte; daB eine solche Bewegung mit den Euler-Poissonschen Gleichungen 
unvertriglich ist, wird sich in § 10 herausstellen. 

*) Die Entdeckung, da8 die Gleichungen (I) und (I) bei den permanenten 
Drehungen versagen, war fiir mich die Veranlassung, das Problem der Aquivalenz 
der Gleichungssysteme (E, P) und (I, II) zu untersuchen; indem ich so die Eigenart 
der Faille S = const. und U= const. erkannte, fand ich den Fehlschlu8 von Schiff. 
Die Arbeiten von He8 konnte ich erst nachtriglich beriicksichtigen. 
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§ 4. 
Die Hauptinvariante U hat einen konstanten Wert. 


Wenn die Hauptinvariante U einen konstanten Wert U, hat, wahrend 
S und T nicht konstant sein sollen, so liefert die Gleichung (IIc) eine 
algebraische Relation zwischen S und 7; denn es ist: 
(20) P(2U, —k*) — 8 + 2kS(h—T) — 2U,(h—T)* = 0. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB vermége'der Relation (20) die Gleichung 
(IIb) identisch erfiillt ist. HeB (1882) und Schiff (1903) haben hieraus 
geschlossen (vgl. (A) § 9), daB die Bewegungen des schweren unsym- 
metrischen Kreisels, bei denen die Linge des Impulsvektors erhalten bleibt, 
gefunden werden, indem man aus (20) 7 als algebraische Funktion von 
S bestimmt, darauf nach (Ila) die Zeit ¢ als Funktion von S durch das 


Abelsche Integral: 
8 
{= 
J Rk 


So 


darstellt und endlich die Werte von ¢,, ¢,, c¢, den Gleichungen (I) ent- 
nimmt. Man wiirde so durch algebraische Operationen und zwei Quadra- 
turen (fiir ¢ und w) zu einer fiinfgliedrigen Schar ausgezeichneter Be- 
wegungen des schweren unsymmetrischen Kreisels gelangen, die das 
genaue Analogon der reguliiren Priizession des schweren symmetrischen 
Kreisels darstellen. 

Das hier ein FehlschluB vorliegt, hatte HeB bereits im Jahre 1889 
erkannt.*) Die Aufklirung des Parodoxons hat er darin finden wollen, 
daB die Gleichung U = const. eine singuldre Lisung der reduzierten 
Differentialgleichungen der Bewegung darstellt, wihrend die Form der 
Eulerschen Gleichungen singulire Lésungen ausschlieBt. Allein abgesehen 
davon, daB die Lehre von den singuliiren Lésungen der Differentialsysteme 
noch keineswegs als abgeschlossen gelten kann, ist es doch bedenklich, 
die Eulerschen Gleichungen mit den reduzierten Differentialgleichungen 
auf eine Stufe zu stellen. Vielmehr findet ein Entsprechen erst zwischen 
dem System der sechs Euler- Poissonschen Gleichungen (E,P) und dem 
System der sechs Hep-Schiffschen Gleichungen (1, I1) statt. 

DaB das Problem der Aquivalenz fiir diese beiden Differentialsysteme 
die genuine Fragestellung ist, zeigt sich auch darin, daB man bei ihm 
durch einfache und durchsichtige Rechnungen auf die Ausnahmefille 
S = const. und U = const. gefiihrt wird, wihrend der Ansatz der singu- 


*) Bamberger Programm, 8S. 26; vgl. Math. Ann. Bd. 37 (1890), 8S. 154. 
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laren Lésungen auf eine ganze Reihe von Méglichkeiten fihrt, die sich 
freilich schlieBlich auf jene beiden Fille zuriickfiihren lassen. 

Endlich laBt sich die Untersuchung des Falles U = const. erheblich 
leichter durchfiihren, wenn man iiber die Ergebnisse des § 2 verfiigt. 
Hiernach weiB man nimlich von vornherein, daB die Funktionen der Zeit 
P, q, ” die sich aus den reduzierten Differentialgleichungen (II) ergeben, 
den Eulerschen Gleichungen geniigen; dabei sind in den Eulerschen Glei- 
chungen fiir die Richtungskosinus ¢,, ¢,, c, die Ausdriicke (I) einzusetzen. 
Dagegen bleibt es zweifelhaft, ob diese Richtungskosinus die Poissonschen 
Gleichungen erfillen. 

Um hiertiber zur Klarheit zu gelangen, bilde man den Ausdruck: 
(21) Q* = pet + ach + ref. 

Wenn niimlich @* verschwindet, so bestehen auch die Poissonschen 
Gleichungen, weil die Determinante der Gleichungen: 


(I*b) Lot + Uy + Aoe5 =O, 
(I* c) Ape + Bact + Cre =0, 
(I*a) pet + qh + ret = 0 


gleich R ist, also nach (Ila) nicht verschwindet, sobald der Fall S = const. 

ausgeschlossen ist. Damit fiir U= const. die Poissonschen Gleichungen 

erfiillt sind, ist es also notwendig und hinreichend, dap Q* gleich Null ist. 
Fir die Berechnung des Ausdruckes Q* gibt es zwei Methoden. 

Indem man beachtet, daB nach den Gleichungen (P*): 

(22) Q* = pde,/dt + qde,/dt + rdc,/dt 

ist, kann man erstens aus den Gleichungen (I), in denen dU/dt=0 

zu setzen ist, die Ableitungen dce,/dt, dc,/dt, de,/dt bilden und sich 

so die rechte Seite der Gleichung (22) herstellen. Zur Vereinfachung 

benutze man die Gleichung (Ilb), mit deren Hilfe sich d7/dt durch 

dS/dt ausdriicken laBt. Nach einigen Umformungen gelangt man so zu 

der Gleichung: 

(23) (2? U, — S*)? @ 

([2 Uy(h—T)—KS] [(app+-yoa-+49r) S—2PT]—[S(h—Z) —kEP} dS/at. 

Sollen also die Poissonschen Gleichungen erfiillt sein, so muB auBer den 

HeB-Schiffschen Gleichungen noch die Ergéinzungsgleichung: 


(24) [2U,(h—T)—KS} [(xop+4o9+4r)S— 20 T] — [S(h—T)—kEP = 0 
bestehen, sodaB zu der algebraischen Relation (20) zwischen S und T 
noch die algebraische Relation (24) hinzutritt. Die Erginzungsgleichung 
(24) ist der Ersatz dafiir, dab bei der Annahme U = const. die reduzierte 
Gleichung (IIb) vermége (IIc) identisch erfiillt ist. 
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Lehrreicher ist ein zweites Verfahren, das zugleich den Vorteil 
hat, weniger Rechnung zu erfordern. Bildet man den Ausdruck Q* unter 
der Voraussetzung, daB S, T, U keine Konstanten sein sollen, so folgt aus 
§ 2, dab Q* identisch verschwindet. Das gilt zuniichst, wenn in Q* die 
Hauptinvarianten S, 7, U als Funktionen der Zeit aufgefaBt werden, die 
den drei reduzierten Differentialgleichungen (II) geniigen. Da man aber 
bei diesen drei Differentialgleichungen erster Ordnung die Anfangswerte 
der 8S, 7, U willkiirlich wiahlen darf, so muB die Gleichung Q* = 0 
auch identisch in S, JT, U selbst bestehen. Wie ist es aber miglich, daB 
der Ausdruck Q* aufhirt, identisch gleich Null zu sein, wenn der Haupt- 
invariante U in den reduzierten Gleichungen der beliebige konstante Wert 
U, beigelegt wird? Die Aufklirung dieses Paradoxons ergibt sich, indem 
man genauer untersucht, wie der Ausdruck Q* vermége der Gleichungen (I) 
und (II) hergestellt wird. 

Die Gleichungen (I) geben die Richtungskosinus ¢,, ¢,, ¢, als Funk- 
tionen von p, gq, r; S, T, U und dU/dt. Differentiiert man nach der 
Zeit, so lassen sich die Ableitungen dp/dt, dq/dt, dr/dt mittels der 
Eulerschen Gleichungen, die ja auch fiir U = const. gelten, und die Ab- 
leitungen dS/dt und dT7/dt mittels der Gleichungen (Ila, b) durch 
p,4d,7; S,7T,U und dU/dt ausdriicken, und hieraus gewinnt man 
schlieBlich mittels der Gleichungen (H) fiir die genannten Ableitungen 
Ausdriicke, die allein S, 7, U und dU/dt enthalten. 

Soweit also in den Ableitungen der Richtungskosinus die GréBen 


p,4a,7; 8,7, U; dp/dt, dq/dt, dr/dt; dS/dt, dT/dt, dU/dt 
vorkommen, erhalt man als Bestandteil von Q* eine algebraische Funktion 
von 8, 7,U, dU/dt, die in dU/dt rational ist und sich daher vermiége 
der Gleichung (IIc) auf die Form: 

L(S, T, U) + M(S, T, U) dU/dt 
bringen laiBt; die explizite Herstellung der Funktionen Z und M ist nicht 
erforderlich. 

Hiermit ist jedoch der Ausdruck Q* noch nicht erschépft; denn in 
den Zahlern der Richtungskosinus tritt die Ableitung dU/dt auf, aus 
der beim Differentiieren Glieder mit dem Faktor 

@U/d? 
entspringen, sodaB in Q* zu der linearen Funktion von dU/dt: 


L(S, T, U) + M(S, T, U)-dU/at 


adS/dt 2 
spo CUldt 


noch das Glied: 


hinzutritt. 
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Um @ durch S, 7,U, dU/dt auszudriicken, hat man also die 
zweite Ableitung von U mittels der Gleichung (IIc) zu bilden. Wenn 
aber (IIc) nach ¢ differentiiert und fiir d7'/dt der aus der Gleichung (IIb) 
folgende Wert eingesetzt wird, so kommt die Gleichung: 


(25) (20U—S*)dU/dt- @U/at 
= {(?—(h—T)*] (2? U—S*) + [2 U(h—T) —kS] -[2P T—(ayp+yoq+%r)S] 
—SdS/dt-dU/dt} -aU/adt. 


Unter der Annahme, daB dU/dt von Null verschieden ist, darf man 
durch dU/dt dividieren und erhilt so die Relation: 


ai sine 
(26) a PUA 
= {(P—(h—T)*] (2P U—S*) + [2 U(h—T)—kS] (2P T— (agp + yg +27) 5S] 


, dS/dt 
— SdS/dt-dU/at} PT 85 


Da man aber nach § 2 weiB, daB Q*, sobald keine der Hauptinvarianten 
konstant ist, identisch verschwindet, so besteht die Identitit: 


L(S, 7, U) + M(S, T, U)-dU/dt + 547 “4, @U/at = 0, 
und daher muf die Gleichung 


(27) (2PU— SS) [L(S, T, U) + M(S, T, U) dU/dt] 
= {SdS/dt-dU/dt —(2U(h—T) — kS| (2? T — (a, p+y%,¢4+ 27) 8 
— (P—(h—T)*| (2PU—S*)} dS/dt 
identisch in S, T, U erfiillt sein, wenn darin fiir dS/dt und dU/dt thre 
Werte aus (IIa) und (IIc) eingesetat werden. 

Hiermit sind wir zu dem Kernpunkt des Beweises gelangt; denn jetzt 
folgt, daB die Identitaét (27) auch dann gilt, wenn der Hauptinvariante U 
ein beliebiger konstanter Wert U, beigelegt wird und zwischen S und T 
die Relation besteht, die besagt, dab dU/dt den Wert Null hat. Es er- 
gibt sich so als besonderer Fall von (27) die Identitit: 


(28) — (2 U, — S*)*- L(S, T, Up) 
= {(2U,(h— 7) — kS] [2PT — (ap + yg + 297) S] 
+ [P — (h—T)*] (2PU,—S)} dS/dt. 


Beachtet man endlich, daB Gleichung (IIc) sich bei der Annahme dU/dt =0 
auf die Form: 


(29) [? — (4-1) (2? 0, — 8) = [S~@—7) — REP 

















Schwerer unsymmetrischer Kreisel. 


bringen laBt, so gewinnt die Identitat (28) die Gestalt: 
(30) — (2PU, —S*)* - L(S, T, U) 
={2U(h—T) —k8S)[2PT— (ap+yoq+4or) 8] +[S(h—T)—kPP} dS/at. 


Nach diesen Vorbereitungen soll der Wert des Ausdruckes Q* fir 
den Ausnahmefall U = U, berechnet werden. Verfihrt man, wie es die 
Gleichung (22) vorschreibt, so miissen zuerst die Ableitungen der Richtungs- 
kosinus ¢,, ¢,, ¢; nach der Zeit vermége der Gleichungen (I) gebildet 
werden. Dabei ist von vornherein 


dU/dt=0, @U/d#=0 
zu setzen, und daher kommt sofort: 
Q* = L(S, T, U,). 

Man beachte, daB die Gleichung (25) fiir einen konstanten Wert von U 
in die Identitit 0-0 tibergeht und daher nicht zur Berechnung von 
@U/dé# dienen kann. Jetzt kann man aber den Wert von L(S, 7, Uj) 
der Identitait (30) entnehmen, die gerade unter der Annahme U = U,, 
dU/dt=0O gilt, und erkennt, dab Q* nur dann verschwindet, wenn 
zu den HeB-Schiffschen Gleichungen die Ergiinzungsgleichung (24) hinzu- 
gefiigt wird. 

Hiermit ist folgender Satz gewonnen: 

Satz 3. In dem Ausnahmefalle U =U, sind die Eulerschen Glei- 
chungen eine Folge der HeB-Schiffschen Gleichungen. Damit aber auch 
die Poissonschen Gleichungen erfiillt sind, muB zu den HeB-Schiffschen- 
Gleichungen noch die Ergénzungsgleichung (24) hinzugenommen werden; 
diese Gleichung dient als Ersatz fiir die Gleichung (IIb), die fiir U = U, 
in eine Identitiéit ausartet. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Zusatzgleichung (24) nicht etwa 
eine Folge der Gleichung (IIc) ist, wenigstens, wenn besondere Relationen 
zwischen den Massenparametern A, B,C; 2», Yo, % ausgeschlossen werden, 
wenn man es also mit dem allgemeinen unsymmetrischen Kreisel zu tun 
hat. Wire nimlich fir beliebige Werte der Massenparameter die Zusatz- 
gleichung (24) eine Folge der Gleichung (Ic), so miiBte das auch fiir 


alle besonderen Wertsysteme der A, B, C; a, y, % gelten. Setzt 
man aber 


(31) Ly = 1, % = 9, 4 = 0, 
so wird 
(32) S= Ap 


und die Gleichungen (IIc) und (24) nehmen die folgende Gestalt an: 
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(33) 2(2U, —k*) — 2 + 2kS(h—T) — 2U,(h—TyY? = 0, 

(34) (20,(h—T) —kS][S?—2AlT7] — A[S(h—T) —kPP =0. 

Wird aus diesen zwei Gleichungen zweiten Grades fiir die GréBe h — T 
die Resultante gebildet, so ergibt sich eine ganze rationale Funktion 
achten Grades in S, bei der S* den Koeffizienten A* besitzt. Mithin 
sind in diesem besonderen Falle des axialen Kreisels die beiden Gleichungen 
(33) und (34) voneinander unabhiingig, und zwar gilt das, wie auch die 
Werte der Konstanten U,, k und h gewihlt werden mégen. Folglich 
haben unter der Annahme U= JU, bei allgemeinen Massenparametern auch 
die Hauptinvarianten S und 7 konstante Werte, und es gilt der Satz: 

Satz 4. Wird der Hauptinvariante U ein konstanter Wert beigelegt, 
80 haben bei allgemeinen Werten der Massenparameter auch die 
Hauptinvarianten S und T konstante Werte; daher vertragen sich beim 
allgemeinen unsymmetrischen Kreisel mit der Annahme U =U, nur die 
permanenten Drehungen. 

Einen besonderen Fall des Satzes 4 hatte bereits HeB bewiesen, 
indem er zeigte, daB bei dem axialen Kreisel aus der Annahme U = U, 
unter der speziellen Voraussetzung 
(35) k=0 


die Konstanz von S folge*); aus dieser Tatsache laBt sich jedoch nur 
schlieBen, daB bei allgemeinen Werten der Massenparameter und der 
Konstanten des Flichensatzes die Bewegung in einer permanenten Drehung 
bestehen muB. Ferner fehit bei HeB die Aufstellung der Erginzungs- 
gleichung (24), die den ersten Schritt zu einer erschépfenden Diskussion 
des Ausnahmefalles U = U, bildet. Der zweite Schritt wiirde darin be- 
stehen, daB festgestellt wird, fiir welche Werte der Konstanten des Kreisels 
und der Anfangsbedingungen die Gleichungen (20) und (24) befriedigt 
werden kénnen, ohne daB S und 7 konstant sind; es ist mir jedoch nicht 
gelungen, die rechnerischen Schwierigkeiten, die sich der Durchfiihrung 
in den Weg stellen, zu iiberwinden, und ich kann nur den Wunsch 
aussprechen, daB andere Mathematiker gliicklicher sein mégen. 


§ 5. 
Die reduzierten Differentialgleichungen bei konstantem Werte von S. 
Wenn die Hauptinvariante S den konstanten Wert S, hat, so be- 


stehen zwischen den fiinf GréBen p, g,r, 7, U die vier Gleichungen (H) 
und (Ila), die zunichst noch einmal hingeschrieben werden sollen: 


*) Bamberger Programm, S. 29—30; Math. Ann. Bd. 37, S. 166. 
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(36) Ap?+ Bg? + Cr? = 2T, 
(37) A®p?+ Bg’ + C*r? = 2U, 
(38) ~Ap+yBq +24,Cr=S,, 
(39) (B—C) agr + (C— A) yorp + (A— B) aopq = 0. 
Je nachdem sich aus den Gleichungen (38) und (39) zwei der Kompo- 
nenten p, q, * berechnen lassen oder nicht, ist die Untersuchung ver- 
schieden zu fiihren. 

Wir beginnen mit dem ersten Fall, in dem JT und U durch eine 
algebraische Relation verbunden sind, sodaB d7/dU eine algebraische 
Funktion von U wird. Nun ist aber nach der Gleichung (IIb) fir S=S,: 


(40) AT AU — OT — Seep + Hod + 208 


2 U—8,* ’ 
und der Ausdruck auf der rechten Seite laBt sich mit Hilfe der Glei- 
chungen (S) ebenfalls als algebraische Funktion von U darstellen. Mithin 
kommt alles darauf an, festzustellen, ob diese beiden Funktionen von U 
miteinander identisch sind oder nicht. Es wiire aussichtslos, zu diesem 
Zwecke die beiden Funktionen von U wirklich herstellen zu wollen, und 
man mu daher einen anderen Weg einschlagen.*) 
Aus den Gleichungen (S) folgt durch Differentiation nach U: 


(36°) Ap -dp/dU+ Bq -dq/dU+ Cr-dr/dU=dT/aU, 
(37) A®p-dp/dU+ B’q-dq/dU+ Cr-dr/dU=1, 
(38) Aa -dp/dU + By,-dq/dU + Cz,-dr/dU=0; 
(39°) B-dp/dU+ Q-dq/dU+ R-dr/dU =0; 
dabei haben die Zeichen $, 0, R die folgende Bedeutung: 
B = (C— A) wor + (A— B) op, 
(41) OQ = (A— B)ap+(B—C) ar, 
R = (B—C) aq + (C—A) yp. 
Aus den Gleichungen (S’) lassen sich dp/ dU, dq/dU, dr/dU eliminieren, 
und man findet so fiir den Differentialquotienten d7/dU die Gleichung: 
adT/dU Ap Bq Cr 
1 A%p B% Cr! 
0 Az, By Cz | _ 
o $ OD 8] 


(S) 


(S’) 


(42) 0. 


*) Den Gang der folgenden Rechnung habe ich bereits in der Note: Uber die 
reduzierten Differentialgleichungen des schweren unsymmetrischen Kreisels, Gittinger 
Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1908, S. 272—274 angegeben. 
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Entwickelt man die Determinante nach den Elementen der ersten Kolonne, 
so ergibt sich fiir d7/dU der Determinantenquotient: 


|Ap Bq Cr | | A*p B*q C*r 
(43) dT/dU=| Ax, By, Ca|\:| Ax By, Cz |; 
is 8 . 8 & 


Zahler und Nenner sind quadratische Formen in p,q, 7r. Nun laBt sich 
aber auch der Ausdruck (40) fiir dT/dU so umformen, daB Zahler und 
Nenner quadratische Formen in p,q, r werden. Dazu braucht man nur 
fiir S,, ZT, U ihre Werte aus den Gleichungen (S) einzusetzen: 


P(Ap*+ Bq?+Cr*)—(a,A )» Ba +2, Cr) (a IZ 7 

(48) dT/dU = Patt Bight Or pT BIT RODS 

Wie man sich leicht tiberzeugt, sind die Ausdriicke (43) und (44) 
als Funktionen von p,q, r angesehen keineswegs identisch, Um zu be- 
weisen, daB sie als Funktionen von U angesehen identisch gleich sind, mu8 
man noch die Gleichung (39) oder, was dasselbe ist, (IIc) heranziehen, 
die zwischen p,q,7 besteht, und zwar dient zu diesem Zweck die folgende 
leicht zu verifizierende Identitat: 


‘Ap Bq Cr 
(45) [I*(A*p*-+ Bg? + C*r®) — (a Ap-+ypBq+4,0r)"}-| Ary By, Cz 
i Oo RR 
—[P (Ap? + Ba?+ Cr*) — (a Ap + yo Bq + %Cr) (Xop + Yod + %o7)] 
A*p Bq Cr 
-| At, Byy Cu | 
xg Oo R | 


—[(B—C)xqr+(C—A)yrp+(A—B) apa] 

‘ap? + Bq?+ yr? + dqr + erp + Spa); 
dabei ist zur Abkiirzung gesetzt worden: 
a = A*(B—C) 299%, 
B = B*(C—A) x4 9%o, 
y = C*(A—B) x9 440; 
6 = BCz,[2A(B—C) 2,°+ (BC+ CA—2AB)y,?— (BC+ AB—2CA)z,"], 
¢ = CAy,[2B(C—A) y,?+(CA+AB—2BC)2z,2—(CA+BC—2AB)z,*|, 
€ = ABz,[2C(A—B)z,?+ (AB+BC—2C4A)xz,?—(AB+CA—2BC)y,?}. 


(46) 





Die Kenntnis dieser Koeffizienten ist tibrigens gar nicht erforderlich. Es 
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geniigt vielmehr die Tatsache, daB die Form vierten Grades auf der linken 
Seite der Gleichung (45) durch die Form 

(B—C)a qr + (C—A)yorp + (A—B)aypq 
teilbar ist. Hieraus folgt nimlich, dab vermége der Gleichung (IIc) die 
linke Seite der Gleichung (45) identisch verschwindet und daher die 
beiden Ausdriicke (43) und (44) fiir d7/dU, als Funktionen von U an- 
gesehen, identisch gleich sind. 

Abnlich wie in dem Ausnahmefalle U =U, die Gleichung (IIb) 
eine Folge der Gleichung (IIc) war, ist also auch in dem Ausnahmefall 
S = S,, hier jedoch unter der Vorausseteung, dap die Gleichungen (38) und 
(39) voneinander unabhiingig sind, die Gleichung (IIb) eine Folge der 
Gleichung (Ila), sodaB beidemal eine der reduzierten Differentialglei- 
chungen vermége einer der tibrigen identisch erfiillt ist. 

Der soeben bewiesene Satz ist Schiff entgangen, dessen Ausfiihrungen 
tiber den Fall S= 8S, auch in anderer Beziehung zu beanstanden sind. 
Dagegen hat ihn He8*) mittels sehr umstindlicher Rechnungen bewiesen. 

Die weitere Untersuchung des ersten Fallés wollen wir auf den 
naichsten Paragraphen verschieben und uns sogleich dem zweiten Fall 
zuwenden, bei dem es nicht méglich sein sollte, aus den Gleichungen: 


(38) Ly Ap + yy Ba + 4,Cr = 8, 
(39) (B—C)a qr + (C—A)yyrp + (A—B)apq = 0 


zwei der Komponenten p, g, r zu bestimmen. 

Zuniichst ist es bei dem unsymmetrischen Kreisel unméglich, daB 
eine dieser beiden Gleichungen identisch besteht; diese Forderung wiirde 
vielmehr darauf fiihren, daB der Kreisel kriftefrei oder symmetrisch ist. 
Soll aber der Staudesche Kegel, der durch die Gleichung (39) dargestellt 
wird, wenn p,q, 7 als kartesische Koordinaten aufgefaBt werden, die 
Ebene (38) als Bestandteil in sich enthalten, so muB er in zwei Ebenen 
zerfallen. Augenscheinlich kann ein Zerfallen des Staudeschen Kegels bei 
dem allgemcinen unsymmetrischen Kreisel nicht eintreten; wenn also Rela- 
tionen zwischen den Massenparametern ausgeschlossen werden, so wird 7’ 
durch die Gleichungen (S) als Funktion von U definiert, und man hat es 
mit dem vorher betrachteten ersten Fall zu tun. Wohl aber kann bei 
partikuléren unsymmetrischen Kreiseln ein Zerfallen stattfinden. Dafiir 
ist hinreichend, aber auch notwendig, daB bei geeigneter Wahl der Haupt- 
achsen eine der Schwerpunktskoordinaten 2), y,, 4, verschwindet; der Kegel 
zerfallt allerdings auch, wenn zwei Haupttrigheitsmomente einander gleich 





*) Bamberger Programm, § 12, 8. 31—39. 
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sind, in diesem Fall lassen sich jedoch die Hauptachsen immer so legen, 
daB eine Hauptebene durch den Schwerpunkt hindurchgeht. 

Die vorhergehende Uhberlegung zeigt, daB in dem zweiten Falle bei 
geeigneter Wahl der Hauptachsen die Gleichungen gelten: 


(47) S,=—0, 40. 

Dann aber sind die Gleichungen der beiden Ebenen, die zusammenfallen 
sollen: 

(48) aAp + yBy=9, (B—C)aq + (C—A)yp = 9, 

und die Bedingung hierfiir lautet: 

(49) A(B—C)z,? = B(C— A)y,’. 

Die Gleichungen (47) und (49) sind genau die Relationen, durch die 
der HesBche Fall charakterisiert wird. Nach HeB laBt sich die Glei- 
chung (49) so deuten, daB das Produkt der Trigheitsmomente in bezug 
auf den Schwerpunktvektor und die Hauptachse in der gemeinsamen 
Ebene gleich dem Produkt der Trigheitsmomente ist, die sich auf die 
beiden anderen Hauptachsen beziehen. Ferner besagt die Bedingung 


S, = 0, daB der Impulsvektor bestiindig auf dem Schwerpunktvektor senk- 
recht steht. 


Die reduzierten Differentialgleichungen (II) verhalten sich im zweiten 
Fall ganz anders als im ersten. Die Gleichung (Ila) verlangt, dab 
(50) tAp + y,Bq =0 
sein soll, ist also gleichbedeutend mit der Bedingung S,=0. Die Glei- 


chung (Ib) ist jetzt keineswegs eine Folge der Gleichung (Ila), sie er- 
scheint vielmehr in der Form: 


(51) U-dT/dt = T -dU/dt, 
woraus durch Integration: 
(52) T=i1U 


folgt; 4 ist eine willkiirliche Konstante. Es besteht mithin auch in dem 
zweiten Fall eine Gleichung zwischen 7 und U; diese ist jedoch, solange 4 
willkirlich bleibt, keine Folge der Gleichungen (8S). Endlich ergibt sich 
aus der Gleichung (IIc) fiir U die Differentialgleichung: 

(53) (dU/dt) = P(2U—k*) — 2U (h—10)', 

also ist die Zeit ¢ ein elliptisches Integral erster Gattung in U und um- 
gekehrt U eine elliptische Funktion der Zeit. 

Wenn man in den Gleichungen (H) und (I) fiir S den Wert Null 
und fir U und 7 die Funktionen der Zeit einsetzt, die sich aus den 
Gleichungen (53) und (52) ergeben, so werden die p,q,1; ¢, C2, ¢, Funk- 
tionen der Zeit, die den HeB-Schiffschen Gleichungen geniigen. Da jedoch 
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der Ausnahmefall U = const. vorliegt, so bedarf es einer besonderen Unter- 
suchung, ob dadurch die Euler-Poissonschen Gleichungen befriedigt werden. 
Wie sich in § 7 herausstellen wird, trifft das nicht zu; vielmehr ist dazu 
erforderlich, daB der Integrationskonstanten 4 der besondere Wert 1/C 
beigelegt wird. 

Zum SchluB sollen die Ergebnisse dieses Paragraphen in einen Satz 
zusammengefaBt werden: 

Satz 5. Wird der Hauptinvariante S ein konstanter Wert 8, beigelegt, 
so sind zwei wesentlich verschiedene Moglichkeiten zu unterscheiden, je nach- 
dem die ,,Ebene“ S = 8S, mit dem Staudeschen Kegel eine Schnitthurve ge- 
meinsam hat oder einen Bestandteil des Kegels bildet. In dem ersten Fall 
wird die zweite reduzierte Differentialgleichung vermége der ersten identisch 
erfiillt. Dagegen behiilt die zweite reduzierte Differentialgleichung in dem 
zweiten Fall, der auf den HeBschen Fall zuriickkommt, thre selbstindige 
Bedeutung. 


g 6. 


Die Euler-Poissonschen Differentialgleichungen bei konstantem 
Werte von S. 


Bei der Untersuchung der Aquivalenz der He-Schiffschen Gleichungen 
und der Euler-Poissonschen Gleichung wurden in § 3 die Relationen (I*, Il*) 
aufgestellt. Wenn nun S einen konstanten Wert hat, so verschwindet 
die Determinante der Gleichungen (II*), und es bleibt daher zweifelhaft, 
ob die Eulerschen Gleichungen erfiillt sind. Da beim allgemeinen un- 
symmetrischen Kreisel die Eulerschen Gleichungen keine Folge der Heb- 
Schiffschen Gleichungen sind und vielmehr zu diesen noch eine Ergdnzungs- 
gleichung hinzuzunehmen ist, laBt sich folgendermaBen zeigen. 

Man bilde den Ausdruck 


(II*d) R* = c, A* + c,B* + ¢, C*. 
Dann hat das System der linearen Funktionen von A*, B*, C*: 

¢,A*+ c,B*+ ¢,C*, 

LA*+ y,B*+ 2,C* 

Ap A* + Bq B* + CrC* 
die Determinante dU/dt, die hier von Null verschieden ist. Folglich 
ziehen die Gleichungen (II*a, b) in Verbindung mit der Gleichung R* = 0 
die Eulerschen Gleichungen nach sich. Sind aber die Eulerschen Glei- 


chungen befriedigt, so folgt, wie friiher, aus den Gleichungen (I*), dab 
auch die Poissonschen Gleichungen erfillt sind. Mithin ist bei S=S, 
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die Gleichung R* = 0 eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das 
Bestehen der Euler-Poissonschen Gleichungen. 

Werden jetzt in dem Ausdruck R* fiir A*, B*, C* die Ausdriicke 
aus den Gleichungen (E*) eingesetzt, und fiir die Richtungskosinus ¢,, c,, ¢ 
die Werte benutzt, die sich aus den Gleichungen (I) aga, so fihrt 
die Gleichung R* = 0 zu folgender Relation: 


(64) 0 = ki? + 2U (xp + yea t Aor) — So(h— 7) 
+ (¥)Cr — 2,Bq) Adp/dt + (4, Ap — a, Cr) Bdq/dt + (a, Bq—y, Ap) Cdr/dt. 
Die Werte von dp/dt, dq/dt, dr/dt lassen sich aus den Gleichungen: 


Ly, Adp/dt + y, Bdq/dt + 2,Cdr/dt = 0, 
(55) Ap-dp/dt + Bq-dq/dt+ Cr-dr/dt = dT/dt, 
, B® -dp/dt+ OQ-dq/dt+ R-dr/dt=0 


entnehmen, wobei die GréBen $, O, KR durch die Gleichungen (41) erklirt 
werden. Beim allgemeinen unsymmetrischen Kreisel kann man aus diesen 
Gleichungen die Ableitungen von p,q,r nach der Zeit wirklich berechnen, 
denn im Falle des azialen Kreisels, fiir den 


(31) t=—1, %=9, 4=—90 
ist, hat ihre Determinante den Wert 
A(B— C) (Bq’—Cr*), 
ist also von Null verschieden; mithin ist es unméglich, daB die Deter- 
minante in dem allgemeinen Fall identisch verschwindet. 

Ebenso geniigt es einen einzigen partikuliren Fall anzugeben, in dem 
die Ergiinzungsgleichung (54) keine Folge der HeB-Schiffschen Glei- 
chungen ist, um zu beweisen, daf fiir den allgemeinen unsymmetrischen 
Kreisel dasselbe gilt. Solche partikuliiren Fille sind der Hefsche Fall 
(§ 7) und die permanenten Pendelungen (§ 9). Mithin sind beim allge- 
meinen unsymmetrischen Kreisel fiir S = S, die beiden Hauptinvarianten 
T und U durch zwei unabhingige Relationen, naimlich die erste reduzierte 
Differentialgleichung (Ila) und die Ergiinzungsgleichung (54) miteinander 
verkniipft, folglich haben 7’ und U konstante Werte, und die Bewegungen, 
bei denen die Hauptinvariante S erhalten bleibt, also der Endpunkt des 
Impulsvektors sich in einer Ebene bewegt, die auf dem Schwerpunktvektor 
senkrecht steht, sind ausschlieBlich permanente Drehungen. 

Dagegen kann es bei partikuliiren unsymmetrischen Kreiseln sehr 
wohl Bewegungen geben, die keine permanenten Drehungen sind und bei 
denen doch S einen konstanten Wert hat. Ein Beispiel hierfiir ist der 
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Hefsche Fall, bei dem S bestiindig gleich Null ist; die Massenparameter 
sind hier an die Bedingungen: 


4,=0, A(B-—C)a,° = B(C—A)y,? 


gebunden. 

Hiermit ist folgender Satz gewonnen: 

Satz 6. Wird der Hauptinvariante S ein konstanter Wert 8, beigelegt, 
so haben bei allgemeinen Werten der Massenparameter auch die Haupt- 
invarianten T und U konstante Werte; daher vertragen sich beim allgemeinen 
unsymmetrischen Kreisel mit der Annahme S=8S, nur die permanenten 
Drehungen. 

Hieriiber hinaus ist HeB bei seinen Untersuchungen*) zu dem Er- 
gebnis gelangt, dab sogar bei partikuliéren unsymmetrischen Kreiseln und 
partikuliren Anfangsbedingungen der Bewegung nur die Annahme 
(54) 5-0 
auf Bewegungen fiihren kann, die keine permanenten Drehungen sind; 
hiernach wiirden, wenn S, von Null verschieden ist, die beiden alge- 
braischen Gleichungen zwischen JT und U, die aus den Gleichungen (8S) 
und der Ergiinzungsgleichung (54) folgen, bei jedem unsymmetrischen 
Kreisel und bei jeder Wahl der Werte der Konstanten h, k und der Haupt- 
invariante §,, die nur von Null verschieden bleiben mu8, immer unab- 
hangig voneinander sein und zu konstanten Werten von 7 und U fihren. 
Den Beweis fiir diesen Satz zu fiihren, ist mir noch nicht gelungen, und 
ich werde mich daher im folgenden auf die Diskussion des Falles S,=0 
beschrinken, der bereits in § 5 eine wichtige Rolle spielte. 


§ 7. 7 
Die Hauptinvariante S hat dauernd den Wert Null. 


Liegt der erste Fall des § 5 vor, so gibt es drei Unterfille: die 
Ebene S, = 0 hat mit dem Staudeschen Kegel nur die Spitze gemeinsam, 
sie beriihrt ihn, sie schneidet ihn in zwei Erzeugenden; diese Unterfiille 
werden durch eine leicht aufzustellende Ungleichheitsbedingung fiir die 
Massenparameter geschieden. Wenn der Staudesche Kegel zerfallt, was 
fiir den planaren Kreisel eintritt, so ist nur der dritte Unterfall méglich. 
Sollen also die Gleichung S=0O und die erste reduzierte Differential- 
gleichung erfillt sein, so gibt es als mégliche Bewegungsformen, abge- 
sehen von dem Grenzfall der Ruhe, nur die permanenten Drehungen, bei 
denen der Drehvektor im Kérper der Richtung und Linge nach fest 
bleibt, und die permanenten Pendelungen, bei denen der Drehvektor nur 


*) Bamberger Programm, § 12, 8. 31—40. 
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der Richtung nach fest bleibt, dagegen eine variable Linge besitzt (vgl. 
§§ 8 und 9). 

Liegt der zweite Fall des §5 vor, hat man also einen unsym- 
metrischen Kreisel mit HeBscher Massenverteilung, so gelten nach (Ila, ») 
die Gleichungen: 

(48) aAp + yBq = 0, 
(52) T= AU, 


wo 4 eine Integrationskonstante bedeutet. Aus ihnen lassen sich im all- 
gemeinen die Verhiltnisse der p, g, r bestimmen, und wenn das zutrifft, 
so ist eine Bewegung des Kreisels wiederum eine permanente Drehung oder 
eine permanente Pendelung. 

Bei besonderer Wahl von 4 kann es jedoch eintreten, daB die Glei- 
chung (52) eine Folge der Gleichung (48) wird. Hierzu ist offenbar not- 
wendig, daB der Ausdruck 7—AU in zwei Linearfaktoren zerfallt, von 
denen der eine die GréBe r nicht enthilt; dann ist aber auch der andere 
Faktor von r frei, und man hat daher 4 so zu bestimmen, daB in 7—A4U 
die GréBe r gar nicht vorkommt. Dies tritt ein, wenn 


=1/C 


ist; in der Tat wird vermége der Gleichungen (47) und (49), die bei der 
HeBschen Massenverteilung gelten: 


(56) T — U/C = 2,2A2p*— y,2B2y?. 


Der Wert 4=1/C fiihrt zu dem Hefschen Fall. Bei ihm ist U als 
Funktion der Zeit aus der Differentialgleichung (IIc): 


(53’) (dU/dt? = 2(2U—k*) — 2U(h— U/CY 
zu bestimmen. Darauf wird: 
(52’) T=U/C, 


und endlich ist S=0. Diese Ausdriicke fir S, 7, U hat man in die 
Gleichungen (H) einzusetzen und erhialt daraus p, g, r als Funktionen 
der Zeit; die Richtungskosinus ¢,, ¢,, ¢, ergeben sich darauf aus den 
Gleichungen (1). DaB die so erhaltenen Funktionen p, q, 7; ¢,, ¢, ¢; den 
Euler-Poissonschen Gleichungen geniigen, folgt aus den Rechnungen von 
HeB. Dabei ist jedoch zu beachten, daB den Heb-Schiffschen Gleichungen 
die Ergénzungsgleichung: 
U—CT=0 


hinzugefiigt werden mubBte. 
Als Ergebnis der vorhergehenden Uberlegungen laBt sich der Satz 
aussprechen: 
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Satz 7. Wird der Hauptinvariante S der konstante Wert Null beigelegt, 
so gibt es, von dem Grenefall der Ruhe abgesehen, nur drei mégliche Be- 
wegungsformen: permanente Drehungen, permanente Pendelungen und den 
Hefschen Fall. 

Welche von diesen Bewegungen in den einzelnen Fiillen wirklich 
eintritt, wird in § 10 untersucht werden. 


g 8. 


Die Bewegungen des unsymmetrischen Kreisels, bei denen der 
Drehvektor im Kérper fest bleibt. 
Erster Teil: Die Fille von Staude und Mlodzjejowskij. 


Da der Hefsche Fall als erledigt gelten kann, sollen im folgenden 
nur diejenigen Bewegungen des Kreisels betrachtet werden, bei denen die 
Richtung des Drehvektors im Korper fest bleibt. Hierdurch werden nicht 
nur die Betrachtungen des § 3 ergiinzt, sondern es wird auch eine Liicke 
ausgefiillt, die sich in der Theorie des Kreisels von Klein und Sommer- 
feld findet. Dort wird namlich die Frage aufgeworfen, unter welchen 
Umstiinden es bei einem unsymmetrischen Kreisel eintreten kann, dab der 
Impulsvektor, den man sich wie die anderen begleitenden Vektoren stets 
von dem festen Punkte Null ausgehend zu denken hat, wihrend der Be- 
wegung dauernd in einer festen Ebene des Kérpers liegt.*) Wenn sich 
bei der Bewegung des Kreisels der Impulsvektor in der festen Ebene 
dreht, so beweist man leicht, daB diese Ebene auf dem Schwerpunktvektor 
senkrecht steht, und gelangt zu dem Hefschen Fall. Wenn der Impuls- 
vektor aber im Laufe der Bewegung seine Richtung behiilt, so ergeben 
sich die permanenten Drelungen und die permanenten Pendelungen, je nachdem 
die Linge des Impulsvektors im Laufe der Zeit erhalten bkeibt oder variiert. 
Die permanenten Drehungen waren bereits im Jahre 1894 von Staude 
erledigt worden. Auf die permanenten Pendelungen aber sind Klein und 
Sommerfeld nicht eingegangen. Da es solche Bewegungen gibt, hatte 
jedoch in demselben Jahre Mlodzjejowskij gezeigt; ein planarer Kreisel, 
bei dem also der Schwerpunkt in einer der Hauptebenen liegt, kann niim- 
lich um die dritte, horizontal zu legende Hauptachse nach Art eines 
physikalischen Pendels schwingen. Wiahrend der Pendelung liegt der 
Impulsvektor bestiindig in der dritten Hauptachse, andert aber seine Linge; 
daB die Pendelachse bei der Bewegung ihre Richtung im Raume verlegt, 
braucht kaum hervorgehoben zu werden. Mlodzjejowskij hatte noch 
mehr behauptet. Nach ihm sollen mit den genannten Pendelungen alle 





*) Theorie des Kreisels, Heft 2, Leipzig 1898, 8. 378. 
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Bewegungen der gesuchten Art erschépft sein. Indessen kann ich seinen 
Beweis nicht fiir ausreichend halten. Um so mehr Veranlassung ist vor- 
handen, die Kreiselbewegungen mit konstanter Richtung des Drehvektors 
zu untersuchen. 

Wenn die instantane Drehachse im Kérper fest bleibt, darf man 
setzen: 
(57) p=aw, q=bw, r=cw, 
wo zwischen den Konstanten a, b, c die Relation: 
(58) @+b?+c=—1 
besteht, sodaB w die Liinge des Drehvektors bezeichnet. Die Werte (57) 
mégen in die Euler-Poissonschen Gleichungen eingesetzt und aus den Glei- 
chungen (P) die lineare Verbindung mit den Multiplikatoren a, b, c, ferner 
aus den Gleichungen (E) die linearen Verbindungen mit den Maultiplika- 


toren 2, Yo, % und ¢,, ¢,, ¢, gebildet werden. Hieraus ergeben sich die 
Gleichungen: 


(59) ac, + be, + cc, = x, 
wo x ein Integrationskonstante bedeutet, und: 
(60) (a Aa + y, Bb + 2,Cc)dw/dt 
= [B—C)a,be + (C—A)yca + (A—B) 2, ab] - w’, 
(61) (ce, Aa+ ¢, Bb + ¢,Ce)dw/dt 


= [(B—C)e,be + (C— A) e,ca + (A— B)c,ab] - w’*. 
Mithin ist entweder gleichzeitig: 
dw/dt=0, w*=0, 


oder die Determinante der Gleichungen (60) und (61) fiir dw/dt und w* 
verschwindet. De der Fall der Ruhe als erledigt gelten kann, so kommt 
nur das Verschwinden der Determinante in Betracht. 

Wenn also zur Abkiirzung 


(62) %,Aa + y Bb + 2,Cc =a, 

(63) (B—C)a,be + (C—A)y,ca + (A—B)z,ab =0 

gesetzt wird, so besteht die Relation: 

(64) o[(B—C) bee, + (C—A)cac, + (A—B)abe,]— @(Aac, + Bbc, + Cec.) 0, 


und es miissen daher die Richtungskosinus ¢,, ¢,, c, den beiden Glei- 
chungen (59) und (64) geniigen, zu denen noch als dritte Gleichung die 
Relation: 

(1) ef +e%+¢%=—1 

tritt. 
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Sind erstens die Gleichungen (1), (59), (64) voneinander unabbingig, 
so haben ¢,, ¢,, ¢; konstante Werte, und dann folgt aus den Poissonschen 
Gleichungen, daB 
(65) ce, —be,=0, acy—ce,=0, be,—ac,=0 
ist. Foiglich wird: 


(66) 4 =a, &@=b, g=—c, 
d. h. die instantane Drehachse ist die Vertikale. 

Werden die Werte der Richtungskosinus ¢,, ¢,, ¢, aus (66) in die 

Gleichung (61) eingesetzt, so kommt: 

(67) (Aa®?+ Bb? + €c*) dw/dt = 0, 

d. h. w ist konstant, und der Kreis+! vollfiihrt eine permanente Drehung 
um die Vertikale. Auf dieselbe Art erhilt man aus (64): 

(68) e(Aa* + Bb? + Cc*) = 0, 

mithin verschwindet 9, und das bedeutet nach (53), daB die instantane 
Drehachsse im Kéirper dem Staudeschen Kegel angehirt. 

SchlieBlich liefert jede der drei Eulerschen Gleichungen einen Wert 
fiir w*, diese drei Werte sind aber einander gleich, weil die beiden linearen 
Verbindungen der Eulerschen Gleichungen mit den Multiplikatoren a, b, c 
und Aa, Bb, Ce vermége der Gleichungen (66) und (68) identisch ver- 
schwinden. Damit ist auch die Wéinkelgeschwindigkeit, abgesehen vom 
Vorzeichen, bestimmt. 

Dies sind genau die Ergebnisse von Staude; die Massenparameter 
bleiben dabei ganz beliebig. 

Es kann sich aber zweitens ereignen, dab die Gleichungen (59) und 
(64) voneinander abhiingig sind, und das mu der Fall sein, wenn die 
Winkelgeschwindigkeit w eine wirkliche Funktion der Zeit sein soll, wenn 
man also zu permanenten Pendelungen gelangen will. 

Mlodzjejowskijs Verfahren, das ich zunichst auseinandersetzen will, 
besteht darin, daB er die Gleichung (64) nach ¢ differenziiert und fiir die 
Differentialquotienten der Richtungskosinus ¢,, ¢,, ¢, die Werte aus den 
Poissonschen Gleichungen einsetzt. Er erhiilt so eine vierte Relation 
zwischen den ¢,, ¢,, ¢;, die sich mit Hilfe der Gleichungen (58) und (59) 
folgendermaBen schreiben 1aBt: 


(69) 6(Aac, + Bbe, + Cee,) + e[(B—C) bee, +(C—A)cac, +(A—B) abe,] 





= x6(Aa*+ Bb? + Cc’). 
Aus (64) und (69) folgt aber: 
2 2 2 
(70) Aac, + Bbe,+ Cee, = +e x, 
(71) (B—C)bee, +(C—A)cac, +(A—B)abe, = set oon. 
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Da nun zwischen ¢,, ¢,, ¢, schon die Gleichungen (1) und (59) bestehen, 
so miissen bei den permanenten Pendelungen die linearen Gleichungen (70) 
und (71) aus (59) durch Multiplikation mit gewissen. Faktoren w und » 
hervorgehen. Damit (70) aus (59) entspringt, muB 

(72) ua=Aa, ub= Bb, uc=—Ce 

sein. Mithin ist, bei geeigneter Wahl der Bezeichnung, entweder, wenn 
die Haupttrigheitsmomente ungleich sind: 


(73) w=C; a=0, d=0, c=—l, 
oder: 
(74) p=C; B=C, a=0. 


Die Méglichkeit (74) scheint Mlodzjejowskij tibersehen zu haben; sie hat 
freilich keine erhebliche Bedeutung, da sie auf den symmetrischen Kreisel 
fiihrt. 
Werden die Werte (73) in die Gleichung (60) eingesetzt, so kommt: 
4,Cdw/dt = 0, 
woraus sofort 
(75) z= 0 
folgt, d. h. der Kreisel ist planar. Ferner ergibt sich beim Einsetzen in 
die Gleichung (61): 
c, Cdw/dt = 0, 
und daher ist 
(76) ¢,; = cos # = 0, 
d. h. die Hauptachse, wm die sich der Kreisel nach (73) dreht, liegt horizontal. 
Auf diese Art ist man zu folgenden Gleichungen gelangt: 


(75) 2 =90; 
(M) (73) p=0, q=0, r=w; 

(76) g —sing, &=—cosg, ¢ =0. 
Vermége der Gleichungen (M) sind die beiden ersten Eulerschen Gleichungen 
identisch erfiillt, und dasselbe gilt von der dritten Poissonschen Glei- 


chung. Die beiden andern Poissonschen Gleichungen reduzieren sich auf 
die eine Gleichung: 


(77) dg/dt = w, 
und die dritte Eulersche Gleichung lautet: 
(78 Cdw/dt = y, sin p — % cos —. 


Mithin schwingt der planare Kreisel um die horizontal gelegte Normale 
derjenigen Hauptebene, die den Sehwerpunkt enthilt, und zwar nach 
Art eines physikalischen Pendels. Was die Eulerschen Winkel betrifft, so 
sind # und w konstant; dagegen wird m eine Funktion der Zeit. 
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Bekanntlich kann auch der symmetrische Kreisel permanente Pende- 
lungen ausfiihren. Dabei steht die Achse der Pendelung im Kérper auf 
der Figurenachse senkrecht und hat im Raume eine horizontale Lage. 
Auf diese Bewegungen fiihrt die Méglichkeit (74). Da jedoch der sym- 
metrische Kreisel fiir jede durch die Figurenachse gehende Hauptachse 
planar ist, so lassen sich diese Pendelungen dem Fall von Mlodzjejowskij 
unterordnen; dabei ist zu beachten, daB es jetzt nicht mehr eine einzige 
Pendelungsachse gibt, sondern daB alle Normalen zur Figurenachse, die 
durch O gehen, diese Eigenschaft besitzen. 

Es gilt somit der Satz: 

Satz 8. Liegt bei einem schweren Kreisel der Schwerpunkt in einer 
der Hauptebenen, so geniigt man den Euler-Poissonschen Gleichungen, wenn 
man den Kreisel um die horizontal gelegte Normale dieser Hawptebene nach 
Art eines physikalischen Pendels schwingen lift. 

Wenn das Ergebnis der Untersuchung Mlodzjejowskij in dieser 
Weise formuliert wird, so erhilt man zwar einen richtigen Satz, die 
weitere Durchfiihrung der Probe zeigt aber, daB die Rechnungen, die 
za ihm gefiihrt haben, mit einem Fehler behaftet sind. Aus den Glei- 
chungen (73) und (75) folgt niimlich, daB die GréBen o und g, die 
durch die Gleichungen (62) und (63) erklirt wurden, identisch ver- 
schwinden. Mithin ist bei dem Fall von Mlodzjejowskij die Gleichung 
(64) fiir die Richtungskosinus ¢,, ¢,, ¢, identisch erfiillt, und dasselbe 
gilt von der vierten Relation zwischen ¢,, ¢,, ¢,, namlich der Gleichung 
(69); die daraus durch ,,Auflésung“ gewonnenen Gileichungen (70) und 
(71) sind illusorisch, da auf der rechten Seite die Nenner der Brtiche 
verschwinden. 

Das Verfahren von Mlodzjejowskij lieferte auBer der Gleichung (1) 
drei lineare Gleichungen (59), (64), (69) zwischen den GréBen ¢,, Cy, ¢s. 
Sollen diese keine Konstanten sein, so miissen sich die drei Gleichungen 
auf eine reduzieren; denn die Gleichung (59) kann keine Identitit sein. 
Eine solche Reduktion findet sicherlich statt, wenn die beiden anderen 
Gleichungen (64) und (69) aus der erstep (59) durch Multiplikation mit 
Faktoren uw und vy hervorgehen. Es gibt aber noch eine andere Még- 
lichkeit, die der Aufmerksamkeit von Mlodzjejowskij entgangen ist: 
die Reduktion tritt nimlich auch ein, wenn die Gleichungen (64) und (69) 
identisch erfillt sind, und das ist gerade hier immer der Fall. 
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§ 9. 
Die Bewegungen des unsymmetrischen Kreisels, bei denen der 
Drehvektor im Raume fest bleibt. 
Zweiter Teil: Die permanenten Pendelungen. 


Nunmehr soll in aller Strenge bewiesen werden, daB die Mlodzje- 
jowskijschen Bewegungen die einzigen permanenten Pendelungen sind. Dazu 
braucht man gar nicht die Gleichung (69) zu bilden, es geniigen vielmehr 
die Gleichungen (59) und (64). Da (59) keine Identitit werden kann, 
so ist (64) entweder eine Folge von (59) oder eine Identitit. 

In dem ersten Fall gibt es einen von Null verschiedenen Maulti- 
plikator M von der Beschaffenheit, dab die Gleichungen bestehen: 


(79) Ma=o6(B—C)be—oAa, Mb=6(C—A)ca—oBb, 
Me = 6(A—B) ab— 0Ce. 
Mithin verschwindet die Determinante dieser drei in M, 6, 9 linearen 
und homogenen Gleichungen, d. h. es ist: 
(80) (B—C) a*b? + (C— A)? a? + (A— BY a®h? = 0, 
also 
(81) (B—C)be=0, (C—A)ca=0, (A—B)ab=0, 
woraus bei geeigneter Wahl der Bezeichnung entweder 





(73') a=0, b=0, c=1 
oder 
(74’) B=C, a=0 


folgt. Da der symmetrische Kreisel als erledigt gelten darf, so geniigt 
es, die Gleichungen (73’) zu nehmen. Dann aber zeigt die Gleichung (60), dab 
(75’) Z, =0 
sein muS, und nunmebr folgt aus den Gleichungen (62) und (63) das 
Verschwinden von 6 und og, damit aber auch nach (79) das Verschwinden 
von M. Die Annahme, daB (64) eine Folge von (59) sei, fiihrt daher 
auf einen Widerspruch, und deshalb muf die Gleichung (64) identisch 
bestehen. 

Damit zweitens die Gleichung (64) eine Identitat ist, mub 
(82) «(B—C)be=gAa, o(C—A)ca=oBb, «(A—B)ab=eCe 
sein. Werden diese Gleichungen der Reihe nach mit a, b, ¢ multipliziert 
und addiert, so kommt: 
(83) 6(Aa*® + Bb? + Cc*) = 0, 
folglich ist 
(84) o=0. 
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Dann ergibt sich aber aus (82), daB auch 

(85) e@=0 

ist. Hiermit ist gezeigt, daB das Verschwinden von 6 und @ eine not- 
wendige Bedingung fiir die Existenz permanenter Pendelungen ist. Das 
Verschwinden von 6 bedeutet aber, daB die Hauptinvariante S gleich Null 
ist. Dann aber ist auch dS/dt gleich Null, und hierin besteht die Be- 
deutung des Verschwindens von 9. Nun weifS man zwar, daB die 
Gleichungen 9 =0, o=0 gelten, wenn die Bedingungen (73’), (75’) oder 
(74'), (75’) erfiillt sind, also der Kreisel Mlodzjejowskijsche Bewegungen 
ausfihrt, allein es bleibt zu beweisen, daB damit die permanenten Pende- 
lungen erschipft sind. 

Da die Hauptinvariante S ins Spiel kommt, liegt es nahe, bei den 
weiteren Untersuchungen statt der Euler-Poissonschen Gleichungen die 
HeB-Schiffschen Gleichungen zu benutzen, denen man, weil S konstant 
ist, die Ergiinzungsgleichung (54) hinzuzufiigen hat. 

Zur Abkiirzung mége: 


(86) Aad + Bb? + Ce? = 2r, 
(87) Aia+ Bb?+ Ce=. 20 
gesetzt werden, sodaB nach (57): 

(86’) T = rw’, 

(87’) U=ow? 


wird; t und @ sind positive, von Null verschiedene Konstanten. 

Die Aufstellung der Ergénzungsgleichung macht keine Schwierig- 
keiten, da in der Gleichung (54) bei der Annahme (57) fiir die Kompo- 
ponenten p, g, r der Koeffizient von dw/dt identisch verschwindet. Es 
kommt daher: 

(88) 0 = kP + 2a(xa,a+ yb + 2Q¢) w*. 

Im allgemeinen folgt aus der Gleichung (88) ein konstanter Wert 

von w. Soll w von der Zeit abhiingen, so mub 


(89) k=0, 

(90) Iyt+ yb + ac=—O0 
sein. Nun war aber 6 =0, mithin ist nach (62): 
(91) %,Aa + y,Bb + 2,Cce = 0. 


Aus (90) und (91) folgen jetzt die Gleichungen: 

(92) a=m(B—C)y 2%, b=m(C—A)a 2%, c= m(A—B) xy, 

wo m einen von Null verschiedenen Proportionalitiitsfaktor bezeichnet. 
Dann aber zeigt die Gleichung (Ila) oder 9 ~ 0, dab 

(98) m(B—C) (C— A) (A —B) xypayl* — 0 
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ist. Da sich aber bei der Annahme B=C die Hauptachsen stets so 
wihlen lassen, daB z, gleich Null ist, so ergibt sich bei geeigneter Wahl 
der Hauptachsen aus (93) nur die Bedingung: 


(75) = 0. 
Mithin ist nach (92) und (1): 
(73) a=0, b=0, c=1, 


und damit sind wir zu den Mlodzjejowskijschen Bewegungen gelangt. Der 
Satz 8 laBt sich daher in folgender Weise umkehren. 

Satz 9. Hat ein schwerer Kreisel die Eigenschaft, daB er um eine 
im Korper feste Achse Drehungen mit verdnderlicher Winkelgeschwindigkeit 
ausfiihren kann, so ist er notwendig planar und die Drehachse besteht in 
der horizontal gelegten Normale zu der Hauptebene, in der der Schwer- 
punkt liegt. 

Zum SchluB soll noch gezeigt werden, daB bei den permanenten 
Pendelangen die HeB-Schiffschen Gleichungen den Euler-Poissonschen 
Gleichungen nicht aquivalent sind. 

Zuniachst ist S,= 0, mithin wird: 


(62°) 6=2,Aa+ yBb+ 24,Cce = 0. 
Ferner ist nach (Ila): 


(63’) oe = (B—C)2z,be + (C— A) y,ca + (A— B)z,ab = 0. 
Wird die HeBsche Massenverteilung ausgeschlossen, so sind diese beiden 


Gleichungen unabhingig voneinander, und es ergeben sich aus ihnen in 
Verbindung mit der Gleichung (58) die Richtungskosinus a, b, ¢ der 
Drehachse. 

Weiter nimmt die Gleichung (Ilb) in dem Falle, daB S, =O ist, 
die einfache Form an: 
(51) U-dT/dt=T-aU/dt 
und ist, wie es zu erwarten war, vermége der Gleichungen (86’) und (87’) 
identisch erfiillt. 

Endlich hat man die Gleichung (IIc), die fir S,—0 folgender- 
maBen lautet: 
(53’) (dU/dt? = P(2U—F) — 2U(h—T); 
werden hierin fiir U und 7 die Ausdriicke aus (86’) und (87’) eingesetzt, 
so erhalt man eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir w’. 

Man iiberzeugt sich sofort, daB die Funktionen der Zeit p,q, r, die 
sich hieraus ergeben, keineswegs 


d 
p=90, q= 90, r=w=— 
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sind. Hieraus ist zu schlieBen, daB fiir den Ausnahmefall S = const. die 
Erganzungsgleichung (54) beim allgemeinen unsymmetrischen Kreisel keine 
Folge der HeB-Schiffschen Gleickhungen ist; nur bei besonderen Relationen 
zwischen den Massenparametern kénnte es anders werden. 


§ 10. 


Volistindige Diskussion des Falles, daB die Hauptinvariante S 
dauernd den Wert Null hat. 


Nachdem in § 7, Satz 7 fiir den Fall S, 0 die méglichen Bewegungs- 
formen ermittelt worden waren, nimlich die permenenten Drehungen, die 
permanenten Pendelungen und die Hefschen Bewegungen, soll auf Grund 
der Ergebnisse der §§ 8 und 9 untersucht werden, wie sich je nach der 
Wahl der Massenparameter und der Anfangsbedingungen die Bewegung 
in Wirklichkeit gestaltet. 

Um die drei Fille, die sich darbieten werden, bequem zu unter- 
scheiden, soll der unsymmetrische Kreisel ein allgemeiner Kreisel heiBen, 
wenn sein Schwerpunkt in keiner Hauptebene liegt, ein planarer Kreisel, 
wenn das der Fall ist, ohne daB jedoch die HeBsche Massenverteilung 
vorliegt, ein Hefscher Kreisel, wenn auch noch diese Massenverteilung 
vorhanden ist. 

Beim allgemeinen Kreisel ist der Staudesche Kegel ein eigentlicher 
Kegel zweiter Ordnung, und die Ebene S=0 hat mit ihm entweder 
nur die Spitze gemeinsam, oder sie beriihrt ihn in einer Erzeugenden, 
oder sie wird von ihm in zwei Erzeugenden geschnitten. In dem ersten 
Fall ruht der Kreisel, in den beiden anderen vollfiihrt er permanente 
Drehungen. 

Beim planaren Kreisel zerfallt der Staudesche Kegel in zwei Ebenen; 
die erste Staudesche Ebene ist die Hauptebene, die den Schwerpunkt 
enthilt, die zweite steht darauf senkrecht. Die feste Ebene S—0O ist 
von den beiden Staudeschen Ebenen verschieden und schneidet diese 
daher je nach einer Geraden. Die erste Schnittgerade ist eine Achse 
permanenter Drehung. Um die zweite Schnittgerade, die auf dem Schwer- 
punkt senkrecht steht, kann der Kreisel permanente Pendelungen aus- 
fiihren; darunter ist auch eine permanente Drehung enthalten, oder 
vielmehr ein Grenzfall davon, insofern die Winkelgeschwindigkeit un- 
endlich wird. 

Beim Hefschen Kreisel ist die Schnittgerade der ersten Staudeschen 
Ebene mit der Ebene S—0 wiederum eine Achse permanenter Drehung. 
Die zweite Staudesche Ebene ist aber jetzt identisch mit der Ebene 
S=0, und liefert daher ein Biischel von Achsen permanenter Drehung 
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mit dem Mittelpunkt 0. Da ferner die Ebene S=0O auf derjenigen Haupt- 
ebene senkrecht steht, die den Schwerpunkt enthilt, so liegt die dritte 
Hauptachse in ihr. Fiir diese wird die Winkelgeschwindigkeit der per- 
manenten Drehung unendlich grof, dafiir liefert sie aber eine Schar per- 
manenter Pendelungen. AuBerdem gibt es jetzt eine Schar Hefscher 
Bewegungen, bei denen der Drehvektor sich in der zweiten Staudeschen 
Ebene um den Punkt O herumdreht. 

Im AnschluB an die vorhergehenden Betrachtungen soll noch eine 
Frage beantwortet werden, die in § 2 auftrat, niimlich, ob es Bewegungen 
des unsymmetrischen Kreisels gibt, bei denen die Proportion: 


(14) p:q:r=—2,/A:y,/B:2,/C 
besteht. Da die Gleichung des Staudeschen Kegels: 
(39) (B—C)aqr + (C—A) yorp + (A—B)a pq = 0 


fiir die Gerade (14) erfiillt ist, so gibt es bei jedem unsymmetrischen 
Kreisel permanente Drehungen mit dieser Drehachse. Beim planaren Kreisel 
verschwindet z,, dann aber miiBte nach (14) auch r= 0 sein, folglich 
kann die Annahme (14) nicht zu permanenten Pendelungen fiihren. 





Berichtigung 


zu dem Aufsatz von Paul Stickel: Ausgezeichnete Bewegungen des schweren un- 
symmetrischen Kreisels, Math. Ann. Bd. 65, 8. 538—555. 
Auf Seite 539 finden sich einige Druckfehler. Die dritte der Gleichungen (3) 
muB heiBen: 
Cdr/dt —(A— B) pq = ¥y%, — %%, 
die zweite der Formeln (5): 
de,/dt = pe, — r¢,. 
Auf Seite 543 muB die Formel (11*) so lauten: 
a(>2) 
———— [r8,]-D. 


Auf Seite 558, Z. 6 mu es statt U,—k heiBen U, =. ke. 


Auf Seite 554 ist in der Formel (d) hinter dem Gliede + 2U,(h—T)* hinzu- 
zufiigen = 0. 
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Uber Selbstspannungen ebener Diagramme. 
Von 


Fevrx Kuer in Gottingen. 


In einer Arbeit tiber ,Spannungsflichen und reziproke Diagramme“, 
die ich vor einigen Jahren zusammen mit K. Wieghardt im Archiv der 
Mathematik und Physik veréffentlichte*), habe ich gezeigt, daB die Wieder- 
heranziehung der Originalideen Maxwells dem bezeichneten Gegenstande 
eine Reihe neuer und interessanter Seiten abgewinnen laBt. Dabei blieb 
ein bestimmter feinerer Punkt unerledigt, der im folgenden klargestellt 
werden soll. Ich gebe dabei meiner Darlegung eine elementare, analytisch- 
geometrische Form, die auch ohne Riickgang auf die friithere Publikation 
verstindlich sein diirfte. Auf rein geometrische Begriindung, insbesondere 
die Einzelheiten der graphischen Darstellung gehe ich dabei nicht ein; 
diese werden, soweit sie erwiinscht scheinen, in einer Arbeit meines 
Assistenten, Herrn Fr. Pfeiffer, enthalten sein, welche demnichst in der 
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik erscheinen wird. 

1. Es sei ein gewéhnliches Eulersches Polyeder gegeben, d. h. eine 
aus ebenen Facetten zusammengesetzte Oberfliche, welche zwei getrennte 
Seiten besitzt und iibrigens dem Riemannschen Geschlecht p=0O an- 
gehirt (den ,,Zusammenhang“ 1 besitzt).**) Weil zwei getrennte Flaichen- 
seiten vorhanden sind, kénnen wir fiir jeden Eckpunkt des Polyeders 
einen bestimmten Umlaufungssinn festlegen, indem wir verabreden, dab 
dieser Sinn von der einen Flichenseite aus gesehen mit dem Uhrzeiger- 
sinn iibereinstimmen soll. Nun seien die Polyederebenen, die in irgend 
einem Eckpunkte (i) des Polyeders zusammenstossen, gemma der durch 
diesen Sinn festgelegten Reihenfolge durch nachstehende Gleichungen gegeben: 


*) II. Reihe, Band 8 (1904). 
**) Die Polyederoberfliche kann sich tibrigens beliebig durchsetzen. 
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FIRS tts 
e=air+biyt+da, 
2= int + Uny + Cn, 


(1) 





Man hat dann fiir die von (i) auslaufenden Polyederkanten, genauer fiir 
ihre Projektionen auf die X Y-Ebene, die Gleichungen: 
0 = (at— aj) « + (— bi) y+ (A— ai), 


(2) 0 = (ai—a,,)a + (bi— bn.) y + (d— cn), 





Die so gewonnenen Projektionen bilden ein ebenes Diagramm, fiir welches 
wir aus den vorstehenden Gleichungen unmittelbar einen Selbstspannungs- 
zustand aufstellen kénnen. Man lasse nimlich am i* Knotenpunkte des 
Diagramms (der dem i*" Eckpunkte des Polyeders als Projektion ent- 
spricht) Krafte mit folgenden X-, Y-Komponenten angreifen: 


. . . i -. 
Xi. = Vi — Bi, Yi, = aj — a; 


(3) | Xin= bj — Din ’ Yin= On — ai; 


Diese Kriafte wirken, wie man sofort erkennt, der Reihe nach lings der 
einzelnen durch (2) gegebenen Kanten (,,Stibe“) des Diagramms und 
stehen tibrigens am i” Knotenpunkte im Gleichgewicht, weil die Summe 
ihrer X-Komponenten, wie ihrer Y-Komponenten verschwindet. Anderer- 
seits gehért zu dem zweiten Knotenpunkte, den etwa die Kante kl 
trigt, — er mége j heiBen —, gemaB der fiir die Eckpunkte des Aus- 
gangspolyeders verabredeten Umlaufungsregel (anders ausgedriickt: gemaiB 
dem fir unser Pelyeder geltenden Moebiusschen Kantengesetz) eine Kraft: 
(4) Xie U-b, Yi—-a—a, 

welche der Kraft X/,, Yi, entgegengesetzt gleich ist. Die an den siimt- 
lichen Knotenpunkten des Diagramms angreifenden Kriifte ergeben also ein 
lings der Stiibe des Diagramms wirkendes, mit sich selbst im Gleichgewicht 
stehendes Selbsispannungssystem; sie ergeben, wie wir kurz sagen wollen, 
eine Selbstspannung des Diagramms. 

Ich erinnere noch daran, wie man (nach Maxwell-Cremona) 
von dem so gewihlten Ausgangspunkte aus das zugehérige, unserem 
Diagramm reziproke Diagramm und damit den Kriafteplan unserer Selbst- 
spannung konstruiert: man hat einfach jeder Polyederebene 


z=ar+by+e 


den Punkt 
(5) z=b, y= 6 
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entsprechend zu setzen. In der Tat sind dann die Kriifte (3), die entlang 
den Stiben unseres Diagramms wirken, der GréBe und Richtung nach 
durch die die Punkte des reziproken Diagramms verbindenden Vektoren 
gegeben. 

2. Es ist nun nicht schwer zu sehen, daB man den geschilderten, 
von Maxwell herriihrenden Ansatz ohne weiteres umkehren kann. Um 
die hierfiir nétige Uberlegung kurz und prizis 2u fassen, ist es zweck- 
mabig, zwischen die Kanten unseres Diagramms entsprechend den Seiten- 
flichen des Ausgangspolyeders Blétter eingespannt zu denken (deren 
einzelnes also eine von einer Anzahl Stibe des Diagramms begrenzte 
Polygonfliche vorstellen wird). Diese Blatter bilden, zusammengenommen, 
eine dem Ausgangspolyeder Punkt fiir Punkt entsprechende Fliiche, die 
also, gleich dem Polyeder, dem Geschlecht p = 0 angehért, und auf die 
sich unsere auf das Ausgangspolyeder beztigliche Verabredung betreffs 
des Umlaufungssinnes der einzelnen Eckpunkte (Knotenpunkte) tibertriigt. 
Wer irgend an die Vorstellung einer iiber die Ebene mehrblittrig aus- 
gebreiteten Riemannschen Fliche gewéhnt ist, wird in der Erfassung 
dieser einen Teil der X Y-Ebene ebenfalls mehrfach iiberdeckenden Hilfs- 
fliche keinerlei Schwierigkeiten finden. 

Man stelle nun irgend eine su unserem Diagramm gehirige Selbst- 
spannung auf. Wir erfahren dann aus den Gleichungen (3) fiir jede 
Kante des Diagramms zugehérige Werte der ai —aj, bi — bi, aus den 
Gleichungen (2) einen zugehérigen Wert von c,—c. Die Frage ist, ob 
wir von der Kenntnis dieser Differenzen aus, gestiitzt auf die Aufeinander- 
folge der Blitter unserer in das Diagramm eingespannten Hilfsfliche, zu 
zugehérigen Werten der ai, b',, c. selbst und damit zu einem Maxwell- 
schen Polyeder widerspruchsfrei tibergehen kénnen. 

Dies ist nun in der Tat der Fall und zwar in der Weise, daf wir 
fiir eines der Blitter unserer Hilfsfliiche die zugehirigen a, b, c, — sagen 
wir als a), by, Cy — beliebig annehmen kinnen, dann aber alles bestimmt 
ist. Zum Beweise wollen wir uns folgende Vorstellungsweise bilden. Wir 
wollen die gesuchten a, b, c als Funktionswerte auffassen, die zu den 
einzelnen Punkten der Hilfsfliche gehéren, die also, solange sich der 
Punkt innerhalb eines Blattes der Hilfsfliche bewegt, konstant bleiben, 
jedesmal aber, wenn der Punkt iiber eine Kante hinweg in ein neues 
Blatt tritt, gemiB den Gleichungen 


(6) Aa=a,—a, Ab=b—bi, O—Aa-«+Ab-y+ Ac 


springen. Die Frage ist einfach, ob man diese Differenzengleichungen, 

von den irgend einem Punkte der Hilfsfliche beigelegten Anfangswerten 

My, bo,  beginnend, iiber unsere Hilfsfliche hin eindeutig integrieren 
29° 
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kann, und diese Frage ist, gemiB bekannten Theorien, zu bejahen, weil 
unsere Hilfsfliche dem Geschlechte p= 0 angehért und die Umkreisung 
eines beliebigen Knotenpunktes (singuliren Punktes der Differenzen- 
gleichungen) allemal TAa=0, TAb=0, ZAc=0 ergibt. 

Also: Zu jedem Selbstspannungssystem wnseres Diagramms gehort, 
nachdem man die Konstanten a,, b,, ¢, willkiirlich angenommen hat, ein 
bestimmtes Mazwellsches Polyeder. Hine Abinderung der ay, by, cy be- 
deutet, daB man die rechten Seiten der Formeln (1) — der Gleichungen der 
Seitenebenen des Polyeders — alle um dieselbe lineare Funktion az+by+e 
vermehrt. Ist die Zahl der méglichen Selbstspannungen oo", so ist dem- 
entsprechend die Zah! der zum Diagramm gehérigen Maxwellschen Polyeder 
co"* 5. Die Zahl der reziproken Diagramme aber ist, weil in den Formeln (5) 
die ¢ fortfallen, nur oo**+*, und von diesen unterscheiden sich jedesmal 
co* nur durch eine Parallelverschiebung iiber die Ebene des Zeichen- 
brettes hin. 

Es ist von vornherein klar, was es heibt, zwei an demselben Dia- 
gramm angreifende Selbstspannungen zu addieren. Genau so wird man 
zwei zu demselben Diagramm gehérige Maxwellsche Polyeder addieren 
kénnen. Man vereinigt zu dem Zwecke einfach die beiden demselben 
Blatte der Hilfsfliche entsprechenden Ebenen der beiden Polyeder: 


e=—ae+by+e und z—a'r+d'y+ec" 
zu der neuen Ebene 
(7) e=(V’e+by+ec)+(a"x+b'y+c’). 
Die Selbstspannungen und die Polyeder bilden in diesem Sinne je eine 
lineare Schar. Gibt es n ,,linear-unabhingige“ Selbstspannungen S,, S,,---, S,, 
so stellt sich die allgemeinste Selbstspannung des Diagramms in der 
Gestalt 
(8) 4,8, + A, S, 5 dhe 4,5, 
dar, wo die 4 beliebig zu wihlende Konstante sind. Es gibt dann (m+3) 
linear-unabhiingige Maxwellsche Polyeder; der Uberschuf der drei Einheiten 
kommt auf die drei vorhin eingefiihrten Integrationskonstanten. Ebenso 
gibt es (w + 2) linear-unabhingige reziproke Diagramme. 

3. In dem oben zitierten Aufsatze von Wieghardt und mir ist 
bereits angedeutet, wie sich die soweit entwickelten Sitze modifizieren, 
wenn die Hilfsfliche, die in die Stabe des Diagramms eingespannt ist, 
héheres Geschlecht (p >) besitzt; ich gehe hierauf gegenwirtig nicht 
niher ein. Dagegen wurde damals nur erst gefragt, welche Bewandtnis 
es mit solchen Diagrammen haben mag, die, durch Einfiigung geeigneter 
Bitter vervolistindigt, als Projektion einseitiger Polyeder erscheinen 
(,.Moebiusscher“ Polyeder, bei denen man keine zwei Flichenseiten unter- 
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scheiden kann, weil die eine Flichenseite des einzelnen Begrenzungs- 
polygons beim Hinschreiten tiber das Polyeder kontinuierlich in die andere 
Flichenseite des Begrenzungspolygons iibergeht). 

Diese weitere Frage zu beantworten ist der eigentliche Zweck meiner 
diesmaligen Mitteilung. Ich werde mich dabei, um der Auffassung keine 
zu groBen Schwierigkeiten zu bieten, auf die Besprechung eines einzelnen 
mdglichst einfach gewiahlten Falles beschrinken (bei der dann die all- 
gemeine Sachlage von selbst hervorleuchtet). 

Dabei sei folgende Bemerkung voraufgeschickt. Ich habe die ge- 
nannte Frage wiederholt in Fachkreisen gestellt und habe, weil die Be- 
trachtung des einseitigen Polyeders zunichst zu gewissen Unstimmigkeiten 
fiihrt, dann wohl die Antwort erhalten: besagtes Polyeder mége fiir die 
Bestimmung der zum Diagramm gehdrigen Selbstspannungen bedeutungslos 
sein. Wer an den organischen Zusammenhang der geometrischen Wahr- 
heiten glaubt, wird eine solche Ansicht von vornherein nicht teilen kénnen. 
Die folgenden Betrachtungen zeigen, daB die Sache in der Tat ganz anders liegt. 

4. Das ebene Diagramm, welches wir als Beispiel wiahlen, besteht 
einfach aus den 15 Stiiben, welche 6 Knoten- 
punkte (die J, IJ,---, VI genannt werden 
sollen) verbinden. Der Ubersichtlichkeit wegen 
mégen wir uns die Punkte so gewahlt denken, 
daB J,---, V die Ecken eines reguliren Fiinf- 
ecks bilden, in dessen Mittelpunkt VJ liegt. 
Wir haben dann nebenstehende Figur. 

Dieses Diagramm JaBt sich nun folgender- 
maBen zu einer geschlossenen, aus 10 Dreiecks- a 
flichen bestehenden und dabei _,,cinseitigen“ ~~ 
Hilfsflache ausgestalten. 

Wir verbinden zuniichst die Ecken J---V durch die 5 Dreiecke: 

IU, WUTIV, mWriIvv, IVVI, VIL, 
wie es in der nebenstehenden Figur angedeutet 
ist; diese 5 Dreiecke bilden in ihrer Auf- 
einanderfolge ein iibrigens wohlbekanntes Bei- 
spiel eines in sich zuriicklaufenden Moebius- 


schen Blattes (bei dem man durch Umlaufung - of 
von der oberen Seite eines der 5 Dreiecke 
auf die untere Seite desselben Dreiecks kon- = 
Vif 
al Fig. 2. 


I 


ZI 


tinuierlich hiniiberkommt). 

Sodann verbinden wir den Punkt VJ mit 
den ,,freien“ Kanten dieses Blattes, d. h. mit 
den Kanten 
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durch die 5 Dreiecke: 
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TIV, Vil, I1Iv, IVI 


IWViI, WIV VI, VilvViI, WIV VI, IVIVI, 


womit die Konstruktion unserer Hilfsfliche vollendet ist. 





Da unsere Hilfsfliche aus lauter Dreiecken 
besteht, so hat es keine Schwierigkeit das all- 
gemeinste Raumpolyeder zu konstruieren, dessen 
Orthogonalprojektion sie ist. Wir errichten ein- 
fach in den Punkten J, IJ,---, VI gegen die 
Zeichenebene beliebige Perpendikel, deren End- 
punkte 1, 2,---,6 hei®en sollen, und verbinden 
die Raumpunkte 1, 2,---,6 genau so durch Drei- 
ecke, wie es eben zwecks Konstruktion der Hilfs- 
fliche mit den Punkten J, IJ, -- -, VI geschehen 
war. Das so entstehende Polyeder hiingt, der 


Willkiir der 6 Perpendikel entsprechend, von 6 Konstanten ab. DaB es 
einseitig ist, folgt aus der Einseitigkeit der Dreieckszone Fig. 2. Ubrigens 
stellt es gerade dasjenige einfachste Beispiel einer einseitigen Fliche vor, 

welches Moebius seinerzeit selbst gegeben hat. 
Betrachten wir nun die statischen Eigenschaften unseres Diagramms. 
a) Aus der allgemeinen Abzihlung folgt, dab es (15 —- 2-6+43)=—6 
I linear unabhingige Selbstspannungen zulassen muB, 
und in der Tat ist es sehr leicht, solche 6 Selbst- 
spannungen zu konstruieren. Ich gebe als Beispiel die 

folgenden: 


Nr. 1 --- 5: nur 3 der von VJ auslaufenden Stibe, 


2 Diagonalen und eine Fiinfecksseite sind gespannt; 
vergl. die nebenstehende Figur. 


4 
Fig. 4. 


I 


| 





ae Wee 
A 


Nr. 6: lings der 5 von VJ auslaufenden Stibe 
herrschen gleiche Spannungen, ebenso lings der 5 Dia- 
gonalen des Fiinfecks. Vergl. die Figur. 


Diese Beispiele von Selbstspannungen kinnen 
auch ohne weiteres aus Mazxwellschen Polyedern 
abgeleitet werden: jede der Figuren 4 ist als 
Projektion eines Tetraeders anzusehen, Figur 5 
als Projektion einer auf einem tiberschlagenen 
Fiinfeck errichteten Pyramide. 

b) Andererseits iiberzeugt man sich, daB die 
allgemeinste zu unserem Diagramm gehdérige 
Selbstspannung keineswegs aus unserem ein- 








_—- le = ae ~~. 
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seitigen Polyeder in Maxwellscher Weise abgeleitet werden kann. Schon die 
Anzahlen stimmen nicht. Denn die co® Polyeder wiirden nur oo* Selbst- 
spannungen liefern. Aber man bemerkt bald, daB unser Polyeder iiber- 
haupt nicht in Maswellscher Weise benutet werden kann. Es war doch 
der Ausgangspunkt unserer Betrachtung in Nr. 1, daB jeder Eckpunkt 
unseres Polyeders in bestimmtem Sinne umlaufen werden sollte. Zu dem 
Zwecke muBten wir die beiden ,Seiten“ der Polyederfliche unterscheiden 
und fiir die eine Seite den Uhrzeigersinn der Umlaufung verabreden. 
Dies ist hier, weil wir ein einseitiges Polyeder haben, nicht méglich. 
Setzen wir willkiirlich fest, daB die Ecke (i) des Polyeders in bestimmtem 
Sinne umlaufen werden soll, und verschieben diesen Umlaufungssinn tiber 
die Fliche des Polyeders hin, so erhalten wir bei geschickter Wahl des 
Weges fiir die Ecke (7) den entgegengesetaten Umlaufungssinn. Die Vor- 
zeichen der Kraftkomponenten in den Formeln (3) lassen sich also nicht 
fixieren, oder, wennn man lieber will: nachdem man sie unter Festsetzung 
eines bestimmten Umlaufungssinnes fiir den Punkt (i) angenommen hat, 
ergibt sich hinterher, daB ebensowohl die entgegengesetzten Vorzeichen zu 
gelten haben. 

c) Es muB interessant sein, diese Verhiltnisse am reziproken 
Diagramm zu verfolgen. In der Tat: da wir ein Polyeder haben, so 
haben wir auch (gemiB den Formeln (5)) ein reziprokes Diagramm. 
Dieses muf dann so beschaffen sein, daB, wenn wir eine Seite desselben 
als einen lings der entsprechenden Seite des urspriinglichen Diagramms 
herrschenden Zug deuten, nach Durchlaufung des ganzen Diagramms 
herauskommt, daB sie ebensowohl als Ma eines lings der korrespon- 
dierenden Seite des urspriinglichen Diagramms wirkenden Drucks zu 
gelten hat! 





5. In die solcherweise zunichst entstehende Verwirrung bringen wir 
Ordnung, indem wir unser einseitiges Polyeder (wie ich es bei einseitigen 
F lichen in fritheren Arbeiten wiederholt getan habe*), und wie es iibrigens 
heute allgemein geliufig ist) doppelt iiberdeckt denken und somit durch 
eine sweiseitige Fliche der doppelten Ecken-, Kanten- und Flichenzahl 
ersetzen, deren Ecken, Kanten und Flachen paarweise mit den Ecken, 
Kanten und Flichen des einseitigen Polyeders zusammenfallen. Unser 
ebenes Diagramm, bez. die mit ihm verbundene ,,Hilfsfliche“, ist eine 
Doppelprojektion dieses zweiseitigen Polyeders, und wir erhalten, wenn 
wir von diesem Polyeder im Sinne von Nr. 1 Gebrauch machen, fir 
jeden Stab unseres Diagramms einen Zug und einen Druck, die sich 


*) Siehe z. B. meine Schrift ,,Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funk- 
tionen und ibre Integrale“, Leipzig 1882. 
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gegenseitig aufheben; wir erhalten fiir unser Diagramm eine Nullspannung. 
Wir haben keinen Widerspruch mehr, sondern etwas in sich Klares, das 
aber zuniichst enttiuscht: die co® einseitigen Polyeder, als deren Pro- 
jektion unser Diagramm angesehen werden kann, ergeben fiir dieses, gemap 
der neuen Auffassung, lauter Nullspannungen. 

Und doch ist der Ansatz gewonnen, durch dessen Verfolg wir nun 
zur positiven Erledigung des Selbstspannungsproblems fiir unser Diagramm 
kommen. Mégen wir vorab verabreden, die Seitenfliichen unseres ein- 


seitigen Polyeders, die vom Eckpunkte (7) auslaufen, folgendermaBen 
durch Gleichungen zu bezeichnen: 


@ s— a+ By +. 

Ubrigens aber wollen wir jetzt das allgemeinste zweiseitige Polyeder 
(mit der doppelten Ecken-, Kanten- und Flichenzahl) konstruieren, dessen 
Doppelprojektion unser Diagramm, bez. die zu ihm gehérige Hilfsfliche 
ist, dessen Ecken, Kanten und Seitenflichen nun aber nicht mehr paar- 
weise zusammenzufallen brauchen! 

Besagte Konstruktion machen wir in einfachster Weise, indem wir 
den 6 Knotenpunkten J, J/,---,VJ unseres Diagramms je zwei, beliebig 
tiber ihnen gelegene Raumpunkte zuordnen und die so hervorkommenden 
12 Punkte in zweckmiBiger Weise durch Dreiecksflichen verbinden. 

FolgendermaBen etwa. Mégen unsere Raumpunkte in nicht miBzu- 
verstehender Weise mit 

Pf FF &. .¢ 

sat ae ee ee ae 
bezeichnet werden. Wir konstruieren dann vor allen Dingen eine Auf- 
einanderfolge von 10 Dreiecken 


(1’ 2”3’), (2°83 4"), (3 4°5’), (4°5' 1"), (& 1” 2’), 
("7 8"), (2 8"4'), (B"4'5), (451), OT 2, 
die eine Ringfliche mit zwei Randern vorstellt, welche beziehungsweise 
aus folgenden fiinf Kanten bestehen: 
erster Rand: (1’ 3’), (3 5’), (5' 2’), (2° 4’), (4 1’), 
zweiter Rand: (1” 3”), (3° 5”), (5”2”), (2” 4”), (4” 1”). 


Und nun gehen wir zu einem geschlossenen Polyeder iiber, indem wir 
von 6’ aus auf den ersten Rand und von 6” aus auf den zweiten Rand 
eine geschlossene Pyramide aufsetzen. 

Jedes so hervorkommende (zweiseitige) Polyeder wollen wir weiter- 
hin ein Doppelpolyeder nennen. Es gibt immer zwei Ebenen des Doppel- 
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polyeders, welche der Ebene (9) des einseitigen Polyeders entsprechen; 
diese mégen durch folgende Gleichungen bezeichnet sein: 


(2=aiat biyt+es, 


10 
om) le= aya + by iy + ef! 


Wir statten nunmehr, gemaif der Verabredung von Nr. 1, die samt- 
lichen Ecken des Doppelpolyeders mit einem bestimmten Umlaufungs- 
sinne aus. Mége dabei, was den Eckpunkt (i’) angeht, auf die Seitenfliche 

emaict+biyt+ ci, 
die andere 
e=aiat+ diy +c! 
folgen, so wird umgekehrt, was den Eckpunkt (i”) betrifft, die Ebene 
emalia+biiy+c! 
der Ebene 
e=ata+ bly + cf 
vorangehen. 

Nach diesen Vorbereitungen werden wir nun, ganz im Sinne von 
Nr. 1, aus unserem Doppelpolyeder fiir das vorgegebene Diagramm eine 
Selbstspannung ableiten. Es geniigt wieder, die Komponenten der Kraft 
anzugeben, welche im Punkte (i) des Diagramms entlang der Kante (k/) 
wirken. Insofern (i) Projektion von (i’) ist, erhalten wir nach den 
Formeln (3) die Kraftkomponenten: 


(11’) bi — Bi, at — ali 


insofern aber (i) Projektion von (i”) ist, miissen wir nach der grade ge- 
machten Bemerkung die Vorzeichen umkehren und haben als Kraft- 
komponenten: 


(11”) rir, ati — a", 


Wir haben also insgesamt lings anserer Kanten (k7) im Punkte (7) an- 
greifend die Kraft: 


(12) XO=b— bi 40% b, YOma'—ai+a;,*—av". 


Damit haben wir fiir unser Diagramm wirklich eine Selbstspannung 
konstruiert, — jedem unserer Doppelpolyeder entsprechend eine. Und die 
Nullspannung, die wir aus dem einseitigen Polyeder ableiteten, ordnet 
sich hier ein. Denn es ist klar, daB die gerade hingeschriebenen Werte 
der X{?, Y{9 simtlich Null werden, wenn die Ebenen a, 0’, c’ mit den 
Ebenen a”, 6”, c” durchweg in die Ebenen (9) zusammenfallen, d. h. wenn 


unser Doppelpolyeder in die Doppeliiberdeckung eines einseitigen Polyeders 
tibergeht. 
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6. Die Behauptung wird nun sein, daf mit den Formeln (12) das 
Spannungsproblem wunseres Diagramms tatsiichlich erledigt ist. Zu dem 
Zwecke wird zweierlei zu zeigen sein: 

1) daB jede Selbstspannung des Diagramms durch Formeln (11) ge- 
wonnen werden kann, 

2) wie die Differenz zwischen der Zahl der Doppelpolyeder (co™) wnd 
der Zahl der Selbstspannungen (co®) zu erkliren ist. 

Beides erledigt sich auf Grund der voraufgeschickten Betrachtungen 
in ganz knapper Form. 

Ad 1). Es wird hier zweckmiBig sein, neben das vorgegebene Dia- 
gramm und seine Hilfsfliche, welche Doppelprojektionen des Doppelpolyeders 
sind, nunmehr ein Doppeldiagramm, bez. eine Doppelhilfsfliche zu stellen, 
die als einfache Projektionen unseres Polyeders definiert sein sollen. Jeder 
Kante des urspriinglichen Diagramms entsprechen zwei iibereinanderliegende 
Kanten des Doppeldiagramms, und wenn man fiir die Kante (k/) des 
urspriinglichen Diagramms die Formel (12) hat, so hat man fiir die beiden 
entsprechenden Kanten des Doppeldiagramms bez. die Formeln (11’) 
und (11”). Auf unser Doppeldiagramm, bez. die mit ihm verbundene Hilfs- 
fliche, finden nun unmittelbar die Entwickelungen unserer Nr. 2 Anwendung. 
Ist doch diese Hilfsfliche eine zweiseitige Fliiche vom Geschlecht p = 0. 
Jede zu dem Doppeldiagramm gehirige Selbstspannung wird also in Maz- 
wellscher Weise durch eines unserer Doppelpolyeder (und damit durch oo® 
unserer Doppelpolyeder) geliefert. Es bleibt zu tiberlegen, daB man jede 
auf das urspriingliche Diagramm beziigliche Selbstspannung in eine Selbst- 
spannung des Doppeldiagramms verwandeln kann. Dies aber geht gewib 
in der Weise, daB man die zur einzelnen Kante des urspriinglichen 
Diagramms gehérige Spannung zu gleichen Hilften auf die beiden iiber 
ihr liegenden Kanten des Doppeldiagramms verteilt. Dies hat zur Folge, 
daB die Krifte (11) und (11”) eimander gleich sind, und von hier aus 
kann man durch geschickte Wahl der drei zur Verfiigung stehenden 
additiven Konstanten erreichen, da allgemein 


(13) ai=—ayt, bi=—bdi, dim —ei. 


Man kann also zu jeder Selbstspannung des urspriinglichen Diagramms 
nicht nur tiberhaupt ein Doppelpolyeder konstruieren, sondern insbesondere 
ein solches, das hinsichtlich der X Y- Ebene sein eigenes Spiegelbild ist. 

Ad 2) ergibt sich volle Aufklirung, indem wir auf den Begriff der 
Addition zweier zu demselben Diagramm (i.e. derselben Hilfsfliche) 
gehérigen Polyeder zuriickgehen (Nr. 2). Es ist ganz klar, daf die 
Formeln (12) ungetindert bleiben, wenn man su dem gewéihlten Doppel- 
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polyeder ein beliebiges einseitiges Polyeder unserer Polyederschar addiert, 
also die Ebenen (10) durch folgende ersetzt: 


(14) 


We 
‘ 


[tS er Shenae 
e=aiint biyt i+ aint piyt yy. 


Hier enthalten die ai, Bi, yi im ganzen 6 willkiirliche Parameter und 
so bestimmen also jedesmal oo* Doppelpolyeder in unserem Diagramm 
dieselbe Selbstspannung. Dies also ist die Bedeutung der einseitigen Fliichen 
fiir die Selbstspannungen unseres Diagramms, daf sie gestatten, alle Doppel- 
polyeder, welche dieselbe Selbstspannung liefern, auseinander abzuleiten. 
Unter den Doppelpolyedern, welche dieselbe Selbstspannung liefern, 
findet sich dann in der Tat immer eines, welches hinsichtlich der X Y- 
Ebene sich selbst symmetrisch ist. Man braucht nur in den Formeln (14) 


(15) ag =—— Gita), B=— Oth), A= —hGi+¢) 


zu setzen. 


yy 


7. Von der Menge der Einzelbemerkungen, die sich hier aufdringen, 
sei nur folgende hervorgehoben. Ich will die Z-Ordinaten, die zu den 
Polyedereckpunkten (i) und (i”) des Doppelpolyeders gehéren, einen 
Augenblick z; und 2,’ nennen, wihrend die Z-Koordinate des ent- 
sprechenden Eckpunktes der einseitigen Flaiche €, heiBen mag. Die sechs 
GréBen £, (¢ = 1, 2,---, 6) kénnen beliebig angenommen werden. Anderer- 
seits verwandelt sich 2; gemiaiB (14) in 2/+ 6, 2," im 2,°+ 6. Die 
Differenz 2; — 2;° ist also das bei der Umwandlung Unveriinderliche. Wir 
werden sagen, da alle und nur diejenigen Doppelpolyeder fiir unser 
Diagramm je dieselbe Selbstspannung ergeben, deren beide Schalen an den 
Stellen 1,2,---,6 gleich stark auseinander klaffen. 

Ubrigens verweise ich wieder darauf, daB alle diese Angaben tiber 
die Doppelpolyeder in den zugehérigen reziproken Diagrammen eine 
charakteristische Deutung finden miissen. 

Ich stelle mir schlieBlich die Aufgabe, die besonderen Fille der 
Selbstspannung, auf welche sich Fig. 4 und 5 beziehen, in unsere all- 
gemeine Betrachtung einzuordnen. 

Wir hatten als Maxwellsches Polyeder im Falle 4 ein Tetraeder, im 
Falle 5 eine sich tiberschlagende fiinfseitige Pyramide. Wir wollen, was 
frei steht, dieses Tetraeder mit seiner Kante 34, bez. die Pyramide mit 


ihrer Grundebene 12345 auf die X Y-Ebene aufsetzen. Wir spiegeln 
jetzt beide Polyeder an der XY-Ebene und ersetzen so das Tetraeder 
durch ein Doppeltetraeder, die Pyramide durch eine Doppelpyramide Die 
so entstehenden Doppelpolyeder ergeben dann fiir unser Diagramm im 
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Sinne der Formeln (12) gleichfalls Spannungen vom Typus der Figuren 
4 und 5. 

Es ist die Frage, wie wir diese Spannungen, bez. Doppelpolyeder 
aus der allgemeinen Konstruktionsvorschrift der Nr. 5 herausbringen. Bei 
der Doppelpyramide ist die Antwort unmittelbar. Wir werden die 2,,, 2,” 
fir i= 1,2,3,4,5 gleich Null nehmen und iibrigens 2,’ = — 2,” setzen. 
In dem anderen Falle verfahre ich so. Ich lege durch die Kante IJ, IV 
des Diagramms irgend zwei Ebenen, welche zur X Y-Ebene spiegelbildlich 
liegen. Nun nehme ich 1”, 2’, 3’, 4’, 5’, 6 in der einen dieser Ebenen, 
1’, 2”, 3”, 4”, 5”, 6” in der anderen (vertikal iiber bez. unter J, IJ,---, VI) 
an (wobei natiirlich 3° und 3”, 4’ und 4” zusammenfallen). Fiihrt man 
fiir diesen Fall die Konstruktion des Doppelpolyeders gemiBS den An- 
gaben von Nr. 5 durch, so erhilt man in der Tat zwei Tetraeder, die so 
liegen, wie vorhin (nur daB die Spitze 6’ des ersten Tetraeders noch in 
der Grundfliche 1”, 3”, 4” des zweiten liegt, und umgekehrt, was eine 
fiir die Bestimmung der Selbstspannung unseres Diagramms unwesentliche 
Spezialisierung ist). 


Géttingen, den 31. Marz 1909. 


















E. Sarxowsk:. Algebraisch rektifizierbare Raumkurven. 


Uber algebraisch rektifizierbare Raumkurven. 
Von 


E. Satxowsk1 in Charlottenburg. 


Die Theorie der algebraisch rektifizierbaren Raumkurven ist durch 
die Untersuchungen von Herrn Stickel, die in zwei in diesen Annalen*) 
veréffentlichten Abhandlungen zusammengefaBt sind, wesentlich geférdert 
worden. Wihrend in der Ebene die algebraisch rektifizierbaren Kurven, 
d. h. diejenigen algebraischen Kurven, deren Bogenliinge algebraisch mit 
den Koordinaten zusammenhingt, durch die Evoluten aller algebraischen 
Kurven gegeben sind, ist eine Raumkurve nur dann algebraisch rekti- 
fizierbar, wenn sie die Evolute einer Stéickelschen Kurve ist. Dabei 
soll unter Stiickelschen Kurven diejenige Klasse algebraischer Raum- 
kurven verstanden werden, bei denen der Sinus des Torsionswinkels 


. 
w= / tds 
e 


algebraisch mit den Koordinaten zusammenhingt. Der Name rechtfertigt 
sich durch die Bedeutung, die jener Kurvenklasse in den Untersuchungen 
von Herrn Stickel zukommt. 

Diesen Untersuchungen verdanken wir neben der Kenntnis einer 
Reihe ausgezeichneter Eigenschaften auch eine explizite Darstellung der 
algebraisch rektifizierbaren Raumkurven. Aber so sinnreich auch der 
Gedankengang ist, der zum Ziele fiihrte, und so fruchtbar er sich fir 
manche andere Fragestellung erweist, so scheinen doch fiir das vorliegende 
Problem die gefundenen SchluBformeln nicht die nétige Einfachheit zu 
besitzen, um weiteren Untersuchungen als Grundlage zu dienen. 

Die Absicht der vorliegenden Arbeit ist nun in erster Linie, auf 
einem neuen direkten Wege zu einer analytischen Darstellung der alge- 
braisch rektifizierbaren Raumkurven zu gelangen und an sie einige 


*) P. Stickel, Wher algebraisch rektifizierbare Raumkurven. Math. Ann. 43, 
171—184. 1893. 
P. Stickel, Uber algebraische Raumkurven. Math. Ann. 45, 341—870. 1894. 
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weitere Fragestellungen anzukniipfen. Dann aber kam es mir darauf an 
zu zeigen, wie die oben erwahnte Stiickelsche Untersuchungsmethode nur 
einer leichten Modifikation bedarf, um in Verbindung mit einem von mir 
an anderer Stelle*) mitgeteilten Formelsystem eine ganze Gruppe von 
Problemen zu erledigen. Insbesondere handelt es sich dabei um die 
explizite Darstellung vielfach untersuchter Kurvenklassen, deren Gleichungen 
bisher nur mit Quadraturen behaftet, also wenig brauchbar gegeben wurden. 
Ich nenne in dieser Hinsicht das in die Lehrbiicher**) tibergegangene 
Problem der Kurven mit gegebener Indikatrix der Tangenten, bezw. Bi- 
normalen, die geoditischen Linien auf Kegelflichen und auf denjenigen 
abwickelbaren Flichen, deren Gratlinie eine Kegelgeoditische ist. 


I. Eigenschaften und Gleichungen der algebraisch rektifizierbaren 
Kurven. 


Wenn eine algebraische Raumkurve die natiirlichen Gleichungen 


x= f(s), t= (8) 
besitzt, und es sind f und @ algebraische Funktionen ihres Arguments, 
so ist die Kurve algebraisch rektifizierbar. Denn die Kriimmung einer 
algebraischen Kurve biingt immer algebraisch mit den Koordinaten zu- 
sammen, ebenso die Torsion; aus einer der natiirlichen Gleichungen ergibt 
sich dann sofort, daB auch s algebraisch mit den Koordinaten zusammen- 
hingt. Dieselbe Uberlegung gilt, wenn es sich um eine Kurve der Schar 


f(x, t,8)=0 
Alle algebraischen Kurven einer Kurvenklasse, die durch 
eine algebraische natiirliche Gleichung 
f(x, t, 8) =9 
charakterisiert ist, sind algebraisch rektifizierbar. 


Eine Ausnahme bilden die Kurvenklassen, die durch eine Gleichung zwischen 
Kriimmung und Torsion allein definiert sind 


F(x, r) =0. 
Es ist offenbar, daB jede algebraische Kurve zu einer derartigen Klasse 


gehért, deren Gleichung man erhilt, wenn man aus den Formeln fiir x 
und t den Parameter eliminiert. 


handelt: 





*) E. Salkowski, Schraubenlinien und Loxodromen. Sitzungsber, der Berliner 
Math. Ges. 7, 83—87. 
*) Vgl. z. B. G. Scheffers, Theorie der Kurven. 8. 240—251. 
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Umgekehrt ist leicht einzusehen, daB die algebraisch rektifizierbaren 
Kurven die einzigen sind, deren natiirliche Gleichungen ebenfalls algebraisch 
sind. Hieraus ergibt sich insbesondere sofort der Stiickelsche Satz, daB 
jede algebraische geoditische Linie auf einer Kegelfliiche algebraisch 
rektifizierbar ist. 

Die analytische Darstellung aller algebraisch rektifizierbaren Raum- 
kurven erhilt man am einfachsten durch Auflésung der Mongeschen 
Gleichung, die zwischen den Koordinaten und der Bogenlinge einer Raum- 
kurve besteht: 

ds? = dz? + dy? + dz’. 
Setzt man namlich 
te 
ds+dz dxa+idy 
rt+iy=v, 
st+tse=w, 


u, 


so erhilt man die Lésungsformeln: 


r=v + (uw —w), 





iy= vo — (uw'—w), 
(a) ha a 
| z=w'— (uv — v), 
s=w + (uv — v), 
Gleichungen, in denen v und w willkiirliche Funktionen von u bedeuten. 
Auf diese Form 1liBt sich die Darstellung einer beliebigen Raum- 
kurve bringen, und es driicken sich u, v, w dann folgendermaBen durch 
ihre Koordinaten und die Bogenlinge aus: 
dx—idy 
~ ds+dz’ 
v= + |(e+iy)u—(s— )}, 
w= = ((s+ 2)u —(e—iy)}. 


Hieraus ergibt sich, daB man alle algebraisch rektifizierbaren Raumkurven 
erhalt, wenn man in dem Gleichungssystem (A) fiir v und w beliebige 
algebraische Funktionen von u einsetzt. Die Formeln (A) sind kiirzlich 
von Herrn de Montcheuil*) unter Heranziehung von flichentheoretischen 
Hilfsmitteln hergeleitet worden; wegen ihrer Bedeutung fiir die Theorie 
der Kurven schien aber die einfache direkte Ableitung nicht tiberfltissig. 
Der ihnen anhaftende Mangel, daB reelle Kurvenpunkte nicht reellen 


*) De Montcheuil, Résolution de l'équation ds*=dz*+ dy*+dz*. Bulletin 
de la Soc. Math. de France 38, 170—171. 1905. 
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Werten des Parameters entsprechen, laBt sich nur heben, wenn man 
auch Eliminationen zulaiBt. Da diese aber in strengem Sinne nicht als 
ausfiihrbare Operationen angesehen werden diirfen, auch die Formeln 
ihre natiirliche Symmetrie verlieren, sei auf eine solche Transformation 
verzichtet. Die von Serret*) angegebenen Liésungsformeln weisen den 
genannten Ubelstand nicht auf; sie scheinen indessen wegen ihres kom- 
plizierten Baues nicht weiter nutzbar zu sein. 

Die in den Formeln (A) hervortretende Analogie mit gewissen 
Fundamentalformeln der Liniengeometrie ist nicht zufallig. Bezeichnen 
&.,:-+,& die Kleinschen Linienkoordinaten in einem Raum, dessen Punkt- 
koordinaten u,v, w sind, so besteht fiir jede Kurve dieses Raumes 

u=u(t), v=v(t), w=—w(t) 
das Gleichungssystem 


(1) y 5? = 0, 
(2) > 4 = 0, 


wihrend 
of, =v + (uw’—wr), 
iot =v — (uw —wv), 
(3) of, =w'+ (vu — uv), 


iof, =w'— (vw — uv’), 
of = uw + (wv'— ow’), 
iof, =u — (wo —vw’) 





zu setzen ist. Diese Gleichungen, in denen g ein willkiirlicher Faktor 
ist, lésen also das Problem der Minimalkurven auf der Fliche (1) des 
sechsdimensionalen Raumes. Man erhilt nun alle Minimalkurven des 
vierdimensionalen Raumes, wenn man in den Gleichungen (2) 


dé, + dt? =0, 


also etwa 
dé, + id&, = 0 
setzt. Hieraus ergibt sich 
20 
OC" E+, 


und damit fiir die Darstellung der Minimalkurven eines vierdimensionalen 
Raumes das Gleichungssystem 


*) J. A. Serret, Sur l’intégration de l'équation ds* = da*+ dy*+dz*. Journ. 
de Mathématiques (1) 13, 353—360. 
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> fie pees Se a eee 
to Es +8? PF Ee + 8” Eth’ “* & +486,’ 
in denen &,---,& die Kleinschen Linienkoordinaten einer Raumkurve 
bedeuten. Die Formeln gehen in die frtther hergeleiteten iiber, wenn 
man « als unabhiingige Variable wahlt. 


x = 


II. Ein System von Grundformeln der Kurventheorie. 


Die elegante Form der Gleichungen (A) erweist sich fir manche 
Fragen der Kurventheorie als niitzlich. Es seien daher die Ausdriicke 
fiir die FundamentalgréBen einer Raumkurve, die aus ihnen folgen, zur 
bequemeren Anwendung zusammengestellt. Man setze 


Cs 
Bogenelement: 
ds = w" (up +1). 
Richtungskosinus der Tangente: 
at ib Fo ies eo 
Richtungskosinus der Binormale: 
, 4 g(Vi—w) —1— 9’) 


a= 


a= — “= 
2 atug)Ve ’ 
ya 1 pd+HV+ 449% 
3 atugVo ’ 
denn g u—® 


‘a+uaVe 
Richtungskosinus der Hauptnormale: 


” (1—u*) 9 + (1— 9) 





c= 
2V¢ (1 + ug) 
pee = tMe—A+9% 
2Ve(i+ug) ” 
ree. oe 
y Vo (1+ ug) 
Kriimmung: a 
oo) 
w’' (1 + ug)? 
Torsion: 

u 1 0 
2iw’* ” 
std | 2 FP PI» 

—1 » 2g’| 


mi 29 — 9) — PF +49), 
2° (1 + ug)? wo 
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Aus diesen Gleichungen folgt fiir das Verhiltnis von Torsion und Kriimmung 
der Ausdruck 
© 5 29 ue —9)— 9" +49) 
n 


, 4g Vo ? 
der in der Form 
a2 
_* __ ; (9.4) we +1) 
du 4Vo ? 


geschrieben werden kann, wobei unter {g,u} die Schwarzsche Deri- 
vierte zu verstehen ist. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich eine groBe Anzahl von Tatsachen 
unmittelbar ablesen oder durch leichte Rechnung gewinnen. 

Die Minimalkurven erhilt man fir go = — =, so ist also 

w" = — uv" 
zu setzen, woraus sich die bekannte Darstellung der Kurven ergibt, wenn 
v= f'(u) 
angenommen wird. 

Die Kurven der Kriimmung Null ergeben sich fir g = const. Die 
Durchfiihrung der Rechnung zeigt, daB sie die Kurven in den Minimal- 
ebenen sind, die erst kiirzlich Herr Study*) als Kurven mit verschwin- 
dender Kriimmung erkannt hat, nachdem sie von Lie in seiner Klassi- 
fikation der Raumkurven tibersehen worden sind. 

Die Kurven, fiir die das Verhiltnis von Torsion und Kriimmung 
konstant ist, sind durch die Gleichung 

{p,u} =0 
charakterisiert, d.h. m ist eine lineare gebrochene Funktion von wu. Nach 


einfacher Rechnung, die v und w bestimmt, erhilt man die allgemeinen 
Schraubenlinien. 


Ill. Die geodiitischen Linien auf Rotationsflichen und die Kurven 
des linearen Komplexes. 


Die geoditischen Linien der Rotationsflichen kénnen als diejenigen 
Raumkurven definiert werden, deren Hauptnormalen einem speziellen 
linearen Komplex angehéren. Sie sind daher die Integralkurven der 
Gleichung 

b’2—a’y=0, 


aus der sich durch Integration ihre Mongesche Gleichung 


*) E. Study, Kritische Betrachtungen iiber Lies Invariantentheorie der endlichen 
kontinuierlichen Gruppen. Jahresber. der Deutsch. Math.-Ver. 17, 125—142 (1908). 
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ba —ay=k 


ergibt, eine Gleichung, die den Inhalt des Clairautschen Satzes ausmacht. 
Sie sind die Kurven eines besonderen quadratischen Komplexes, den 
Herr Segre*) genauer erforscht hat. 

Unser Gleichungssystem (A) ordnet nun diese Kurven den Kurven 
eines linearen Komplexes zu. Sind nimlich v und w so bestimmt, daB 
durch die Gleichungen (A) eine Kurve eines linearen Komplexes mit 
vertikaler Achse dargestellt wird, so besteht die Gleichung 

ady—ydz=—kdsz. 
Setzt man nun 
%=L%, A¥=y, %=18, 
so wird 
8, = iz, 
und 
2, dy, — y, dz, = kids,, 


(x,y, 2,) sind also die Koordinaten einer geoditischen Linie auf einer 
Rotationsfliche. Insbesondere geht jede algebraisch rektifizierbare Kurve 
eines linearen Komplexes wieder in eine algebraisch rektifizierbare Geodi- 
tische tiber. Beispiele dafiir lassen sich leicht angeben. 


IV. Beziehung zwischen den Koordinaten und dem Kriimmungs- 
bezw. Torsionswinkel einer Raumkurve. 


Schon Herr Stiickel hat bemerkt, daB man die Raumkurven in der 
Weise analytisch darstellen kann, daB zwischen den Koordinaten ihrer 
Punkte und dem Torsionswinkel 


w= f tds 
von Quadraturen freie Relationen bestehen. Dasselbe gilt nun auch fiir 
den Kriimmungswinkel 
w= | xds. 
Beide Ergebnisse lassen sich an die Theorie der Minimalkurven kniipfen 
und an die bekannte Tatsache, daB diese auf verschiedene Weise explizit 
dargestellt werden kénnen, etwa durch die Formeln 
— = V’cosv — V" sinv, 
(I) ” = V' sinv + V" cos, 
§=i(V+V"). 


*) C. Segre, Sur les droites qui ont des moments donnés par rapport a des 
droites fixes. J. f. Math. 97, 95—110. 


30* 
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Setzt man nimlich 





oe? = 8 + 1? + &, 

so besteht die Gleichung 

de\? &\2 n\2 £\3 
(i) —~e -4a(7) +4(2) +a(*). 
Interpretiert man nun 

a= § ba 3 c=- 
als die Richtungskosinus der Tangente einer Raumkurve, so wird der 
Kriimmungswinkel w, der aus 


dw* = da’? + db? + de® 
zu berechnen ist, in der Form 


w=iloge 
erhalten. 
Wenn man dagegen 
a=, Wet, gat 
e e e 


als Richtungskosinus der Binormalen einer Raumkurve auffaBt, so erhiilt 
man den Torsionswinkel 

w' =iloge 
in expliziter Form. 

Einer jeden Minimalkurve (€ 7 £@) entspricht also einerseits eine 
Schar von Raumkurven mit gegebener Indikatrix der Tangenten, so dab 
der Kriimmungswinkel sich ohne Quadratur darstellt, auf der anderen 
Seite eine Schar von Raumkurven mit gegebener Indikatrix der Binor- 
malen nebst Darstellung des Torsionswinkels. 

Da nun im nichsten Abschnitt alle Raumkurven mit gegebener 
Tangenten- bezw. Binormalenindikatrix gefunden werden, so ist nach- 
gewiesen, da sich jede Raumkurve so darstellen la8t, daB ihre Koordi- 
naten und der Kriimmungswinkel, bezw. ihre Koordinaten und der Torsions- 
winkel durch endliche Gleichungen verkniipft sind. 

DaB die zur rechnerischen Durchfiihrung des angegebenen Gedanken- 
ganges erforderlichen Operationen ihre Ubersichtlichkeit nicht verlieren, 
zeigen die von mir a. a. O.*) unter der unnétig einschrinkenden Bedingung 
* = const., bezw. t = const. aufgestellten Formelsysteme, denen die Glei- 
chungen (I) zugrunde gelegt sind. 

Auch zwischen dem Winkel der ganzen Kriimmung w” und den Rich- 
tungskosinus der Hauptnormalen a”, 6”, c” bestehen endliche Gleichungen 


*) E. Salkowski, Schraubenlinien und Loxodromen. Sitzungsber. der Berl. 
Math. Ges. 7, 88—87. 
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derselben Art, doch erfordert die Bestimmung der zugehérigen Tangenten- 
richtungsgréBen und damit die der Koordinaten noch eine Quadratur, so 
daB die SchluBbemerkung der genannten Arbeit in diesem Sinne abzu- 


andern ist. 


V. Explizite Darstellung bemerkenswerter Klassen von Raumkurven. 


1. Kurven mit vorgegebener Indikatrix der Tangenten. Wenn die 
spharische Indikatrix der Tangenten einer Raumkurve gegeben ist, so 
kennt man die Richtungskosinus a, b, c ihrer Tangenten als Funktionen 
eines Parameters ¢. Durch die Gleichung 

dw* = da® + db? + de? 
ist der Kontingenzwinkel dw zu finden, sodann ergeben sich durch ein- 
fache ausfiihrbare Operationen die Richtungskosinus a’, b’, c’ der Binor- 
male und a”, b”, c” der Hauptnormale. 

Setzt man nun noch das Gesetz, nach welchem sich der Abstand der 
Schmiegungsebene vom Anfangspunkt der Koordinaten fandert, willkiirlich 
fest, setzt also 

a2+by+c¢z2= g(t), 
so ist die Darstellung der Raumkurve durch wiederholte Differentiationen 
und Auflésung eines Systems linearer Gleichungen gewonnen. Es wird 
namlich 
a"a+b’y+c'2z= 3 
az +by + cz --9- i (F2): 
Es gilt also der Satz: 
Alle Kurven, die dieselbe Indikatrix der Tangenten besitzen 
a=a(t), b=—b(t), c=—c(t), 
werden explizit durch die Formeln 
d 
—(9 ae +a~ (d2)} 0+ 90 +a 
(B) rye v, 


:--(9 dw +45 (7%)} e+e c+ 52 e’, 


dargestellt, in denen gp eine beliebige Funktion des Parameters bedeutet. 
Dieses auch fiir andere Zwecke auBerst niitzliche SchluBverfahren ist 

einem von Herrn Stickel*) eingeschlagenen Gedankengange nachgebildet. 
Sucht man alle Rawmkurven mit gegebener Indikatrix der Binormalen, 





*) Math. Ann. Bd. 45 a. a. O. 
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so findet man durch ausfiihrbare Rechnungen a, b, c; a”, b”, ce’; dw, dw’ 
und kann dann dieselben Formeln anwenden. 

Bei der Bestimmung aller Rawmkurven, die dasselbe sphiirische Bild 
der Hauptnormalen a” = a" (t), b” = b(t), ce’ =c"(t) besitzen, fihrt das 
Verfahren nicht zur Umgehung jeglicher Quadratur, da hier die Richtungs- 
kosinus der Tangente und Binormale nicht eindeutig bestimmbar sind, 
sondern eine Integration erfordern. 

Es ist nimlich 

adw+adw’ =— da" 


und, wenn 
an. ay sin 9 = . [a 
Vdw?+ dw’? Vdw*+ dw? 
gesetzt wird: 
dw"? = dw* + dw’? =" da"*, 
ete 3 
(— asin 0+ a’ cos 0)d0 = —as 7 — a’ dw’, 


io Seis) + ae 


Hieraus ergibt sich @ durch eine Quadratur, sodann 


da” a” wh da” 
a= (< (50) +a er} sin 6 — aw” cos 6, 
a’ =—| 5 (fe) +4 F, atoll 5 | 008 0 — oe, sin 0 
nebst den analogen Ausdriicken fiir : b’, c,¢. Jetzt lassen sich die vorher 
gefundenen Formeln anwenden. 
2. Geodiitische Linien auf Kegelfliichen. Obwohl diese Linien wieder- 
holt untersucht worden sind, scheint eine von Quadraturen freie Dar- 
stellung ihrer kartesischen Koordinaten erst ganz neuerdings*) gegeben zu 
sein. Sie sind dadurch charakterisiert, daB ihre rektifizierenden Ebenen 
sich in einem Punkte, der Kegelspitze, schneiden. Wihlt man diese zum 
Nullpunkt, so ist demnach: 
a’2+b’yt+ec'sz=0. 

Multipliziert man mit dw’ und integriert, so ergibt sich 
az+byt+cz2=—p, 

d. h. die Schmiegungsebenen haben vom Anfangspunkt einen konstanten 





*) Schauff, Diss., Miinster 1906. Die dort von flichenth tischen Prinzipien 
ausgehende Ableitung unterscheidet sich indessen wesentlich von den hier verfolgten 
Gedankengingen. 
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Abstand. Andererseits ergibt sich aus der ersten Gleichung durch Dif- 
ferentiation: 
dw 
az+by+cz—+p—, 
so dab 
dw’ , 
c=p (a , a’) ’ 
dw’ ; 
y= (bay —%), 
dw’ ; 
=p (c ee _ ¢) 
die gesuchte explizite- Darstellung ist. Diese laBt sofort eine zweite 


charakteristische Eigenschaft der Kurven hervortreten, wenn man aus ihr 
das Bogenelement der Kurve bestimmt: 


ds pal), 


d. h. die Bogenlinge ist eine ganze lineare Funktion des Verhiiltnisses 
von Torsion und Kriimmung. Man kann tibrigens auch diese lingst be- 
kannte Eigenschaft als Ausgangspunkt wihlen, um dieselben Endglei- 
chungen zu erhalten. Fiir jede Raumkurve wird naémlich 


z= fads, ya ods, z=j|cds, 
also 
z=as—| sxa’ ds. 


Da nun nach Voraussetzung bei passender Wahl des Anfangspunktes der 
Bogenlinge 
Tt 8 
* p 
ist, so wird 
“4S = pt, 
woraus sich sofort die vorhin gefundenen Ausdriicke fiir 2, y, 2 ergeben. 
Von speziellem Interesse scheint ein anderes Formelsystem, das eine 
neue charakteristische Eigenschaft unserer Kurven enthiillt. 
In einer Ebene sei eine Gerade, auf Polarkoordinaten bezogen, durch 
die Gleichung 
r cos (p—) =p 
gegeben. Ihre Linge sei von dem dem Nullpunkt am niichsten gelegenen 
Punkte gerechnet, so daB 
s = p tg (p— %) 
wird. Biegt man nun die Ebene in einen Kegel, dessen Spitze der Null- 
punkt ist, so geht die Gerade in eine Geoditische tiber, und es wird 


rm at ty + a 
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Die Mantellinien des Kegels haben die Richtungskosinus — 4, =, und 


der Winkel zweier benachbarter Mantellinien wird demgemi8 durch 
2 2 2 
dg m (25) + (#5) + (42) 
ausgedriickt, eine Gleichung, die mit der Formel (I) des vorigen Ab- 
schnitts iibereinstimmt, wenn 
p=——itloge, 


eS. £6. - 
. 2 wr ef FF Ss 
gesetzt wird. Nach kleiner Rechnung findet man: 
is § 
Ae’®+B’ 
a = 
y Aoe*+B’ 
g 
wees Ag +B’ 


se «{,, 6-3. 
2VAB Ae’*+B 
Aus den Gleichungen ist unmittelbar ersichtlich, daB jede alge- 
braische Geoditische auf einer Kegelfliche algebraisch rektifizierbar sein 
mu. Wenn man ferner beachtet, dab, wenn ein Kegel durch eine homogene 
Gleichung 
F(z, y, 2) =0 


F\ g, n; ¢) =0 
ist, so hat man den Satz: 


Die geodiitischen Linien eines Kegels sind bekannt, wenn man seine 
Minimalkurven kennt. 


3. Geodiitische Linien auf den Tangentenflichen von Schraubenlinien. 

Da die Hauptnormalen einer Kurve den Binormalen ihrer rektifizierenden 
Gratlinie parallel sind, so ist fiir die vorliegenden Kurven 

a”? + 5"? — hic"? = 0, 
d. h. die Indikatrix der Hauptnormalen ist ein Kreis, und da 

da’ + db*® — k*dc? = 0, 
so ist die Indikatrix ihrer Tangenten eine sphdrische Schraubenlinie; man 
kann daher setzen: 


dargestellt ist, auch 


n+i1 


n 


a= 5544 8 nt — sj 008 (n+1)é, 
ae . 
b= teri sin nt — Sri sin (n+ 1)t, 
od 2Vn(n+1) om t. 


Qn+4 2? 
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daraus folgt: 
= =Vn(n+1) sin a . tel = Vn(n+1) cos = k = 2Yn(n+1), 
~ _ 2Vn(n+1) P n 
“9@F1) cos (n + +3)t, o= a4 ; sin (w+ 1)t+ > ++; sin nt, 
2V¥n(n+1) . 1 gi n+1 
° sin n (n+ a)ts = —— 21 8 (N+1)t—F, Ey 008 at, 
” —1 , 2V¥n(n+1) 
© ~@n+i’ icc sin 5 
Die Formeln (B) ergeben dann: 
i= (a — a ctg +) p+ (2Vn(n+1) a” cos ; _ a) —_*___ 
2n(n+1) cos? > 
pe a ” 
n(n-+1) cos 5 sin : 
y=(0- betg +) @ + (2Vn(n+i) b” cos ;—b)__ # ; 
si 2n (n+1) cos* : 
b ” 





rr. 
n(n-+- 1) cos 9 sn 5 


i= (c —cetg +) g + (2 Vn(n+1) ¢” cos Eat ¢)- a ee 


2n(n+1) cost 
wd ” 
De “EP? 
n(n-+1) cos gs 
d \ 
ds= — d) g(t) ctg 5 Rares id c)|- te a 
n(m-+1) sin — cos 5 


Die Kurven sind also i ear’ algebraisch rektifizierbar, wenn g eine ganze 
rationale Funktion von tg = > ist. 

Fiir go = const. indiitings sich die rektifizierende Schraubenlinie auf 
einen Punkt, die abwickelbare Schraubenfliiche auf einen geraden Kreis- 
kegel. Man erhalt demgemiB die geoditischen Linien dieser Fliche in 
der Form 


cos (n+ 5)! sin (n+5)¢ 
t=p i t? g=?- ca t? 
(2n+1) sin (2n+1) sin > 
p= p ETD, sa paigt. 
(2m-+ 1) sin 5 
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Ein zweiter Sonderfall von speziellem Interesse sind die Kurven kon- 
stanter Krimmung, die unter ihnen vorkommen. Es sind dies die ein- 
zigen algebraischen Raumkurven konstanter Kriimmung, die bis jetzt 
bekannt sind.*) 

4. Kurven, deren rektifizierende Ebenen von einem festen Punkte einen 
konstanten Abstand besitzen. Diese Kurven, die von Pirondini*™) und 
Schell***) betrachtet sind, kénnen als die geoditischen Linien von ab- 
wickelbaren Flichen aufgefaBt werden, deren Gratlinie von einem Punkte 
aquidistante Schmiegungsebenen besitzt, also eine geodiitische Linie eines 
Kegels ist. 

Thre Gleichungen folgen aus den Beziehungen 


a”2+b’y+c’2z=—p, 
a2+by+¢c2 =—pw' —gq, 
az +by +ce2 =+ ~ (pw’ + q) 


von denen die zweite durch Integration, die dritte durch Differentiation 
aus der definierenden ersten Gleichung hervorgeht. Man erhilt so 


z= (pw'+q) (a = _ a’) — pa”, 


y = (pw’ +4) (b S* —v/) — po’, 


, d 4 , ” 
= (pw'+q) (ce 5. —¢) —pe’, 
, d j 
$ = (pw +q) S— — pw. 


Die Darstellung der Bogenliinge in endlicher Form umgeht die not- 
wendige Quadratur nur scheinbar, da es im allgemeinen nicht médglich 
ist, Kriimmungs- und Schmiegungswinkel gleichzeitig mit dem Richtungs- 
kosinus der Tangente explizit zu verbinden. 


*) E. Salkowski, Zur Transformation von Raumkurven. Math. Ann. Bd. 66, 
8. 517— 547. 
**) G. Pirondini, Sulle linee a doppia curvatura. Giornale di Mat. 26, 1886. 
***) W. Schell, Synthetische Behandlung einiger Probleme iiber Kurven doppelter 
Kriimmung. Arch. der Math. u. Phys. (3) 5, 4—9. 
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To construct a regular polygon of 17 sides. 
By 


H. W. Ricumonp of Cambridge (England). 


A considerable simplification can be effected in the geometrical con- 
structions commonly quoted if it is realized that the two first steps of 
the solution of z‘‘= 1 amount to no more than the division of a certain 
angle into four equal parts. The following method was indicated briefly 
in the Quarterly Journal of Mathematics in 1892. For the solution of 
z'=1 and an account of the problem it is sufficient to refer to 
Klein’s Vortrége iiber ausgewihlte Fragen der Elementargeometrie and its 
translations, or to Enriques’ Fragen der Elementargeometrie [Deutsche 
Ausgabe von H. Fleischer], I, p. 175—188. 

Let « be the angle such that 17a¢@—2z, and let 

é= cosa +i sina; 
the imaginary roots of z"’=1 are the first sixteen powers of ¢, which 
for the purpose of solution are arranged in a cycle such that each root 
is the cube of the preceding. 

The first step in the solution is to evaluate 

A, = Ze" when n=3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6; 
A, = Ze" when n= 9, 13, 15, 16, 8, 4, 2, 1: 
it is shewn that 4, and A, are roots of the quadratic 
(1) 2+2—4=0. 
The second step is to determine 
“u, = Le" when n= 3, 5, 14, 12, =2 cosda + 2 cos da; 
Uy = Le" when m= 9,15, 8, 2, =2cos2a + 2 cos8a; 
us = Le" when n=10, 11, 7, 6, =2 cos6a + 2 cosTa; 
u, = Le" when n= 13, 16, 4, 1, =2eosa +2 cos4a: 


it is shewn that uw, and uw, are roots of the quadratic 
(2) 2—i,z2—1=0, 
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and that uw, and uw, are roots of 
(3) 2—Az—1=0. 

Now if 4D denote the acute angle whose tangent is 4, equation (1) 
may be written 

2+ 42zcot4D—4=—0, 
and its roots 4, and 4, must be —2cot2D and 2tan2D. Similarly 
equations (2) and (3) may be written 
2+2z2cot2D—1=—0, and 2 —2ztan2D—1=0; 

the values of u,, u,, Us, uw, must be 

tan D, tan (D + : x), tan (D + ; z) and tan (D + + 2) . 


and a very rough numerical calculation serves to shew which tangent 


represents each of the quantities gu. Finally we have the following 
results : 


2 cos 3a + 2 cos 5a = 2 cos a - 2cos4a = tan D; 


2cos a+ 2 cos 4a =— 2 cos6a- 2cos 7a — tan (D + +); 
2 cos 6a + 2 cos Ta — 2 cos2a - 2cos a — tan (D + + x); 
2 cos 2a + 2 cos 8a — 2 cosdu- 200s 5a — tan(D+ +2), 


and from them we derive a method for the construction of a regular 
polygon of 17 sides. 


Construction. 
Let O be the centre and AOB a diameter of a circle. 


Ps 


ote 





2, 


Ps 
BM, WG Ne N; HO Ny 


























(1) Draw COD at right angles to AB and make OD = i OA. 
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(2) Join AD and make the angle ODE = of the angle ODA. 


(3) Draw lines through D at angles of half a right angle starting 
from DE, and let these lines meet AB in E, F, G, H. 

Then, if P,, P,,---, P, are eight vertices of the polygon reckoned 
in order from the vertex A, and N,, N,,---, N, their projections on AB, 


ON,+0ON,=2-OF; ON,-ON,=OA- OE; 
ON,+ ON, =2-0G; ON,- ON, =OA- OF; 
ON,+0ON,=2-0H; ON,-ON,=0A-0G; 
ON,+0ON,=2-OEF; ON,-ON,=0OA-OH. 


From these results it is easy to devise a means of determining each 
of the points N,, N,,---,N,. Thus, if the circle drawn upon AH as 
diameter cuts CD in K, a circle with centre E and radius EK will meet 
AB in N, and N,. 


When » is a prime of the form 4a+1, the quadratic corresponding 
to the subdivision of the 4a roots of 2* = 1 into two sets may be solved 


graphically by bisecting an angle whose tangent is (m — 1). Successive 
bisections of this angle enable us to solve graphically the quadratics 
which give subdivisions of the roots into 4, 8, 16, --- sets so long as 
(a) the number of roots in a set is even, and (b) the quadratics have 
their absolute terms rational: but the latter condition is seldom satisfied. 
Even at the second step (that of subdivision into four sets), the known 
forms of the quadratics prove that (b) cannot be satisfied when n — 1 
is not a perfect square; and in the case of m = 257, the process will be 
found to fail at this stage. Thus, although the foregoing construction 
was not obtained at haphazard, other cases to which a similar method 
can be applied are disappointingly rare. 


27. January 1909. 
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Von den Differentialgleichungen der projektiven Invarianten. 
Von 


Joserpa Wexisrer in StraBburg i./E. 


Der Zweck der folgenden Zeilen ist, wesentlich auf dem Wege positiver 
Kritik einige Irrtiimer aufzukliren und kiinstlich geschaffene Schwierigkeiten 
aus dem Wege zu riumen, die sich im Laufe der Zeit an den Zugiingen 
zur projektiven Invariantentheorie angesammelt haben und ‘die, wie ein 
Beispiel aus jiingster Zeit zeigt, sich immer mehr ausbreiten, wenn niemand 
dem grausen Spiel ein Ende macht. Um eine in sich abgeschlossene 
Darstellung bieten zu kénnen, beschriinke ich mich auf die Grundaufgabe, 
die projektiven Invarianten durch Struktureigenschaften vollstdindig zu charakte- 
risieren. Mit Riicksicht auf die gleichbetitelte Arbeit von E. Study in 
Bd. 17, S. 408—417 des Jahresb. d. Deutschen Math.-Vereinigung kann 
ich die gruppentheoretische Seite des Problems hier ausschalten. Kritisch 
beriicksichtigt ist folgende Literatur: 


Aronhold, Uber eine fundamentale Begriindung der Invariantentheorie. 

Crelles Journal Bd. 62 (1863), S. 281—345. 
[Vergl. hierzu: 

J. P. Gram, Sur quelques théoremes fondamentaux de l’algebre moderne. 
Math. Ann. Bd. 7 (1874), 8. 230—240.] 

A. Capelli, Fondamenti di una teoria generale delle forme algebriche. 
Mem. Ac. R. dei Lincei, t. 12 (1882), p. 529—598. 

A. Capelli, Lezioni sulla teoria delle forme algebriche. Napoli 1902. 

Deruyts, J., Essai d’une théorie générale des formes algébriques. Bruxelles 
1891. 

L. Kronecker, Die Dekomposition der Systeme von »* GréSen und ihre 
Anwendung auf die Theorie der Invarianten. Berliner Sitzungsb. 
1889, 8. 479—505, 603—614 = Werke, Bd. III, S. 315. 

W. E. Story, On the covariants of a system of quantics. Math. Ann. 
Bd. 41, 469—490. 
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W. Fr. Meyer, Uber die Abhingigkeiten zwischen den Differentialglei- 
chungen der Invarianten. Leipz. Ber. Bd. 60 (1908), S. 190—210. 
Polemik ist vermieden, den bei Capelli, Deruyts und Story vorkom- 
menden Irrtiimern ist einfach die berichtigte Darstellung gegeniibergesetzt. 
Neben vereinfachter Ableitung bekannter Dinge wird man auch Neues 
finden, z. B. den Inhalt der §§ 3 und 4; auch ist es mir gelungen, nachdem 
Study (l.c.) die Differentialgleichungen der projektiven Invarianten bereits 
auf zwei reduziert hatte, mit einer der sehr praktischen Gleichungen 
Aronholds und der Forderung der ,,zyklischen“ Symmetrie auszukommen. 


$ 1. 
Die Grundformen und ihre Transformation. 


1. Wir gehen aus von den Grundformen m,**, m,‘",--- Ordnung: 


0, my, 


0,m, 
( 1) A “2 (7) G, 9 2'?I, B “2 (7 b 9 XP), was 
P Pp) 


: hier bedeutet 


der » Variabeln 2,, 2, +++, 2,3 


. m, m,! 
@) (5 a ees a a 


einen zur m,"" Potenz gehérigen Polynomialkoeffizient, und a;,), 2”! sind 
Abkiirzungen fiir: 


Pn 
n? 


[P) Pi Po , 


(3) a») a »Pn und « 54 °**s 


die sich besonders bei Formen mehrerer Reihen von Variabeln empfehlen, 
entsprechend bei B,---. Die Summation ist bei A zu erstrecken tiber 
alle voneinander verschiedenen Komplexe [p] von je  Zahlen aus der 
Reihe 0, 1, 2,---,m,, deren Summe gleich m, ist. Bei dem Komplexe [p] 
ist auf die Reihenfolge seiner Elemente zu achten; als gleich gelten zwei 
Komplexe nur, wenn die m Elemente des einen den in der Reihenfolge 
entsprechenden m Elementen des anderen gleich sind. 

Bei dieser Auffassung hat man es in (1) mit einfachen Summen zu 
tun; doch wiire es nicht zweckmibig, die letzten Konsequenzen daraus zu 
ziehen und den a einfache Indizes zu geben. 

2. In den Formen A, B,-- + substituieren wir: 


(4) Ly = Uy Ty + Uygty +--+, 2, (h= 1, 2,---,m) 


und ordnen nach Potenzen der neuen Variabeln: 
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(5) om 








Die neuen Koeffizienten sind lineare, homogene Funktionen der alteu, und 
rationale ganze Formen der Substitutionsparameter u,,, also von der Form 


0,mq 


(6) Ap) = P 4 “(9), (0) “a? 

(9) 
wo die ,,) ;,, rationale, ganze Formen der u,, sind, die sich mittels der 
Symbolik leicht darstellen lieben. Uns kommt es fiir das Folgende nur 
darauf an zu konstatieren, daB mit der Determinante von (4) auch die 
von (6) nicht verschwindet. Denn wenn 
(7) Det | u,,| + 9, 
so laBt sich (4) nach den 2;, ---, 2, auflésen; die erhaltenen Ausdriicke 
setze man in A’ ein und ordne nach Potenzen der x; dann muB man einer- 
seits A zuriickerhalten, andererseits findet man die Koeffizienten a als 
lineare Formen der a’ ausgedriickt: 

0, mq 
(8) Gia) -> Uipi,te1 M21 

(p) 
womit dann das System (6) nach den a aufgelést ist. 

Von der Substitution (8) der Koeffizienten sagt man, sie sei durch 
die Substitution (4) der Variabeln ,,induziert“. 

3. Uber die gegenseitige Beziehung zwischen der Substitution (4) 
und ihrer induzierten gibt Aufschlu8 der Aufsatz von A. Hurwitz ,,Zur 
Invariantentheorie“, Math. Ann. Bd. 45, (1894), 8. 381—404, dessen reicher 
Inhalt hier einzuarbeiten wire, wenn es sich um eine systematische Ent- 
wicklung der Invariantentheorie handelte.*) Uns gentigt folgendes. Es 
bezeichne {x} die Matrix von  Zeilen und Spalten, deren erste Spalte 
1, %,-+*, 2, lautet und deren iibrigen Felder durch Nullen ausgefiillt 
seien; ferner sei U die Matrix der u,,, worin also u,, das gemeinsame 
Element der h*" Zeile und der k* Spalte ist. Dann wird die Substitutions- 
gleichung (4) ihrem Inhalte nach wiedergegeben durch 
(9) {2} =U{z’}, 


*) Uber induzierte Substitutionen vergl. ferner G. Rados, Math. Ann. Bd. 48. 
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wenn das rechts stehende Produkt nach der Kompositionsregel der Matrizen 
ausgefiihrt wird. Um auch die induzierte Substitution (8) als Matrizen- 
gleichung auszudriicken, brauchen wir Matrizen mit 





m, n—1)! 
(10) M,— See 
Zeilen und Spalten, entsprechend der Anzahl M, der verschiedenen a 
in A. Fir die a sei eine gewisse, ,natiirliche‘ Reihenfolge verabredet, 
und {a}, sei die Matrix, deren erste Spalte in dieser Reihenfolge durch 
die a ausgefiillt wird, wahrend die tibrigen M,—1 Spalten mit Nullen 
besetzt seien. Die Matrix der Substitution (8) sei (U)y,, falls man die 
a und a’ in (8) nach ihrer ,natiirlichen* Reihenfolge nimmt. Die Ele- 
mente dieser Matrix von M, Zeilen und Spalten sind gebrochene rationale 
Funktionen der frei verinderlichen u,,. Die Gleichung (8) setzt sich jetzt 
um in 
(11) {@} w= (U) aa @ } at 
Wir nennen (U)y, die durch U ,,induzierte“ Matrix. 

4. Eine zweite Substitution 


(12) {a’}= Via"), 
der Variabeln induziere entsprechend die Substitution 
(13) {a} wa= (Vg { O” } at 


der Koeffizienten. Dann ruft die aus (9) und (12) zusammengesetzte 
Substitution 


(14) {z}=—=Wi{2"}, wo W=UV 
eine Substitution 
(15) {@} w= (W)m, {a} w, 


hervor, fiir welche aus (11) durch Einsetzen von (13) folgt: 


(W)aa= (U) wa V mai 

daher ist 
(16) (UV )wg= (U) aa V )atas 
also 

Satz 1. Indusierte Matrizen setzen sich isomorph 2u den urspriing- 
lichen zusammen. 

Der Isomorphismus ist natiirlich mehrstufig, falle M, gréBer als m, 
ist, und gilt nur fiir die Multiplikation. 


Mathematische Annalen. LXVII. 
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§ 2. 
Ableitung der Aronholdschen Differentialgleichungen. 
1. Eine homogene Funktion 
(1) ® = M(a, b, --- |x) 


der Variabeln x und der veriinderlichen Koeffizienten a,b,--- der Grund- 
formen A, B,--- wird eine Kovariante der Substitution 


(2) {x} =U{2’} 

[und der durch diese induzierten Substitutionen 

(3) {4} a= (U)mg{@'} aa, {0} m= (TF) {B} ay, +>] 
genannt, wenn sie der Bedingung 

(4) O' = O(, U,--- |x’) = |U|*- O(a, b,-- -| x) 


geniigt; |U| bezeichnet die Determinante von U, und G heift das ,,Gewicht“ 
von ®; man kleidet die Formel (4) auch in die Worte, ® ,,verhalte sich 
gegeniiber (2) invariant“. Sind die «,, saimtlich frei verinderlich, so um- 
faBt (2) alle linearen homogenen Substitutionen der {7}, und in diesem 
Fall wird ® eine ,,projektive“ Kovariante, oder schlechthin eine Kovariante 
(ohne Angabe der Substitution) genannt. 

Bei der Kompliziertheit der Substitutionen (3) ist es nur in den 
seltensten Fillen méglich, die Bedingung (4) an einer Kovariante direkt 
zu verifizieren. Ganz von selbst erwichst uns daher die Aufgabe, die 
Kovarianten durch Struktureigenschaften zu charakterisieren, und so die 
Berechnung der a’, b’,---, 2’ zu umgehen. 

2. Der Bedingung (4) geniigen insbesondere, mit G=0, die Formen 
(5) A’=A, B’=B,:-- 
selber. Es kommt nun alles darauf an, daB man die in den Substitutionspara- 
metern u,, identischen Gleichungen (4), (5) bezw. (2), (3) zweckmdafig deutet. 
Aronhold*) betrachtet (1. c.) zwar die a als Funktionen der u,,, nicht 
aber die x. Der Substitutionsformel (2) entsprechend faBt er vielmehr 
die « als Funktionen der u,, auf, was den Vorteil bietet, daB nun die 
Identitiiten (4) und (5) in den u,, rechts und links rational ganz sind. 
Durch diese an sich durchaus berechtigte Auffassung hat sich Aronhold 
seine Aufgabe ungemein erschwert. Wir betrachten im folgenden stets 
die urspriinglichen Variabeln und Koeffizienten als von den Parametern 
u,, wnabhingige frei verainderliche GréBen; in (5) kommen dann die u,, 
auf der rechten Seite iiberhaupt nicht vor, sie stecken vielmehr links in 


*) Seine Bezeichnungen sind iibrigens andere. 

















Differentialgleichungen der Invarianten. 467 


den neuen Koeffizienten und Variabeln. Die linken Seiten der Identititen 
(4), (5) sind daher in den u,, rational gebrochen. 

3. Der Aufbau der groBen Arbeit Aronholds zur Begriindung der 
projektiven Invariantentheorie ist kiihn und weittragend, im einzelnen aber 
nicht immer unbedenklich. Zur Vereinfachung und Berichtigung hat 
Gram (l.c.) beigetragen. Wir setzen erst dort ein, wo man zur Defi- 
nition 1. gelangt ist, und entnehmen Aronhold nur noch die Definitions- 
formel*) 

7] 


a é 
(6) Duy = “ia Fy, + Mea Gy, Ho + ee 
(h, k = 1, 2,-- +, m) 


eines Operators, der es gestattet, die Grundeigenschaft der Determinante 
|U|, daB sie in den Elementen jeder Spalte homogen ist und bei Gleich- 
heit zweier Spalten verschwindet, in einfachster Weise auszudriicken: 








- , 1 fiir h = k 

” DulU\—OulTls Melo nee. 

Daher folgt aus (4), da D,,|U\° = G|U|°6,, = Gd,,0" ist: 

(8) D,,(a', U,--- |x’) = Gd,, O(a’, b,---|a’), (h,k—1,2,---,n). 


4. Diese n* Gleichungen sind fiir die Kovarianteneigenschaft von ®’ 
charakteristisch. Ist nimlich umgekehrt 0’ = %(a’, b’,---|z’) eine Funk- 
tion der a’, b’,---; a’, welche die u,, nicht auch explizit enthilt und die 
den Gleichungen (8) geniigt, so bilde man, wie es Gordan, an einen Aron- 
holdschen Gedanken ankniipfend, in seiner Invariantentheorie (der Binir- 
formen) tut, die Funktion 
at 
(9) We ai 
diese geniigt wegen (7) und (8) den »* Differentialgleichungen: 
(10) D,,1 = 0. 


Schreibt man diese bei festgehaltenem k fiir h = 1, 2,---,m an, so folgt, 
da |U|+0, dab 


(11) eT 0 (h,k—=1,---,m), 


Ou, =” 
d. h.: die Funktion TI’ hat einen von simtlichen u,, unabhingigen Wert, 
der sich fiir wx, = Oyx, Ze = Th, Ap) = Ap, als © — O(a, b,---|x) ergibt. 
Daher gilt die Gleichung (4). Es folgt: 


*) Lc. Seite 288 (7), jedoch mit anderer Bezeichnung: Unser Dj, ist mit dem 
Aronholdschen D,, identisch, unser u,, mit 2)’. 


31* 
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Satz 1. Jede Kovariante > vom Gewicht G geniigt den n* Differential- 
gleichungen (8), und jede Liswng ® dieser Gleichungen, welche die Para- 
meter tu, nur implisit, durch die a’, b’, ---; x’, enthilt, ist eine Kovariante 
vom Gewicht G. 

5. Aronhold stellte die Gleichungen (11) an die Spitze seiner Theorie; 
zu dem System (8) geht er tiber, weil den Operatoren Dj,, wenn sie auf 
Funktionen von der Form ©’ = (a’,b’,---|2’) angewandt werden sollen, 
welche die u,, nicht explizit enthalten, die Eigenschaft zukommt, daB die 
Differentiation nach den u,, ersetet werden kann durch Differentiation nach 
den @', b',---; 2’, ohne daB die uj, explizit zwm Vorschein kommen. Nach 
der fiir ® gemachten Voraussetzung ist nimlich zuniichst: 


0, mq 0, my , 
12) Dye =| S2% D,. cin ¢ Se Desdin + -—| 
Ge %a ee is | 


i1,n 
ov , 
+ Py 0x, Dur XQ. 
@ 


Zur Berechnung von Dj,,x, wenden wir Dj,, auf die mit (2) gleichbe- 
deutende Gleichung 

Ty = Uri + Uety +--+ tant, (h—1,2,--m), 
an, indem wir auf der rechten Seite erst an den explizit dastehenden u,,, 
dann an den in 2\, 7, ---, #, verborgenen differenzieren: 
(13) OO = yyy + (rr Dur U1 + te Duy ts + +--+ tan Diya}. 
Wir multiplizieren diese Gleichung mit der zu %, in |U| gehdrigen Ad- 
junkten U,, und summieren iiber alle Werte von h; dann kommt: 

0 = || bu 9% + |\U| a Di» Xp, 


also 

(14) D+ Xp = — Duo Xr, 

oder ausfiihrlicher: 

(15) Duy k= — 2%, Diyte =O fir e+. 


6. Die Ausdriicke Dj,,a[,, werden am leichtesten symbolisch be- 
rechnet, doch ist auch der folgende Weg nicht unbequem*): Man wendet 
D,,, aaf A’ = A an, indem man die Produkte z’'?! logarithmisch differen- 
ziert; das gibt vermége (14): 


0,mq 0,ma 
6) (3): Deosin 2 —S¥ (5) ana mata = 0. 
(p) CP) 


*) Der folgende Gedankengang vereinfacht die Aronholdsche Methode ganz 
wesentlich; er ist auch bei orthogonalen Invarianten anwendbar. 
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Wir erledigen zuerst den Fall w+». Wegen des Faktors p, darf 
in der zweiten Summe von (16) der Wert p, = 0 ausgeschlossen werden. 
Mithin hebt sich der Nenner x, weg, und wenn man gleichzeitig p, und 
p, ersetzt durch p,+1 und p,—1, wodurch die Summe aller p, die 
gleich m, sein muB ($1, 1.), nicht geiindert wird, so geht 2’! p, x,/x, 
einfach tiber in 2’)-(p,+1). In a) und in dem Polynomialkoeffizienten 
hat man hingegen das System |p] zu ersetzen durch [p] uv, womit wir 
ausdriicken wollen, dap |p| uv aus [p] hervorgeht, indem man p, in p,+1, 
p, ® p,—1 abéndert. Daher ist 


0, mq 0, mq 
pa 5) oe a 2 (ui :) (p,+1): ar alah, 


und da wegen U|+0 mit den 2 auch die 2 als willkiirliche Verinder- 
liche betrachtet werden kénnen, so folgt hieraus durch Koeffizienten- 
vergleichung mit Riicksicht auf § 1, (2) nach kurzer Rechnung: 


(18) D/ 8) = Pv Uae fir w+. 
Vermége (18) und (15) geht (12) tiber in: 


0, my 0, mp 


7 | , ov 
(19) Di, o= > 2. Minis dar + DP, be azs abr oe | oa?) 


(u+). 
Im Falle » =v hebt sich in der zweiten Summe von (16) der Nenner 
von 2,/z, gegen den Ziahler, und durch Koeffizientenvergleichung folgt 
unmittelbar 


(20) Dyn Mp) = Pu M914 
und (15) liefert: 
(21) Dia~—a; Disea0 te op. 


Daher folgt aus (12): 


(22) Din? ~ |S nei + Sohn ge +: | — Xu ia . 


Diese Formel erweist sich als besonderer Fall von (19), wenn man dem 
Symbol wy in (19), das eine Vermehrung des u*" Elementes und eine 
Verminderung des v*" Elementes des Systems [p] je um die Zahl Eins 
verlangt, im Falle » =v, wo diese Operationen sich aufheben, die Be- 
deutung der Einheitsoperation beilegt, die keinerlei Verainderung hervor- 
ruft und daher weggelassen werden kann. 

7. Damit ist unsere Aufgabe gelést; es gilt der 

Satz 2. Wenn die Operation D/, auf einen Ausdruck su erstrecken 
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ist, der die Unbestimmten u,, nur (implizit) in den Verbindungen u’,b’,---; 2x" 
enthiilt, so ist 


0, m, 
(23) {DiS Pinas Taf ate? by a $e: | — 25; ok 


w,v—1,2,-- 


Die Voraussetzung dieses Satzes ist insbesondere auch die des Satzes 1., 
und wir dirfen uns daher die charakteristischen Differentialgleichungen 
der Kovarianten mittels (23) gebildet denken. Diese Differentialgleichungen 


(24) Diy? = G4,, 9%, 
worin D,, aus (23) zu entnehmen ist, enthalten aber die u,, nicht mehr 
explizit, indem nach den 2’ und a’,b’,--- selber differenziert wird. Daher 


muB man auch richtige Gleichungen erhalten, wenn man alle Akzente 
wegliBt und D,, nach dem Vorbild von (23) definiert durch 


0, m), 
: 0 
(25) Duy ($2 “ike Ba, oe aT % ~ *- Ga,” 
a oe 2,+++, 3 


die neuen Gleichungen sind dann 
(26) D,,, O(a, b,--- 2) = Gd,, O(a, b,---| 2). 

Damit ist das in 1. gesteckte Ziel erreicht. Die n® Gleichungen (26) 
driicken Struktureigenschaften aller Kovarianten vom Gewicht G aus, und 
alle homogenen Lisungen dieser Gleichungen sind Kovarianten vom Gewicht G. 
Um eine Kovariante als solche zu erkennen, ist man also nicht mehr 
genotigt, die transformierten Variabeln und Koeffizienten auszurechnen; 
die Gleichungen (26) entnehmen die Kriterien dem Bau der Kovariante 
selber. 

8. Nach §1,1. ist in der ersten Summe auf der rechten Seite von 
(25) stets p,+p,+---+p, gleich m,, in der zweiten gleich m,,---, 
und es ist daher: 


(27) ae + Dy +---+D,, 

-{". 345 Lim Sg wt | Dae 
Operiert man hiermit an einem Ausdruck ® = a b,---|a), der in den 
a,b,--- und z je zu den Ordnungen g,,g,---, und ® homogen ist, so 


ist nach dem Eulerschen Theorem 


dae =n, dF =n +) eZ a, 
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also nach (27): 
(28) (Dy + Duy + +++ + Dy.) O = ({ maga + og +--+} — B)®. 
Wenn nun obendrein ® ein Kovariante vom Gewicht G ist, so sagt (28) 
vermége (26) nur noch aus, dab 
(29) (Dy, + Dy +--+ + D,,) O = nGO, 
d.h. daB die in (28) auftretende Konstante {m,g,+---}—@ gleich 
nG@ ist: 
(30) (m9, + mg + +--+] —G—nG. 
Das ergibt sich auch einfach bei der Substitution 
a =taz;, (i=—1,2,---, 9), 
die zur Folge hat: 
a=at™, b' =bt™,.--,2° =f a; 
ihre Determinante ist ¢". Ist also ® eine Kovariante vom Gewicht G, 
so hat man: 
(31) (ta, tb,---| tx) =t"" O(a, b, ---| 2), 
und da ® in den a,b,---; z homogen zu den Ordnungen g,, %, ---, @ 
ist, so ist die linke Seite von (31) gleich 
gi Matat mt 1-8 Og, b,---| 2), 
und wenn man dieses in (31) einsetzt, ergibt die Vergleichung der ¢ wiederum 
die Relation (30). 

9. Durch die Formel (30) ist aus wnseren Kriterien der Kovarianten 
das letzte Element beseitigt, das allenfalls zur Bildung des transformierten 
Ausdrucks O(a',b’,---| x’) hiitte nitigen kinnen; auch das Gewicht G 
ergibt sich aus Struktureigenschaften. 

Gleichzeitig sind wir jetzt in die Lage gesetzt, das Gewicht aus den 
Differentialgleichungen ganz zu entfernen. Nach (26) ist namlich: 

(32) (D,, — D,,) ® = 0; y= 1,2,3,---,0; 
und wenn man diese » Gleichungen fir v=—1,2,---,m addiert, folgt 
wegen (28): 
nD O —({M, 9, + MH +--+} —B)O=—0, 
und daher nach (32) allgemein: 
(33) DyO= D,® =---= D,,0 = . ({ maga + Mego +--+} — BD) %; 


wobei nur die Homogeneitaét von ® in den a,b,---;, aber nicht die 
Kovarianteneigenschaft benutzt ist. Setzt man diese auch noch voraus, 
so sagen die Gleichungen (26) fir » =v und v—1,2,---,m dasselbe 
aus wie (33), nimlich daB D,,® = const. ist; verlangt man also die 
Homogeneitit von ® in den a,b,---; in der Definition der Kovarianten, 
wie wir es in 1. getan haben, so sind die m Gleichungen D,,d = G® 
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des Systems (26) ersetzbar durch die Gleichungen (32), die das Gewicht 
nicht mehr enthalten. Das Ergebnis unserer Untersuchung ist 


Satz 3. Jede Kovariante 2 = O(a,b,--- x) der Grundformen 
A, B,--+ geniigt den n* — 1 linearen und homogenen Differentialgleichungen 
1) (D,—D,,)o=0 fir v= 2,3,---,n, 


2) D,,® =9 fir w+; (u, v= 1,2,--+,m); 


und umgekehrt ist jede in den a,b,---; x einzeln homogene Lisung ® dieser 
Gleichungen eine Kovariante der A, B,---, deren Gewicht nach (30) zu 
berechnen ist. 

Das sind die beriihmten Aronholdschen Differentialgleichungen — fir 
die in § 1 gewihlte Schreibung der Grundformen — in explisiter Dar- 
stellung (1. c. Seite 301). Aronhold hat, wie er am Schlusse seiner groBen 
Abhandlung bemerkt (1. c. Seite 345), seine Differentialgleichungen schon 
im Jahre 1851 der philosophischen Fakultat in Kénigsberg vorgelegt, und 
zwar genau in der Fassung, in der er sie spiiter verdffentlichte; ebenda 
gibt er auch weitere Mitteilungen tiber die Geschichte dieser Differential- 
gleichungen. 


g 3. 
Reduktion der Aronholdschen Differentialgleichungen. 

1. Die n*—1 Aronholdschen Differentialgleichungen sind zur Charak- 
terisierung einer Kovariante zwar hinreichend, aber nicht alle notwendig. 
Eine sehr einfache Reduktion des Systems beruht auf der Anwendung 
des Poissonschen Klammerprozesses, der aber nur rein formal zur An- 
wendung kommt, so daB tiefer gehende Kenntnis seiner Eigenschaften 


nicht erfordert wird. Wir gehen zuriick zu der in § 2, (6) aufgestellten 
Definitionsformel 


(1) Dix = > er Gu? a=1,2,--+," 
und bilden: 


Dir Drs = (2 Won inc) (2 Mae au;) 
2D Morin srBiy, t Od Mh Ou, 


= ” ” + 4,, Dis 
wo rechts das zweite Glied von der Wirkung des ersten Operators an den 


im zweiten explizit vorkommenden u,, herriihrt. Der Poissonsche Klammer- 
ausdruck: 


(2) { Di D,, } — Dix D,, = Dy, Dix 





letal: 
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fiihrt daher zu der Formel 


(3) { Dix D,,} = Orr Dis — Dis Diy , 

die fiir alle Wertkombinationen der h, k, r,s aus der Zahlenreihe 1, 2,---,» 
gilt. Sind h, k,s voneinander verschieden, so ist nach (3) insbesondere 
(4) { Dix Dis} = Dis, 

(5) { Dix Din} = Din — Dee. 

2. Mittels dieser Formeln kinnen wir alle Operatoren D,,, fiir p+v 
ausdriicken durch Diy, Des, Dgs, -- +; Da-1, 2» Dax. Indem wir der Kiirze 
halber D,, durch h, k wiedergeben, bilden wir nach (4) der Reihe nach 
folgende Operatoren, bei deren Darstellung immer nur 1, 2; 2, 3; ---; 
nm—1,mn; ”,1 und die dadurch bereits dargestellten Operatoren ver- 
wendet werden: 

Erste Formelgruppe: 


1,2—1,2 
1,3= (1,2; 2,3} 2,3—2,3 
14— (1,85 3,4) 2,4— (2,8; 8,4) 3,4—3,4 


i ant 1 o-ts o—Lp) 2 n= (2, als ia) 3n—(3, whe ond in} | .-| e— Lame lp 
womit alle h, k fiir h< k dargestellt sind. 
Zweite Formelgruppe: 
2,1—{2,m; n, 1} | | 
3,1={3, mim] | 3,2—(8,1;1,2) | | 
1 jeate—t, n; :,1)) n—1,2—{n—1,1;1,2} n—1,3=(n—1,2;2,3}|--- 
n,l=n,1 | n,2=({n,1; 1,2} n, 3—={n,2; 2,3} - nn-L={nn—-2; 
n-2,n—-1}, 
wodurch die h, k fir h>k erledigt sind. Aus (5) folgt schlieBlich die 
Dritte Formelgruppe: 
Di — Dix = { Dix Dis} fir k= 1,2,---, 
3. Hiermit ist bewiesen, indem wir wieder zu den D,, zurtickkehren: 
Satz 1. Die n*—1 Aronholdschen Differentialgleichungen lassen sich 
redusieren auf die n Gleichungen: 
(6) D3 = Dy = DO =---= D,_, ,.0 = D, 9 = 0. 
Diese n Gleichungen bilden also ein System hinreichender und notwendiger 


Kriterien fiir die Kovarianteneigenschaft einer je in den a, b, ---, x homo- 
genen Funktion ® = O(a, b, ---| 2). 














4174 J. Wexisrew. 
Dieses System verdankt man W. Fr. Meyer (1. c.). Da nach (4) 


(7) Dy = {Dy D,,}; (h+k), 
so folgt: 

Satz 2. Die n*—1 Aronholdschen Differentialgleichungen lassen sich 
auch ersetzen durch die 2n — 2 Gleichungen 


(8) D,,o=0, D,,o=0 fir h—2,3,---,m. 


Dieses System stammt von Kronecker, der sich aber einer anderen 
Ableitungsmethode bedient hat. Das Verfahren des Klammerprozesses 
ist zwar recht einfach, man sieht auch leicht, daB von den Gleichungen 
(8) sich keine auf die tibrigen zuriickfiihren lat, aber man gewinnt nicht 
die Einsicht, daB die Systeme (6) und (8) sich aus inneren Griinden 
nicht weiter vermindern lassen. Am einfachsten gelangt man zu diesem 
Ziele, wenn man imstande ist, jede einzelne der Aronholdschen Glei- 
chungen zu deuten (vergl. § 5, 8.). 

4. Wollte man mittels der Differentialgleichungen (6) oder (8) den 
Kovariantencharakter einer Form ®(a,b,---| 2) feststellen, so wiire das 
immer noch eine langwierige Arbeit. Viel rascher kommt man durch 
ausgiebigere Verwendung von Struktureigenschaften zum Ziel. Gehen 
wir noch einmal auf die Definitionsgleichung 


(9) O(a’, b’,---| a’) =|U/ (a,b, ---| 2) 


der Kovarianten zuriick, die wir hinsichtlich der Parameter u,, wiederum 
wie in $2, 2. deuten wollen. Von den Eigenschaften der Determinante 
|U0\, die sich doch alle irgendwo in ®(a’,b’,--- | x’) abspiegeln miissen, 
ist bis jetzt noch nicht die zur Geltung gekommen, daB |U| durch Per- 
mutation der Spalten héchstens das Vorzeichen andert. Eine Umordnung 
der Spalten S von U aus der urspriinglichen Reihenfolge S,, S,, ---, S, 
in die Reihenfolge S, , S,,---,S,,, entsprechend der Permutation 


1, 2, 3, rk 
o nied 
Vip Voy Vgr** "> Vy 
erzielt man durch die Substitution 
(11) Ly, = 2," , (i=1,2,---,m), 
die 
(12) Ly = Uny, Zy” + thy, By” ++ + ay, 2 


unmittelbar zur Folge hat. Die Determinante der Substitution (11) ist 


+1 oder —1, jenachdem die Permutation von geradem oder ungeradem 
Charakter ist. 
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5. Durch (11) gehe 


0m, 


(13) 4 = a 2 ayy x 


iiber in 
0,m, - 
(14) A = Sp) ane" 
] 
dann ist . 
(15) O(a", b”, ...| 2”) =(4 1)° O(a, BY, ...\ 2’). 


Nun fndert sich die Summe A” nicht, wenn man in den Systemen [p] 
die Indizes der p entsprechend der Permutation x umordnet, wodurch [p] 
iibergeht in 

(16) (p)x =P.) Pays ++ +r Pond 


Auf den Polynomialfaktor in A” hat diese Permutation iiberhaupt keinen 
EinfiuB, daher ist: 
0,m, 


m 
an 0S) ane 
(p] 
Es ist aber nach (11): P 


-(p)2 ” wt Py 


a we yO arg Oe Pn me Pa Pe, a Phe me ot ary. a PO me oe’, 


also: 
0,m, 


(18) A” (*) aig na 
2 [p]} (p)z ? 


und daher nach (13) und (18), wegen A’ = A”, durch Vergleichung der 

Koeffizienten der 2’ ‘?): 

(19) a oder a= 455 

wo z= 2~' die Umkehrung von 2 bedeutet. 

Die Substitution x," = x,, (i=1,..., ) der Variabeln induziert also 
die Substitution ajp\2 = ap, der Koeffizienten. 
Entsprechend zu (16) wollen wir definieren: 

(20) in=Yy, fir i=1, 2,...,” 
Dann folgt fiir u,,—9,,,7=2',a—a@, 2," =4%,,, @)) = a): 
Satz 3. Ist O(a,,), b., -.-|%,) eine Kovariante vom Gewicht G, 

so ist 

(21) DG, zr Oronze =| Fin) = Fn OG ys Ops «+ <r 

wo &, gleich +1 oder —1, je nachdem x eine gerade oder ungerade Per- 

mutation ist; 

mit anderen Worten: 


” ’ 
tel = py) 


(p)? 
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Unterwirft man die Variabeln einer Kovariante irgendeiner Permu- 
tation x, und die Koeffizienten der hierdurch indusierten Permutation, die 
ax am die Stelle von a; b,,= an die Stelle von Dey treten léBt usw., 
so erhdilt man die Kovariante wieder bis auf das Vorzeichen. 

6. Von dem Gedankengang des Artikels 4 aus wollen wir jetzt einen 
anderen Weg einschlagen: Es sei ®’ = O(a’, b’,...|z’) als Funktion der 
a, b’,...; 2° abhiingig von den frei verinderlichen u,,, die aber nicht 
auch explizit vorkommen sollen. Um insbesondere die Spalten S der 
Matrix U sichtbar zu machen, von deren Elementen ’ ja abhingt, be- 
zeichnen wir ®’ mit 


(22) o = f(S,, 8, coy S,). 
Wir bilden nun 
(23) o” = f(S,, 8, bead S,.); 
indem wir 
Wary Yaar ***» Van 
(24) durch fir a= 1, 2,...,% 
u u rey U 


ayv,? @y,? avn 


ersetzen, was, wie wir wissen, falls ©’ eine Kovariante ist, durch die 
Substitution (11) und die entsprechende Substitution der Koeffizienten 
erreicht wird. Wir setzen noch voraus: 


(25) o” —_ x0’, 
wo x+0 und von den a’, b’,---; 2’ und u,, unabhingig sei. 
Ist nun, wie bei einer Kovariante vom Gewicht G, 


, , 7] , ’ 
Di. = >'aiu® = 6,,G9, 


wo also mit den Elementen der Spalten S,, S, von U operiert wird, so 
ist nach (23) auch 
U ” é ” ” 
Dyn, —_ Pa oun,” = 0,70 
und wegen (25) 
Di», = Seni 0’ = é GY’, 


YF 
om AV 


d. h.: Auf Grund unserer Voraussetzungen sieht die Gleichung: 


(26) Di, = 6,49 
nach sich die Gleichung 
(27) Dy ,% = 9,4,7%, 


ein Resultat, das erst seinen vollen Wert erhilt, wenn man nach Satz 2, 
§ 2 die Operatoren D,, in den u,, umgesetzt denkt in Operatoren nach 
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den a’, b’,...; 2. Die Voraussetzungen betreffend ®’, ©” lassen sich auch 
so aussprechen, dab ® = (a’, b’,...|x’) sich durch die Substitutionen 


¢=2;5,4,,=4@,, bis auf einen konstanten Faktor x reproduzieren 


(p] 2 
soll, ((25)). Indem wir wiederum u,,—46,,, 7 =a, a =a, 2," =4&,,, 
a) = 4 p;z Werden lassen, ergibt sich hieraus: 

Satz 4. Sei D=O(a,,,, b,,),.-. 2%) eine Funktion ihrer Argumente, 
die gegeniiber der Permutation x der Variabeln und der entsprechenden 
Permutation der Koeffizienten folgendes Verhalten zeige: 


(28) (45x bz °° |%e) = HD (A, 5) Deny s+ | Meds 

wo x von den a, b,...; x wnabhiingig ist, so sieht die Gleichung: 

(29) D,,% = 4,,G9, 

deren Giiltigkeit wir jetzt auch noch voraussetzen wollen, die Gleichung: 
30 D, , ®=4,, GO 

par sich. meee we 


7. Durch diesen wichtigen Satz wird die Lésung unserer Grund- 
aufgabe, den Kovariantencharakter aus Struktureigenschaften nachzuweisen, 
in eine ganz andere Bahn gelenkt. Noch in 4. hatten wir hervorgehoben, 
daB die Systeme linearer Differentialgleichungen (6) oder (8) ein sehr 
umstandliches Kriterium abgeben. Jetzt sind wir imstande, diese Systeme 
mittels Bedingungen vom Charakter der Gleichung (28) auf eine einzige 
Gleichung zu beschriinken. 

Sei niimlich » die zyklische Permutation: 

(31) y= (1, 2,..., ”), 
die wir von nun an die Rolle von x tbernehmen lassen. 

Unter den Voraussetzungen des Satzes 4 folgt dann aus D,,.® = 0 
sofort D,, = 0, und hieraus D,,® = 0, hieraus D,,d =0,..., D,_ 1,9 =9, 
und hieraus endlich D,,® = 0, womit das System (6) abgeleitet ist. Die 
Voraussetzung (28) lautet in unserem Falle: 

(32) DG ss Onyer +: Lip) = #P (A Ops - 

Unter Erweiterung einer im biniiren Formengebiet bekannten Be- 
griffsbildung wollen wir Struktureigenschaften vom Typus (21) als Sym- 
metrie gegeniiber der Permutation x bezeichnen; die in (32) definierte Sym- 
metrie gegeniiber der zyllischen Permutation » nennen wir ,,zyklische Sym- 
metrie“ schlechthin. 


Dann gilt also der 
Satz 5. Hine in den a, b, ...; x einzeln homogene Funktion 
® = O(a, b, ...| x) 


ist eine Kovariante stets und nur dann: 


. |). 
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1. wenn sie zyklisch symmetrisch ist und sugleich 

2. der Gleichung D,,® = 0 geniigt. 

Zum Nachweis der zyklischen Symmetrie hat man nur die eine Glei- 
chung (32) nachzupriifen; die Konstante x erweist sich hinterher nach 
(21), da «, fir «=v den Wert (— 1)"~* hat, als: 

(33) s=(—1p-™, 
es miiBte denn ® identisch verschwinden. 


§ 4. 
Deutung der Aronholdschen Differentialgleichungen. 


1. Nachdem es uns gelungen ist, die Aronholdschen Differential- 
gleichungen durch die Forderung der zyklischen Symmetrie auf eine ein- 
zige zu beschriinken, wird man um so mehr fragen, welche Eigenschaften 
die Lésungen dieser einen Gleichung auszeichnen. Dieser Frage wollen 
wir jetzt naher treten und auch die Gleichungen D,,® = G® in Betracht 
ziehen. 

Es sei © = 9(a’, b’, ...| x’), wie immer im vorangehenden, eine je in 
den a’, b',...; 2° homogene Funktion, welche die u,, nicht explizit enthiilt; 
sie mége aber auBerdem der zu D,,® = G® analogen Differentialgleichung 
(1) DY = 2,0 
geniigen, wo x, eine numerische Konstante bezeichnet. 

Deutet man wiederum nach § 2, (6) allgemein D,, durch 
(2) Dis = “a5u + Ug, =< + Marga? 
so sagt (1) nach dem Eulerschen Theorem aus, daB %’ in den Elementen 
der k*" Spalte von U homogen zur Ordnung x, ist. Multipliziert man also 
die Elemente dieser Spalte mit ¢, wodurch a’, b’,...; 2 in a”, b”,...; 2” 
tibergehen mégen, so ist: 

(3) ® (a”, bY, ...| 2”) = te O(a’, BY, ...| 2’). 

2. Diese Multiplikation von u,,, t,, Us,,-.-, 4, mit ¢ wird aber er- 

reicht, indem man in: 


(4) Dy = Hy, 2, + yt, +--- +e, (h—1, 2,..., n) 
substituiert: 
(5) &, = Patz,”. (h = 1, 2,..., ») 


Hierdurch geht aber «’!?) iiber in #2”!), also: 


(6) 42> (3) ain 


[Pp] 
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in: 


0,mq 
m 
(7) A= > «) aot y OP ae” 7), 
_ oe P) 
Aliso ist: 
(8) ay) = tap, 


wodurch (3) sich umsetzt in: 


(9) © (tai, t* bia, eu ¢ *hty)) ~ t™*® (ain, Bias eee a), 

was nun sofort: 

(10) GH a,,), di, «| ay) — FOG, Bra, - - - |) 

nach sich zieht. Hier wird aber ¢* durch eine Struktureigenschaft defi- 
niert, die ,, sind vollkommen beseitigt. Es folgt: 

Satz 1. Ist >= (a, b,...|x) eine je in den a, b, ...; x homogene 
Funktion, die der Differentialgleichung: 

(11) D,,® = x1, 

geniigt, wo x, eine numerische Konstante, so ist: 

(12) O(a, Mb, «| May) = CFO (a,), Diy) - + | Bap 

und umgekehrt: wenn ® in der besagten Weise homogen ist und der Glei- 
chung (12) geniigt, so gilt auch (11). 

Im Falle der Umkehrung folgt niimlich aus (12) wiederum (9), was 
auf (1) zuriickfiihrt. Die linke Seite von (12) ist so gemeint, daB jedes 
a,b,... in ® mit einer Potenz von ¢ multipliziert werden soll, deren 
Exponent gleich dem k*" Index der betreffenden a, b, ... ist, wahrend x, 
zu ersetzen ist durch ¢-%*z, fiir h=1, 2,..., m; als k*™ Index von As») 
gilt natiirlich p,. 

3. Die Exponenten der Potenzen von ¢, die auf der linken Seite von 
(12) vor die einzelnen a, b,..., x getreten sind, heiBen ,die k*" Ge- 
wichte“ dieser a, b,...; 2, und 2, selber wird das k* Gewicht des ganzen 
Ausdrucks ® genannt. Die in (12) ausgesprochene Eigenschaft nennt 
man ,lsobarismus“ in den Kk Gewichten. Ist ® eine rationale ganze 
Funktion der a, b,...; 2, so tibertriigt sich die Definition der Gewichte 
auf jeden Summanden von ®. Niheres hieriiber findet man bei Deruyts 
(l. ¢.). Es geniigt uns, die Gleichung (11) gedeutet zu haben. 

Die Gleichungen 
(13) (D,, — D,,)% =0 fir y= 2, 3,...,” 
des Aronholdschen Systems (§ 2, Satz 3) sagen, wenn ® in den a, b, ...; x 
einzeln homogen ist, in ihrer Gesamtheit nur aus, dap die ersten, sweiten, 
..., 2" Gewichte von ® immer denselben Wert haben, 
der dem in § 2, (30) berechneten (Gesamt-)Gewichte G gleich ist; durch 
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lineare Kombination der Gleichungen (13) gelangt man nimlich wegen 
der Homogeneitét von , wie in § 2, (30) gezeigt ist, wieder zu (11) 
mit 2, = G. 

4. Die Deutung der Aronholdschen Gleichung 
(14) Dy,® =0 (h + k) 
stiitzen wir auf den vorbereitenden 

Satz 2. Wenn eine von den Variablen v,, v,,..., v, abhiingige Funktion: 
(15) ® (v) = O(v,, ..., 0,) 
fiir bestimmte, von den v unabhiingige Parameter w,, w,,---, w, der Dif- 
ferentialgleichung 


(16) (10, go + ta gor + +++ + 0,22) (0) = 0 
geniigt, so ist fiir frei veriinderliches t: 

(17) ® (v, +tw,,..., 0, + tw,) = O(v,, ..., 0,) 
oder kiirzer 

(18) O(v + tw) =O(v), 


und umgekehrt hat (18) die Differentialgleichung (16) zur Foige. 
Denn fiir v, = u, + tw, (hk = 1; 2, ..., n) ist: 


(19) 5 O(v) = D 5 “ = Fan v,= (SZ) oo. 
A A A 
Hieraus folgt: 

1) Wenn (16) gilt, so ist ®(v) nach (19) von ¢ unabhingig, und 

man findet, indem man ¢ = 0 setzt, 

o(v) = O(u), 

also 
O(u + tw) = O(u), 

was bis auf die Bezeichnung mit (18) identisch ist. 

2) Wenn umgekebrt  (v) =o (x) gilt, so ist * @(v) nach (19) gleich 
Null, w. z. b. w. 

5. Diesen Hilfssatz wenden wir auf (1) an, indem wir nach (2) die 
Variabeln u,,,..., 4, mit w,,...,w,, die %,,...,%,, mit %,...,0 
identifizieren. Dann folgt: 

Satz 3. Sei 0 = (a, db’, ...|a’) eine je in den Argumenten a’, b’, 
..-} & homogene Funktion, welche die u,, nicht explizit enthiilt, und sei: 
(20) Dir. = 0, (h +k) 
dann hat © mit der Determinante |U\ die Eigenschaft gemein, sich nicht 
su dindern, falls man 


(21) ty, Mea, --->%,, Gurch uy, + tu,,, ty, +tu,,, ..., u, + tu, 
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ersetat, und umgekehrt: Wenn ©’ in besagter Weise homogen ist und sich 
bei der Substitution (21) nicht dndert, so gilt (20). 
6. Durch die Substitution (21) mégen 4’, B,... iibergehen in 





A”, B’,... wnd a’, b’,...; 2° in a”, b’,...;2””. Dann lassen sich die 
a”, b”,...; 2” folgendermafBen definieren. Nach (4) und (21) ist: 

(22) L, =U, 2, +H, 9% +--- +42," (vy —1,2,...,n) 
und 

(23) z, _ M4," + = a + (u,, + tu,,) a,” + ae + 4, ,% 

was darauf hinauskommt, daB man in (22) substituiert: 

(24) a, = 2," +td,,2,". (v=—1,2,..., 0), hk 


Die Matrix dieser Substitution bezeichnen wir mit E,,(#); sie hat in 
der Diagonale lauter Einsen, das gemeinschaftliche Element der h*” Zeile 
und k*" Spalte ist ¢, wihrend alle anderen Felder durch Nullen ausgefiillt 
sind. Nach (24) ist: 


(25) (a) = E,, (8 (2"}, h+k, 
und (22) lautet in Matrizensymbolik: 

(26) {a} =U {a'}; 

auch war (nach § 1, (11)): 

(27) (4) wq = (U) aa {4} arg: 

Durch (25) wird aber 

(28) {4°} wg = (Ey, ata {0} tg 

induziert, und aus (25), (26) einerseits folgt: 

(29) {2} = VE,,( {x}, 


aus (27), (28) andererseits: 


(30) {@} ata = (UW) ata (Ein O)ata {4} ata = (UE, O) gO") ag: 
Hierzu fiigen wir die analogen Gleichungen: 
(31) {0} a, = (UEnx®)ay {6°} ap, --- 

Die in Satz 3 ausgesprochene Unempfindlichkeit von ’ gegeniiber 
der Substitution (21) kénnen wir auch durch: 
(32) O(a", b",... 2) = O(a, U,...|z’) 
ausdriicken. Nehmen wir jetzt speziell alle u.,=—0@,,, also =z’, a’ =a, 
b’=b,..., und bezeichnen wir die Werte, in die a”, b’,...; 2” tiber- 
gehen, mit a”, b’”,...; 2”, so ist, indem U in die ,,Kinheitsmatrix* E 
iibergeht, die als Faktor gesetzt oder weggelassen werden kann, nach (29) 
und (30): 
(83) {2} = Bul) {2}, (o}arq — (Ean @)ag (0 Jags «+ 
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Aus (32) wird dann: 

(34) O(a”, U",...|2'") = O(a, b, ...| 2). 

Dieser Gedankengang laBt sich umkehren. Gilt die Gleichung (34), und 

beachtet man, daB nach (25) und (28) die zu (33) analogen Gleichungen: 
{a} = Exe) {2"}, (a) au = (Ear O)ay (0) ara, 

bestehen, so ist auch (32) erfiillt, womit die Umkehrung des Satzes 3 in 

Kraft tritt: es ist also Dj,’ = 0, und daher D,,.® =0. So folgt: 

Satz 4. Wenn © = (a,b, ...|\ x) je in den a, b, ...; & homogen ist 
und die Gleichung D,,® = 0 erfiillt (h +k), so verhdilt sich invariant gegen- 
iiber der Substitution (33), d. h. es ist D(a’, b', ...\ x") = O(a, b,... x); 
und umgekehrt: Ist © in besagter Weise homogen, und gilt auf Grund der 
Substitution (33) die Gleichung O(a", 0",...\ 2°") = (a,b, ...\2), 80 
ist D,,® = 0. 

Die Substitutionsdeterminante | E,,(#)| hat natiirlich den von ¢ unab- 
hingigen Wert 1. 

7. Eine je in den a, b, ...; x homogene Funktion ® = O(a, b,... 2) 
wird also durch die Differentialgleichung D,,® =0 (h +k) als eine Ko- 
variante der speziellen linearen Substitution {«} = E,,(t) {a} charakteri- 
siert. Da: 





(35) Ey, (4) Exe (&) = Ex (& + 4), (h+k), 
so ist die aus: 

(36) {a} = £,,(4,) {2} und {2} — E,,(4) {2} 
zusammengesetzte Substitution: 

(37) {a} = Ey, (4 + 4) (2"} 


von demselben Typus wie (36), es treten nur andere Werte des Para- 
meters ¢ auf. Man sagt daher, diese Substitutionen bilden im Bereiche 
der linearen Substitutionen eine Untergruppe, die durch die Matrix E,,(#) 
charakterisiert ist, und die homogenen Lésungen von D,,® = 0 kénnen 
Kovarianten der E,,(¢)-Gruppe genannt werden. Dann sagt z. B. der 
Satz 5, § 3, aus, daB eine E,,(t)-Kovariante zur projektiven Kovariante 
wird, wenn sie die Eigenschaft der szyklischen Symmetrie hat. 

Hier miindet unsere Betrachtungsweise in den Gedankenkreis der 
Gruppentheorie ein. Zugleich stehen wir an der Quelle der Methode, 
nach der Kronecker (1. c.) die Differentialgleichungen der Invarianten- 
theorie abgeleitet hat. 
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g 5. 
Die Differentialgleichungen der Invariantentheorie 
nach Kronecker. 


1. Der Kroneckerschen Arbeit liegt folgender Gedanke zugrunde: 
Satz 1. Wenn eine je in den frei veriinderlichen a, b, ...; x homogene 
Funktion © sich gegeniiber den Substitutionen: 
{2} =U{a'} und {2} =—V{x"} 
invariant verhiilt, so verhiilt sie sich auch invariant gegeniiber den aus ihnen 
ausammengesetaten Substitutionen, denen die Matrizen UV und VU ent- 


sprechen.*) 
Beweis: 
P . ‘ {@} uw, = (U)u, {@"} was 
(1) | {2} = U{2’}  induziert ihn x (Vin, ns... 
und es sei: 
(2) O(a, U,...j/7)=!U0%-O(a,b,... x); 
—_ {@} 0, = (Vag {2} tas 
(3) | {2} —V{2"} induziert (B} an = (Van {8} any « » 
und es sei: 
(4) O(a", b’,...|a") =| V %- O(a, b,...| 2). 


Wenn nun ebenso: 
(5) (#) =P {2} imdusiert {a’}y, — (Vag {”)agy «5 
so besteht zwischen den a”, b’’,...; 7” und den a’, b’,...; 2 auf Grund 


von (5) derselbe Zusammenhang, wie zwischen den a”, b”,...; 2” und 
den a, b, ...; 2 auf Grund von (3); also ist nach (4): 


O(a", 0”, ...|a°") =| V\°-O(@,0,...| 2’), 
und nach (2) daher: 
(6) O(a", b”, ... (a) =| VIP-|U\%- O(a, b,...\ 2). 
Nun ist aber nach (1) und (5): 


(1) {a} = OV {2}, {a} ug—(O)ma(V ang {@”} wa = (UV) aig {0} tas - 
und UV|= U|-|V\. Folglich ist ® nach (6) in der Tat eine Ko- 
variante der Substitution (7), der die Matrix UV entspricht. Da U und 
V nicht in einer bestimmten Reihenfolge in die Voraussetzungen des 
Satzes 1 eingehen, so ist hiermit der Satz bewiesen. 

2. Der Satz 1 laBt sich folgendermaBen umkehren: 


*) Der Satz hat natiirlich nur dann’ einen nicht trivialen Inhalt, wenn U und V 
nicht mit lauter frei veriinderlichen Elementen gebildet sind. 


82° 





484 J. Weise. 





Satz 2. Wenn eine je in den a,b, ...; 2 homogene Funktion 
® = O(a, b, ... x) sich gegeniiber den Substitutionen 


(8) {a} = U{a2’} und {2} = UV {2}, |U\+0,|V +0 
invariant verhidlt, so bleibt sie auch invariant bei: 
(9) {2} = V {2}. 


Hier ist (8) mit (1) und (7) identisch, (9) mit (5). Also ist nach Vor- 
aussetzung: 
O(a’, UY, ...|a’)=|U%- O(a, b,...\ 2), 

O(a", b",...\2°)=|UV" O(a, b,...|2z), 
und somit 

O(a", b,...|2) = |Vi°-O(@, U,...\ 2’) 
entsprechend der Substitution (5), w.z.b.w. Fiir V = U-* folgt hieraus, 
was auch unmittelbar leicht zu beweisen ist, dab die Funktion ® auch 
gegentiber {2} — U-'{y} sich invariant verhilt, wenn sie gegeniiber 
{2} — U{a’} invariant bleibt. 

3. Der Satz 1 laBt sich daher so verallgemeinern: 

Satz 3. Verhiilt sich eine je in den Variabeln a, b, ---; x homogene 
Funktion invariant gegeniiber Substitutionen mit den Matrizen U,, U,,---, U,, 
so bleibt sie auch invariant bei allen Substitutionen, deren Matrix sich aus 
U,, U,-*; Uy, Uy"; «++; U,, U_-* multiplikativ zusammensetzen lapt. 

Dabei ist es gleichgiiltig, wie oft und in welcher Reihenfolge man 
diese Faktoren verwendet. 

Diese von Kronecker allerdings nicht ausgesprochenen *Siitze bilden 
die Grundlage der Kroneckerschen Theorie. Es wird niimlich die Funk- 
tion ® gegeniiber jeder linearen und homogenen Substitution mit der 
Matrix JU sich invariant verhalten, wenn U sich aus den Matrizen 
U,, U,-*; U,, U,-*;---; U,, U-* masammensetzen laBt. Also gilt es, ein 
System von Matrizen zu finden, mit dem man alle anderen multiplikativ 
erzeugen kann. 

4. Hier ist aber noch eine Einschrankung méglich. Da wir namlich 
von einer Kovariante ® stets schon durch die Definition verlangen, dab 
sie in den a,b,---;a2 einzeln homogen ist, so verhilt ® sich gegeniiber 
der Substitution z,—¢x;, wie wir in § 2, 8., (30) ff. gesehen haben, in- 
variant. Substituiert man hierauf {2} = U{2"}, so ist {x}=—tU{2"}; 
es laBt sich aber ¢ so bestimmen, dab ¢U =—1 ist; eine Substitution 
mit der Determinante 1 wird ,unimodular“ genannt. Daher kénnen wir 
sagen: 

Satz 4. Line in den a,b,---;@ eingeln homogene Funktion 


® = O(a, b,---| x) 
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ist stets und nur dann eine Kovariante, wenn sie sich invariant verhiilt 
gegeniiber einem System unimodularer Substitutionen, aus deren Matrizen 
sich jede andere unimodulare Matrix multiplikativ zusammensetzen lift, 
wobei positive und negative Potenzen jener Matrizen verwendet werden 
diirfen. 

Die unimodularen Matrizen lassen sich aber sicher multiplikativ zu- 
sammensetzen aus den n»(m—1) Matrizen E,,(#) fir h+k; h,k=—1,2,--+,n, 
wenn man iiber die Parameter ¢ passend verfiigt.*) Wie sich die Invarianz 
gegeniiber einer Substitution {x} — E,,(#){2’} erzwingen laBt, haben 
wir in § 4 gesehen; wir wollen jedoch hiervon nichts voraussetzen und 
die zu E,,(¢) gehérige Differentialgleichung D,,® —0 von neuem her- 
leiten, indem wir zwar dem von Kronecker (1. c.) angegebenen Gedanken- 
gange folgen, die Ausfiihrung aber wesentlich vereinfachen. 

5. In den Grundformen 





0, mq 0, mp 
(10) Aw 2 (3) a,271, B= 2 (;") by» wit, »-- 


des § 1 setzen wir, wie in § 4, (24), 
(11) = 2, +tbrr, hek; v=—1,2,---,n, 
wodurch sie tibergehen mégen in 


0, mq 0, mp, 
(12) A= Diane, BD () hina. 


Die a’, b’,--- sind Funktionen von ¢; aus (11) folgt: 
(13) t= 2%, —tk, 2, =—2,, wenn vZh, 


wonach wir auch die x’ als Funktionen von ¢ auffassen diirfen. In der 
Gleichung A’ =A kommt also ¢ rechts gar nicht vor, daher ist die 
Derivierte von A’ nach ¢ identisch Null. Das gibt: 


0, mq da’ 0, mg 
— m Gp) Tp] rua) , ‘tp] . day, u 
0- 2G; a * +2 (3 Op) © OP Ph erat 
P 


Hierin ist nach (13): 


dx; , day 
(14) b= — 2, = — Zh, 770 fir v 2h, 


*) Satz von Kronecker (1. c.), vergl. auch Kronecker-Hensel, Vorl. iiber die Th. 
der Determinanten, 21. Vorl., wo andere Systeme angegeben sind; s. ferner meinen 
in den Gott. Nachr. 1909 erschienenen Aufsatz tiber die Dekomposition der Matrizen. 
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also wenn man, wie in § 2, (6) die Summationsindizes der zweiten 
Summe 


Pro Pe Dm prot+l, p—I1 
abandert. 


0, m 


(5) OD (5) Fo — BG) Ot Dann. 


Durch Vergleichung des Koeffizienten erhilt man also: 


da,’ 
Cp) ’ 
(16) Ge Pe ik: 


6. Ist jetzt ® — O(a’, b’,---| 2’) eine Funktion der a’, b’,---; 2’, 
die explizit die Variable ¢ nicht enthilt, so ist: 


0, mp 
ay day, ov’ ad oe dx, 
ae {5 day, at +2) ob; at J+ 38 a” 
und indem man (14) und (16) eintriigt, ergibt sich der 
Satz 5. Ist eine Funktion ©’ der a’, b’,---; a’, die die Variable t 
nicht explisit enthilt, nach t zu differenzieren, so ist 


0, mq O, my, 
d a 
(17) i= {2 nei [p) ak aay a tee [p]ak 0d. +: | a 92 oz 4 = Dix, 


wenn Dj, durch § 2, (23) definiert wird; vergl. Satz 2, § 2. 

Wenn nun insbesondere ®’ eine Kovariante gegeniiber der Substi- 
tution (11) ist, deren Determinante den Wert 1 hat, so ist ®’ nach 
der Gleichung 

(a, b', --- | a’) = 1° O(a, b,--- | x) 
von ¢ unabhiingig, falls man, wie bisher, a’, b’,---;2 als Funktionen 
von ¢ auffaBt. Ist umgekehrt ©’ von ¢ unabhiingig, so driickt sich das 
in der Gleichung 


© (a’, b’,---| a’) = O59 = O(a, b,+-- 2) 


aus, die besagt, daB ® eine Kovariante gegeniiber (11) ist. Da aber 


die Unabhingigkeit der Funktion ©’ von ¢ durch die Gleichung 
de’ 


“qy 0 charakterisiert wird, so folgt: 

Satz 6. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine 
je in @,b,---;2 homogene Funktion ®=®(a,b,---| a), sich gegeniiber 
der Substitution 
(18) {a} = Ex (2’}, 
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welche 
(19) {a} m, _ (EnrO)m, {a}, {b} , ia (Ex), {b'} «, on 


induzieren midge, invariant verhdilt, lautet: 

(20) Dix (a’, U,---| 2) =0, 

wenn Dj, durch das -% in (17) definiert wird; diese Operation ist aber, 
wie gesagt, mit dem D,, des vorangehenden Paragraphen identisch. Natiirlich 
wird man (20) einfach ersetzen durch 

(21) Dy, (a, b,- ++ | 2) = 0. 

7. Dieser Gedankengang fihrt ersichtlich sehr rasch in den Mittel- 
punkt der Theorie; Satz 6 ist im wesentlichen identisch mit dem Satz 4 
des § 4. Die Kroneckersche Ableitung der Aronholdschen Differential- 
gleichungen, so wie wie wir sie gegeben haben, laBt sich am einfachsten 
charakterisieren als Spezialfall der Aronholdschen Ableitung (ebenfalls in 
unserer modifizierten Darstellung), wenn man die Matrix U in die Ein- 
heitsmatrix E iibergehen laBt. Jetzt erhilt D,,® die einfache Bedeutung 


(Dir ®ao = (40) 


so daB also die Taylorsche Entwicklung der Funktion ©’ in Satz 5 nach 
Potenzen von ¢: 


; P t (do? t? (d*o? 
O= (m0 + 7 (Sr),-9+ 7 (Si) sae +2° 
sich umsetzt in ’ 
(22) O=04+ 5 DrO+l Diot+--, 


wo ®=(a,b,---|z). Diese Entwicklung wiire auch in § 4 auf Grund 
der dortigen Formel (19) leicht zu geben gewesen. 

8. Vermége der Siitze 4 und 6 lauft die Reduktion der Aronhold- 
schen Differentialgleichungen D,,® = 0 fiir h +k auf die Aufgabe hinaus, 
die E,,(é) fiir h+k aus méglichst wenig Arten von Matrizen gleicher Art 
zusammenzusetzen. Mit dieser Aufgabe beschiftigt sich daher Kronecker 
in erster Linie (siehe auch die Fubnote *) auf Seite 485), ohne aber 
wirklich zu den einfachsten Systemen von Matrizen E,,(¢) zu gelangen. 
Sein 2n—1 gliedriges System E,,(¢), E,,(¢) fir h=—2,3,---,m fihrt 
zum Satze 2 des § 3, waihrend das kiirzere System F,,(¢), E,,(¢), ---, EZ,,(#) 
den Satz 1 des $3 zur Folge hat. Da in diesen Systemen keine Matrix 
iiberfliissig ist, so kann auch von den Differentialgleichungen (6) und (8) 
in § 3 keine einzige entbehrt werden. 

So sind wir denn wiederum im Gedankenkreis der Theorie der Trans- 
formationsgruppen angelangt. Die wechselseitige Abhangigkeit zwischen 
den Matrizen E,,(¢) und den Differentialgleichungen D,,® = 0, auf die 
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wir hier gestoBen sind, ist nur ein — allerdings besonders wichtiger — 
Spezialfall eines viel umfassenderen Gesetzes, wortiber uns die Liesche 
Gruppentheorie Aufschlu8 gibt. Eine ohne allzutiefe gruppentheoretische 
Vorkenntnisse verstiindliche Darstellung dieser Zusammenhiinge findet man 
bei Study, Methoden zur Theorie der terniiren Formen, Leipzig 1889, 
§§ 15ff. Study zeigt auch, daf zur Charakterisierung einer Kovariante 
bereits zwei lineare Differentialgleichungen ausreichen, welche aber viel 
komplizierter sind als die Aronholdschen.*) Vergl. auch die eingangs 
zitierte Arbeit Studys, wo ein einfacher Beweis dafiir erbracht wird. 


§ 6. 
Kritische Bemerkungen. 


1. Wenn wir die von Kronecker abgeleiteten Differentialgleichungen 
im § 5 einfach als Aronholdsche bezeichneten, so befinden wir uns im 
Widerspruch mit der Auffassung Kroneckers, der 1. c. § 15 bemerkt: 

»Das ... System der partiellen Differentialgleichungen ..., welches, 
wie wohl hervorgehoben zu werden verdient, hier ohne Anwendung irgend 
welcher Symbolik erlangt worden ist, ersetzt vollstiindig jenes System ..., 
welches Aronhold ... hergeleitet hat. Es zeichnet sich vor dem zitierten 
System aber nicht nur durch die wesentlich geringere Anzahl der Glei- 
chungen, sondern auch dadurch aus, dab jede einzelne Gleichung fiir sich 
eine Bedeutung hat, indem sie die Eigenschaft der Invariante ausdriickt, 
bei einer bestimmten ,,einfachen“ Transformation des Formensystems ihren 
Wert beizubehalten .... Endlich ist noch darauf aufmerksam zu machen, 
daB ... bei der Charakterisierung der Invarianten keine einzige der 2n — 2 
partiellen Differentialgleichungen ... entbehrt werden kann.“ 

2. Hierzu ist zu bemerken: 

1) Die Kroneckerschen Differentialgleichungen bilden einen Teil 
des Systems von Aronhold, es sind Aronholdsche Differential- 
gleichungen. 

2) Folglich kommt auch den Aronholdschen Gleichungen jene 
Bedeutung zu (die wir in Satz 6, § 5, dargelegt haben). Aron- 
hold selber hat jene Deutung nicht gekannt, doch laBt sie sich 
auch, wie unser § 4 zeigt, ganz im Geiste der Aronholdschen 
Theorie unschwer ableiten. 

3) DaB jenes System von 2” — 2 Differentialgleichungen (s. oben 
§ 3, Satz 2) keine entbehrliche Gleichung enthilt, ist richtig, 
aber es ist darum nicht das kiirzeste. Vielmehr betriigt die 


*) Einen einfachen Ersatz bilden die Bedingungen in § 3, Satz 5. 
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Mindestzah] n, der das Meyersche System des Satzes 1 in 
§ 3 entspricht. Vergl. Fr. Meyer, 1. c. 

4) Die Vermeidung der Symbolik ist kein Vorzug, wenn man an 
Stelle der schénen und einfachen Formeln der Symbolik solche 
Formelungeheuer muB treten lassen, wie sie in Kroneckers 
Abhandlung vorkommen. 

3. Wie ein Blick auf die Formel II bei Fr. Meyer (1. c. 8. 194) veri- 
fiziert, ist auch das System der Differentialgleichungen, an die Fr. Meyer 
seine Betrachtungen kniipft, mit dem Aronholdschen identisch. Damit 
wird die FuBnote auf Seite 190 1. c. hinfillig. Auch hat es keinen Sinn, 
die Differentialgleichungen der Invariantentheorie etwa deshalb nach 
Forsyth zu benennen (1. c. Seite 190 und Seite 208), weil er auch auf 
Variabeln héherer Stufe Riicksicht genommen hat; denn wenn man, wie 
wir es tun, immer erst auf die Operation Dj, zuriickgeht, die nach § 2, 


Satz 2: in > 4, ou, oder nach § 5, Satz 5 in : umgesetzt werden 


dt 


kann, so hat man in jenen Siitzen einfach die Glieder nachzutragen, die 
auf die neuen Variabeln Riicksicht nehmen; sind das etwa V,, V,,---, V, 


r? 


A aV, 
so hat man > Dir Vi: hy bezw. y 4 = ae zuzufiigen, was auf Grund 
e g 


¢ ¢ 
der Formeln § 2, (14) und § 5, (14) unschwer zu machen ist. Durch 
das Zuriickgreifen auf Dj, = > Ms i werden daher auch die umstiind- 
Fr ik 


lichen Rechnungen SS. 208 ff. bei Meyer vollstindig iiberfliissig, die, nach 
Art unserer Formel (2), § 3, begriindet, von den zufillig gewihlten 
Variabeln ganz unabhiingig gelten wiirden. Hier liegt auch der Grund, 
warum bei dieser ganzen Rechnung nichts Neues herauskommt. 

4. SchlieBlich méchte ich noch zu der FuBnote 1) Seite 194 bei Meyer 
bemerken, daB die in § 5, Satz 6 und Formel (22) ausgesprochenen Tat- 
sachen sich mit Hilfe der Lieschen Theorie schwerlich einfacher begriin- 
den lassen. Die algebraischen Methoden der Invariantentheorie sind keines- 
wegs so wenig leistungsfahig, daB man wegen solcher Dinge schon zu 
den wuchtigen Hilfsmitteln der Theorie der kontinuierlichen Transforma- 
tionsgruppen seine Zuflucht nehmen miiBte. 


StraBburg i/E., 10. Marz 1909. 





Kriterien fair die Potenzen einer Determinante. 
Von 


Josepx Wetusrein in StraBburg i./E. 
(Aus einem Briefe an H. Weber.) 


Die Aufgabe, von der ich Ihnen vor meiner Abreise erzihlte, war 
die, ein System notwendiger und hinreichender Bedingungen dafiir an- 
zugeben, daB eine Funktion f der n* Elemente u,, einer Determinante 


My &, 


Mar" Yan 


die p® Potenz dieser Determinante ist. Auf diese Aufgabe war ich bei 
meinen invariantentheoretischen Arbeiten gestoBen, und zwar in folgendem 
Gedankengang. Seien f(a|x),g(b\x),--- Formen irgend welcher Ordnung 
der » Variabeln xz,,---,2,; die Koeffizienten von f seien generell mit a, 
die von g mit b bezeichnet, usw. Unterwirft man nun die x der linearen 
Substitution (x) = U(z’), wodurch f(a|x), g(b\x),--- tibergehen mégen 
in f(a’'\z’), g(b'\2’),---, so ist eime Invariante oder Kovariante dieser 
Formen definiert durch 
T(a’, b,--- 2’) = Up - (a, b,---| a). 

FaBt man nun die z und a’,b’,--- als Funktionen der Elemente u,, von 
U auf, wabrend man die z,a,b,c,--- als frei veriinderliche GréBen be- 
trachtet, so liuft die Aufgabe der Invariantentheorie darauf hinaus, mittels 
der von den u,, abhiingigen Ausdriicke zx’, a’, b', ¢,--- solche Funktionen 
Ti (a, b’,--- 2’) au bauen, die sich bis auf einen von den u,, unabhiingigen 
Faktor als Potenzen der Determinante U\ erweisen. LaiBt man die Matrix 
U mit der Einheitsmatrix zusammenfallen, so ergibt sich aus (1) fir 
diesen Faktor der Wert TI(a,b,---| a). Nach dieser Auffassung ist also 
die Aufgabe der Invariantenbildung nichts anderes als die der Herstellung 
von Determinantenpotenzen. 








Kriterien fiir Determi 


$1. 
Ein System hinreichender Kriterien. 


1. Kronecker hat in seinen Vorlesungen iiber Determinanten 
(herausgegeben von K. Hensel) die alte kombinatorische Definition der 
Determinanten mit groBem Vorteil durch eine analytische ersetzt, die im 
wesentlichen die Eigenschaft der Determinante zur Geltung bringt, dab 
sie in den Elementen jeder (vertikalen) Spalte linear ist und bei Gleichheit 
zweier Spalten verschwindet. Diese Kriterien halten aber bei der p*” Potenz 
einer Determinante | U| fir p> 1 nicht mehr Stich, wenn man auch die 
Forderung der Linearitét natirlich durch die der Homogeneitat zur 
Ordnung p in den Elementen jeder Spalte ersetzt, denn diese Eigenschaften 
kommen z. B. auch dem Ausdruck 


D —|U|-(U,U,--- U,P-* 


zu, worin U, die Summe der Elemente der h*" Spalte von U bezeichnet. 
Tiefer liegt offenbar die Eigenschaft von |U|, daB U| den Wert nicht 
andert, wenn man das ¢-fache der h*" Spalte zur k*" Spalte fiigt (k+h); 
gegentiber dieser Umformung verhilt sich jedenfalls D nicht mehr in- 
variant. Es gilt der 


Satz 1. Kine Funktion f(U) der n* Elemente u,, der quadratischen 
Matrix U ist bis auf einen konstanten Faktor die p* Potenz der 
Determinante |U| (p=1,2,---) unter folgenden Bedingungen: 
I) f(U) ist in den ‘Elementen jeder Spalte zur p*" Ordnung 

homogen ; 
Il) f(U) dndert seinen Wert nicht, wenn man ein Multiplum 
einer Spalte von U zu einer anderen fiigt. 

Die Beschrinkung der Zahl p auf positive ganzzahlige Werte ist 
nicht wesentlich; durch Bildung passender Potenzen von f(U)) beherrscht 
man dabei ohnehin alle Fille, in denen p eine rationale Zahl ist; unsere 
Betrachtungen gelten aber auch fiir irrationale Werte von p, nur miibte 
man im Falle nicht ganzzahliger Werte von p voraussetzen, dab f irgend 
wie eindeutig gemacht sei. Auch midge noch besonders betont werden, 
da8 in der Bedingung I) von f nicht gefordert wird, daB f in den Ele- 
menten einer Spalte rational ganz sein soll. 

2. Analytischer Beweis des Satzes 1. Die Higenschaften I) und II) 
lassen sich mittels des Operators 


. 


é e 
GQ) Du=%, dus, + Uy, = + stb Uy iu, (hk = 1, 2,3, +--+, m) 
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leicht in Differentialgleichungen umsetzen. Nach dem Eulerschen Theorem 
iiber homogene Funktionen ist 


(2) D,,f(U) = pf (U) (h= 1, 2,---,) 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB f(U) in den 
Elementen «,,,%,,,°°*,™,, der h*" Spalte von U zur Ordnung p homogen 
ist; in meinem Aufsatze ,,Von den Differentialgleichungen der projektiven 
Invarianten“, S. 462—489 dieses Bandes, habe ich ferner bewiesen, daB eine 
Funktion ® der  Variabeln v,, v,, ---, v, dann und nur dann fiir be- 


liebiges ¢ und fiir bestimmte, von den Variabeln v unabhingige Para- 
meter w der Funktionalgleichung 


(3) O(v, + tw,, v, + tw,,---, v, + tw,) = O(0,, v,---, 0,) 
gentigt, wenn die Differentialgleichung 


7 7 7 
(4) (0s aa + Me gag tot Maze) OCs) = 0 
erfiillt ist. Hiernach ist 


(5) D,,f(U) =0 (h +k) 


die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB f(U)) seinen Wert 
nicht andert, wenn man die Elemente der k*" Spalte von U um das 
t-fache der h*® Spalte vermehrt. 

Vermige der Gleichungen (2) und (5) geniigt aber die Funktion 
6 o(n) - 10 
den n’® Differentialgleichungen 


(7) D,, 0(U) =0 (h,k=1,2,---, n), 


wobei wegen (6) vorausgesetzt werden mu8, daB die Determinante U 
nicht verschwindet. Unter derselben Voraussetzung folgt aber, wenn 
man (7) bei festgehaltenem k fir h=—1,2,---,m aufstellt, sofort, daB 
einzeln 
NE. ake RR 
OU, 7 Ota, : ? Ons 


=0 


ist, d. h. die Funktion ® hiingt von den u,, gar nicht ab und stellt also 
eine Konstante dar, die man berechnen kann, indem man U etwa durch 
die ,,Einheitsmatrix“ FE ersetzt. Daher ist 
(8) f(U) = |UP - f(£), 
womit der Satz 1 bewiesen ist. 
3. Algebraischer Beweis des Satzes 1. Die Umformung der Matrix 
U=(S,, 8,,---, 8,,+- +, 8,) 





















Kriterien fiir Determinant t 493 


r 





mit den Spalten S,,S,,---,S,,---,S, in die Matrix (S,,S,,---,S,+#8,,---,8,) 
fiir h +k kann als Ergebnis der rechtsseitigen Multiplikation von U mit 
der Matrix E,,(¢) betrachtet werden, die in der h*” Zeile an der k*” Stelle 
den ,,Parameter“ ¢, in der Diagonale lauter Einsen und sonst lauter Nullen 
zu Elementen hat. Bezeichnet ferner E,(¢) die Matrix, die aus der Einheits- 
matrix E hervorgeht, indem man das h* Glied der Diagonale durch den 
»Parameter“ ¢ ersetzt, so unterscheidet sich das Produkt UE,(#) von U 
dadurch, daB die h* Spalte mit ¢ multipliziert ist. 

Daher laBt sich die Homogeneitiit von f(U) zur Ordnung p in den 
Elementen der h*” Spalte von U ausdriicken durch die Formel 
(9) f(UE,@) = #f(U), (h=1,2,--+,m), 
und die Invarianz von f(U)) gegeniiber der Vermebrung der Kk" Spalte 
um das ¢-fache der h*" durch die Formel: 
(10) f(UE ©) =f(U) (hy h—=1,2,--ym), (hd). 
Beide Formeln besagen also dasselbe wie die Forderungen I) und II). 
Nun laBt sich aber durch die »* Matrizen EF, (t), E,,(t) fiir h,k=1,2,---, 
bei passender Wahl der Parameter ¢ jede beliebige quadratische Matrix W 
von » Zeilen und Spalten multiplikativ darstellen*), und da die Deter- 
minanten 
(11) Ej) =t, |£Ey(t)|=1 
sind, so ist das Produkt der bei dieser Darstellung verwendeten Para- 
meter ¢ der Matrizen E,(t), (k= 1,2,---,) gleich der Determinante 
| W| von W. Unter den Voraussetzungen I) und II) ist daher 


(12) f(UW) =| Wr-Ff(U), 

und wenn man J mit der Einheitsmatrix EL zusammenfallen laBt, 
(13) f(W) —|We -f(E), 

also auch 

(14) f(U) = |UP - f(E), 


womit der Satz 1 abermals bewiesen ist. 


§ 2. 
Dekomposition der Matrizen. 


1. Wie ich a. a. O. von neuem gezeigt habe*), gilt der 
Satz 2. Die n(n—1) Matrizen E,,(t) (h+-k) lassen sich multipli- 
kativ zus ensetzen 





*) Einen Beweis dieses Kroneckerschen Satzes zusammen mit den wichtigsten 
Satzen aus der Lehre von der Dekomposition der Matrizen findet man in meinem 
Aufsatze iiber die Dekomposition der Matrizen in den Gott. Nachr. 1909, S. 1—23. 


J. Wevisrern. 





A) sowohl aus den 2n — 2 Matrizen 
E,,(8), E,,(s), h=2,3,---,n (System von Kronecker) 

B) als auch aus den n Matrizen 

(2) E,9(8), Exs(8),*+°; By—,a» Eqa(8) (System von Fr. Meyer) 


bei passender Wahl der Parameter s. 
Die n Matrizen E,(t) lassen sich dagegen aus einer von ihnen 
und den Matrizen A) oder B) zusammensetzen. 
Zur Darstellung der Matrix W in § 1,3 sind daher nicht alle n* Matrizen 
E,(t), E,,(0) erforderlich, und die Bedingungen I) und II) des Satzes 1, 
die nach § 1,3 durch die dortigen Formeln (9) und (10) ausgedriickt 
werden, sind somit zwar hinreichend, aber nicht notwendig; dariiber im 
nichsten Paragraphen. Vorher wollen wir die zur Darstellung von W 
ndtigen Matrizen noch weiter reduzieren. 
2. Mit V sei die Matrix bezeichnet, die in der h*" Zeile an der 
(hk + 1) Stelle das Element 1 hat, fiir h — 1, 2, ---,n, sonst Nullen, wobei 
die (w + 1)* Stelle einer Zeile mit der ersten identisch sei. 
Dann ist UV die Matrix, die aus U hervorgeht, indem man die 
Spalten S,, S,,---,S,_,, 8, im die Anordnung §8,, 8,,---, Ss, 8 


a n-1 


bringt. Nun geht U durch rechtsseitige Multiplikation mit FE, ,,,(¢) aus 
U = (S,, Sy, +--+, Sys, Say Sra -++, 8,) 





iiber in 
(3) DE, n41(8) = (Sy, 835° > +) Sys Shy Ser t tS, - > +, SQ); 
andererseits ist 
U= (S,, ‘dod S,-» S, Syn is S,), 
UV-*= (Sy, -- +, Sy 5 Seis, Srger- ss Sy), 
ors n—1,a(e) = (S,,---, S, , Siitt8,, Syys,---, 5), 

(4) UV-*E,_, ,(0V= (S,,---, Sia, 8, » Sagi ttS,, ---, 8,)5 
unter der (voriibergehenden) Annahme | U| +0 folgt aus (3) und (4): 
(5) EyawO= V-*E,_1 a) V. 
Hiernach laBt sich aus EF, ,(¢) durch das Verfahren (5) die Matrix E, s(t) 
ableiten, aus dieser FE, ,(t),---, aus E (t) endlich EZ, ,(é); so erhilt 


u—l)n 


man aber gerade das System (2), und wir haben daher bewiesen: 
Satz 3. Alle Matrizen lassen sich multiplikativ zusammensetzen 
1) aus einer der Matrizen E,(t), 
2) aus E,,(t) und 
3) der Matria V. 
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Dieser von mir auch 1. c. bewiesene Satz ist, wie Herr A. Loewy mir 
freundlichst mitteilte, seinem wesentlichen Inhalte nach schon von W. Burn- 
side ausgesprochen worden (Messenger of Math. 33, 133(1904)), indem 
Burnside zeigt, daB die Gruppe aller linearen, homogenen, ganzzahligen 
Substitutionen der Determinante + 1 durch zwei Substitutionen erzeugt 
werden kann. 


§ 3. 
Hinreichende und notwendige Kriterien. 


1. Wir kehren jetzt wieder zu der Feststellung zuriick, daB die 
Forderungen I) und II) des Satzes 1 durch die Formeln (9) und (10) des 
§ 1 ausgedriickt werden kénnen, und bringen damit den Satz 2 in Ver- 
bindung, dann folgt: 

Satz 4. Hine Funktion f(U)) der n? Elemente einer Matrix U hat 


den Wert 

f(U) = U? -f(E£), p=1,2,3,--- 
stets und nur dann, wenn f(U) in den Elementen einer Spalte 
von U zur Ordnung p homogen ist und den Funktionalgleichungen 


(1) f(UE,,©) = f(0) 
entweder in den 2n — 2 Fiillen 

(2) h,k = 1,2; 2,1; 1,3; 3,1; ---; 1,5; m, 1; 
oder in den n Fiillen 

(3) h,k=1,2; 2,3; 3,4; ---; n—1, m; n,1 
geniigt. 


Dabei bedeutet UE,,(t) die Matrix, die aus U hervorgeht, wenn man das 
t-fache der h*" Spalte zur k* fiigt. 

2. Setzt man in § 1, 3 die Matrix W gleich E,(s) E,(s)--- E,(s) W’, 
wo s=V\W|, so ist |W’|—1; daher kann W’ aus den Matrizen E,,(t) 
ohne Verwendung der F,(¢) zusammengesetzt werden. Nach § 1, (9) 
und (12) ist also 


(4) f(UE,(s) -- - E,(s) W’) = s** f(U). 
Da aber E,(s) E,(s)--- E,(s)=sE, so sagt die Gleichung 
(5) f(UE,®) -- - E,() =f(sU) — s** f(U) 


bei unbestimmtem s aus, daB f(U)) in den Elementen von U zusammen- 
genommen homogen zur Ordnung np ist, und umgekehrt fiihrt diese 
Annahme zur Gleichung (5). Ist W’ eine beliebige Matrix mit der 
Determinante 1, so ist sie durch die E,,(¢) ohne Benutzung der E,(t) 
darstellbar, und vermége § 1, (10) folgt aus (5) die Gleichung (4). Zu 
Satz 4 gehért also der 
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Zusatz zu 4. In Satz 4 kann die Forderung der Homogeneitit zur 
Ordnung p in den Elementen einer Spalte ersetet werden durch die Forderwng 
der Homogeneitiit zur Ordnung np in allen Elementen. 

3. Um auch den Satz 3 fiir unsere Zwecke nutzbar zu machen, 
haben wir zu bedenken, daB UV aus der Matrix U hervorgeht, indem 
man die letzte Spalte zur ersten macht und so alle anderen um eine 
Stelle nach rechts schiebt. Daher ist 


(6) |UV| =(—19"-"|U), 

und man wird deshalb auch von f(U) fordern: 

(7) f(UV) = (—1)*-? f(D). 

Es geniigt jedoch, wie wir zeigen wollen, zu verlangen, dab 
(8) f(UV) = of(U) 


sei, wo @ eine von den Elementen der Matrix U unabhingige Konstante 
bezeichnet. Durch wiederholte Anwendung von (8) folgt zunichst 


(9) f(UV") = @f(U), 
und da UV" mit U’ identisch ist, so ist 6* = 1, also @ eine n* Einheits- 
wurzel, die wir alsbald bestimmen werden. 


4. Um den Satz 4 anwenden zu kinnen, verlangen wir jetzt 
von f noch 


(10) f(UE,®) = # ((U), 

oder, entsprechend dem Zusatze und der Formel (5), 

(11) f(sU) = 8" f(U), 

und ferner 

(12) f(UE,3) = f(U). 

Nimmt man noch an: 

(13) f(UE,_, .0) =f (0) bei beliebigem U, 


so ist nach § 2, (5) mit Riicksicht auf (9) 
(14) f(UE, 441) = f(UV-*E,_. 4. V) = 6f(UV-*E,_, ,@) 
= 0f(UV-") = 60-'f(U) =f (0), 


womit durch vollkommene Induktion bewiesen ist, dab f der Bedingung (14) 
fiir h = 1,2,---,m gentigt. Nach Satz 4 und dem Zusatz ist daher 


(16) f(U) —\UP -f(E). 
Jetzt ist nach (6) einfach 
(16) f(UV) = (—1)*- | UP - f(#), 


also wegen (8) entweder 
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(17) 6 = (—1)"-% 
was in der Tat eine vn“ Einheitswurzel ist, oder f(U))=0, falls nimlich 
@ von (— 1)~? verschieden wire. Es folgt: 
Satz 5. Hine Funktion f(U) der n® Elemente einer Matrix U hat 
den Wert 








f(U) =|U- f(E£) p=1,2,--- 
stets und nur dann, wenn f (U) 
1) in den Elementen einer Spalte homogen zur Ordnung p, oder 
in allen Elementen homogen zur Ordnung np ist, 
2) der Bedingung 
f(UE,,@) = f(U) 
geniigt und 
3) bei zyklischer Vertauschung der Spalten sich hichstens wm einen 
Faktor 6 dndert 
f(UV) = 6f(U), 
der von den Elementen der Matrix U nicht abhiingt. 
Dieser Faktor hat den Wert 6=—(—1)"-»?, es miifte denn f(U) 
identisch verschwinden. 
Dieser Satz list in einfachster Weise die eingangs gestellte Aufgabe, eine 
Invariante oder Kovariante von Formen mit » Variabeln durch ein System 
hinreichender und notwendiger Struktureigenschaften zu charakterisieren. 


Saarbriicken, 17. Marz 1909. 
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Groups of order 3” in which every two conjugate operations 
are permutable. 


By 
W. B. Frre of Cornell University, Ithaca (U. 8. A.). 


In the Proceedings of the London Mathematical Society, volume 35 
(1902), page 28, Burnside has discussed the groups in which every two 
conjugate operations are permutable. He has shown that when the group 
is of finite order it is the direct product of groups whose orders are 
powers of primes and that if the order is yp", where p is a prime different 
from 3, the group is either abelian or metabelian.*) It is the purpose 
of this paper to show (1) that the exception in the case p=3 is one 
of fact and (2) that if p—3 the group is of class**) k, where k < 5, 
while if every operation, except identity, is of order 3, k <3. 

Except when otherwise expressly stated G will stand for a group 
of order 3" in which every two conjugate operations are permutable; 
K,(i=1,2,---) will stand for the ® commutator subgroup***) of G; 
h will stand for an invariant operation of G; where it is necessary to 
distinguish the operations of different commutator subgroups, ¢ and k 
with suitable subscripts will stand for (k — 2)** and (k — 3)" commu- 
tators respectively that are not also (k — 1)" and (k — 2)" commutators 


respectively. 


*) For the definition of a metabelian group, see Transactions of the American 
Mathematical Society, vol. 3 (1902), p. 831; or de Séguier, Eléments de la théorie des 
groupes abstraits (1904), p. 87. 

**) For the definition of the term class as used in this article see Transactions 
of the American Mathematical Society, loc. cit., p. 348; or Hilton, An Introduction 
to the Theory of Groups of Finite Order (1908), p. 167. De Séguier, loc. cit., uses 
the term spécialité. The class of a group as here defined should not be confused 
with the class of a permutation group as defined, for example, by Burnside, Theory 
of Groups of finite Order, p. 382. 

***) Transactions of the American Mathematical Society, vol. 7 (1906), p. 61. 
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§ 1. 
Preliminary Theorems. 


Suppose that G is non-abelian, but that it contains an abelian sub- 
group G, of order 3"-'. This subgroup must be invariant in G since 
we suppose that G is of order*) 3". If we denote by A, (i = 1, 2,---) 
the operations of G, and by B any operation of G that is not contained 
in G,, every operation of G is given in the scheme 

A,B (i = 1, 2,---, 3"-1;. r = 0, 1, 2), 
and if 
B'A,B=A,A,, B-'A,B= A,A, 


(A, B’)-*A,B'( A,B’) 

= B’A, BAB 

= A,B A; A>", 
since the commutators **) A,, and A,, are commutative with B by virtue 
of the hypothesis that every operation of G is commutative with all its 
conjugates (see introduction).***) Now G, is by supposition abelian and 
G is generated by G, and B. Hence the commutator Aj A>" is invariant 
in G; that is, every commutator of G is invariant in G and G is 
metabelian. +) 

Suppose now that G contains an abelian subgroup G, of order 3™-* 
but contains no such subgroup of order 3"-*. There is in G a sub- 
group G, of order 3"~-' that contains G, as an invariant subgroup. ++) 
If G, were not invariant in G there would be some operation A of G, 
and some operation B of G that is not contained in G, such that 
B-'AB= At, where ¢ is not contained in G,. If this were not the case 
B would transform G, into itself, and G, would be invariant in G 
since every operation of G, also transforms G, into itself. However ¢ 
would necessarily be in G, since the latter is invariant in G. Then G, 
and ¢ would generate G, and A would be invariant in G, since G, is 
abelian and A is commutative with ¢ by virtue of the fact that every 
operation of G is commutative with all its conjugates. Moreover G, is 
invariant in G. Therefore B must transform A into an invariant operation 
of G,. This requires that ¢ be invariant in G,, and hence that G, be 


we shall have 


*) Burnside, loc. cit., p. 65. 
**) Cf. Mathematische Annalen, vol. 48, p. 553. 
**) Because we have A>’ B-* A,= A,,B~', the operation A,B~* must be 
commutative with B~' and therefore also B must be commutative with A;.. 
+) Transactions of the American Mathematical Society, vol. 8 (1902), p. 381. 
++) Burnside, loc. cit. 


38* 
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abelian. But this is contrary to our supposition. Then G, must be 
invariant in G. 

Now let G,=(G,,C} and G={G,,B)} and denote by Ai=—1,2,: 
the operations of G,. sie’ | commutator of G must be contained in G, 
since the quotient group a. is abelian.*) If 


C-*A,C = A,A, , B'A,B=A,A,, C-' BC = BA,,, 
B'A, B = A, A, ,, 

then 
C-1A,BC = A,A, BA,, = A,BA, A, ,A,,- 


But A,B is commutative with A, A, ,A,. while A, is commutative with 
every commutator and B is commutative with A, and A,..**) There- 
fore B must be commutative with A, and A, = ‘1. This requires that 
A, be invariant in G.***) Sete, A,. mast be invariant in G since 
it is contained in G, and is commutative with both B and C 
Now every operation of G@ is given in the scheme 
A,CB (i =1,2,---,3"-*; k= 0,1, 2; 1 =O, 1, 2). 
But 
(A.C B)-* A,C’ B(A,C’ B) 

= B'C'A,C’ A,B A,'C B 

= B''A,Aj,C’ A," BA, Aj,’ B 

= A,Aj,Aj,C" Ax.'” Aj,” B’ As: Aj,’ 

= A,C’ B’ Aj, Aj, Ave" Aj." A;,", 


and the commutator Aj, Aj,A,:~‘" Aj," Aj," is invariant in G. That is, 
every commutator of G is invariant in G, and G must be metabelian. 
Hence: 

Theorem L Jf G contains an abelian subgroup of order 3"~-*, “it 
is either abelian or metabelian. 

If G is of class 3 and the commutator subgroup of G’ (the first 
cogredient}+) of G) were cyclic, G” (the second cogredient of G) would 
have just two independent generators.;+) But under these circumstances 


*) Miller, Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 4 (1897—98), 
p. 137. 


**) Since every operation is commutative with all its conjugates. 
***) A similar argument shows that A;, must be invariant in G. 
+) For this terminology see de Séguier, loc. cit., p. 87. 
+t) Transactions of the American Mathematical Society, vol. 3 (1902), p. 351. 
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an operation ¢ of G that corresponds*) to a generator of the commutator 
subgroup of G’ would be commutative with the operations of G that corre- 
spond to the two independent generators of G”. Moreover it would be 
commutative with every operation of G that corresponds to an invariant 
operation of G'**), and would therefore be invariant in G. But this 
is impossible. Hence: 

Theorem Il. If G is of class 3 the commutator subgroup of G’ 
cannot be cyclic. 

If G is of class 4 and the second commutator subgroup of G’ were 
cyclic of order 3°, let ¢ be an operation of G that corresponds to a 
generator of this second commutator subgroup of G’, and let G, be the 
subgroup of G that is formed by the operations of G that are com- 
mutative with @~*. If A were any operation of G that is not contained 
in G,, then since G’ is of class 3, A’ would either be commutative with 
every commutator of G’ or would transform some such commutator into 
itself multiplied by a power of ¢’. But in the latter case A would give 
(°-* or #~"h (where h is an invariant operation of G) as a com- 
mutator and accordingly A would be commutative with @~*. But 
this is contrary to our supposition. The alternative is that A’ be 
commutative with every commutator of G’. But since A was any 
operation of G that is not contained in G, this means that every 
operation of G’ that is not contained in G,' (the subgroup of G’ that 
corresponds to G,) would be commutative with every commutator of 
G, and this is impossible. Hence: 

Theorem Ill. If G is of class 4 the second commutator subgroup 
of G cannot be cyclic. 

Suppose now that G is any group of order p” (p a prime) and class 
k(>2), and that no subgroup of @ is of class k. Any (k —2)** com- 
mutator ¢ of G can be formed from certain k—1 operations. If - 


had k,(>k) independent generators***) and if these corresponded to the 
operations A,,A,,---,A, of G@ respectively, the / — 1 operations from 
which ¢ is formed would be contained in a certain subgroup G, of the 
form {K,,A,,A,,---,A,,} and ¢ would be invariant in G, since G, 
is of class | (<k). Moreover ¢ would also be invariant in a G, of the 


*) When we speak of the operations of G corresponding to those of G we 
assume that G@ and G’ are arranged in an (@, 1) isomorphism the a invariant 
operations of G corresponding to identity of G’ The operation of G’ that corresponds 
to the operation A of G will be denoted by A’. 

**) Transactions of the American Mathematical Society, vol. 7 (1906), p. 62 


_— M is abelian. See Miller, loc. cit. 
1 
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form {K,, A,, Ay,---,A,,2,4,,}, amd therefore invariant in G. But 
this is contrary to our hypothesis. Hence: 


Theorem IV. If G is any group of order a power of a prime and 
class k and if no subgroup of G is of class k, the quotient group + 
cannot have more than k independent generators.*) 


§ 2. 


G is of Class 3 and every Operation, except Identity, is of Order 3. 


Burnside has shown that if every operation of a group, except 
identity, is of order 3, every two conjugate operations are permutable. **) 
Hence such a group G of order 3* or 3° could not be of class 3 since 
G would contain an abelian subgroup of index***) 3* and would there- 
fore, by Theorem I, be either abelian or metabelian.+) 

If G (of class 3) were of order 3° its central}+) could not be of 
order greater than 3, since otherwise the commutator subgroup of G 
would, by Theorem II, be of order at least 34. But the commutator 
subgroup of a group of the third class is abeliany}+), and G would 
contain an abelian subgroup of index 3°. But if the central of G were 
of order 3, G would be simply isomorphic with an irreducible linear 
homogeneous group.*+) Now the maximum number of variables in an 
irreducible linear homogeneous group of order p” (p a prime) with a 


central of order p* is p * **+), and if the number of variables is less 
than this maximum number the group must contain a non-invariant 
operation that gives no invariant commutator besides identity.***+) In 
the particular case under consideration the number of variables in the 
irreducible group that is simply isomorphic with G must be less than 
the maximum since m—a is odd. Hence G would contain a non-invariant 
operation A that gives no invariant commutator besides identity. But 
*) The proof used here applies only when k > 2. But if k = 2, the theorem 
is obviously true. It should te observed that in this theorem G is not required to 
be a group in which every two conjugate operations are permutable. 
**) See Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 35 (1902), p. 28, 
or Quarterly Journal of Mathematics, vol. 33 (1901—2), p. 231. 
“*) Miller, Messenger of Mathematics, vol. £7 (i897 —98), p. 120. 
+) No group of order 3” (m< 4) can be of clas» 5. 
+t) For the definition of the term central, see de Séguier, loc. cit., p. 57. 
+++) Transactions of the American Mathemetical Society, vol. 7 (1906), p. 63. 
*+) Loe. cit., p. 65. 
**+) Loe. cit., p. 67. 
“*+) Loc. cit., vol. 8 (1907), p. 109. 
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since G is of class 3, the commutator subgroup K, must be abelan 
and A would be commutative with every operation of K,. Moreover A 
could not be contained in K, since every operation of K, that is not 
invariant in G gives an invariant commutator besides identity. Hence 
{K,, 4} would be an abelian subgroup of order at least 3‘. But this 
is impossible. Therefore G cannot be of order 3° and class 3. 


There is a G of order 3’ and class 3. It is defined as follows: 
G = {h; t, t,, ty; A, B,C}, 


where 
Vetinx_ti—t'= A= P=(*=—1; 
A-*BA=Bi,, B'CB=Ct,, C-'AC= Ab, 


AtA=th, BABet,h, C-'t,C—th; 


t, is commutative with ¢,,¢,,4, and B; 4, is commutative with ¢,, ¢,, B, 
and C; ¢, is commutative with ¢,, 4, C, and A; and h is commutative with 
all the other generators. That these relations, connecting the generators 
of G, are consistent among themselves and in fact define a group is 
shown by the existence of a certain linear homogeneous group in 3° 
variables whose generators satisfy the relations.*) It can be readily 
_ G = {h; t,, t,t; A, B,C}, 
where 
h: 2; 
t,: v= a, @=—1, 4, 7, 10, 18, 16, 19, 22, 25), 


«= wx, (j= 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 28, 26), 


=x, (i= 1— 27), @ a primitive cube root of unity; 


«,= ox, (k= 8, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27); 
t,: w= a, (§=1, 2, 8, 10, 11, 12, 19, 20, 21), 
a, = wax, (j= 4, 5, 6, 18, 14, 15, 22, 28, 24), 
z= o* 2, (k= 7, 8, 9, 16, 17, 18, 25, 26, 27); 
t,: “,=a, @=1—9), 
x; = ox; (j = 10—18), 
x, = @* x, (k = 19—27); 
A: 24 = Met MeL, Ly —=Be_ By = OA, Lig= OL, Lig = Ly, 
Leo = OX, Ly, = O'My, 


si i — , , , . , 4 
y= Te My He My Xe Lyg=A%yg Xyz KONA, yg OX, Ly5 = Uy 
, — , + 

Xyq = O%,, Ly_ = WL, 


“=2, = 64=% Vy=—z 2, = oz, 2, = oF 
4 1 3 2 6 8 18 10 14 11 15 12 
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verified from these relations that every operation, except identity, of G is 
of order 3 and every non-invariant operation gives an invariant commutator 
besides identity. 

Consider now any group G@ of order 3° and class 3 with every 
operation, except identity, of order 3. Its central must be cyclic since 
otherwise there would be a quotient group of G of order 3° and class 3. 
But we have seen that there is no such group. Every subgroup of @ 
must be of class less than 3 and therefore it follows from Theorem IV 
that the order of K, must be at least 3*. Moreover it is obvious that 
this order cannot exceed 3*, since K, is abelian. We can assume there- 
fore that 

G = {h; 4, 4,4; A, B,C}, 
A'*BA=Bt,, B'CB=Ct,, C-'AC=Ab, 
C-*t,Cmt,h, <A-'tjA=—th*?, B'tiB—t,h; 


and h is commutative with all the generators. Since, as we have seen, 


where 


B: @ =2yy % —%yy % =X, M—%, C=, %—%, = My 
Ty = Hyg Ly = yy 
Lig = Aygo Tyg Hy, Bey —Tyy Bye — By Ty — Ay y= My Typ = Aye 
Leg =X, Lz = Lye 
Bo Ty =X Lye— 1, LK Xe yt, y= Lye — a, 
Dy, = ©, Xi, = Ly 
Cz: Bt BKM Ty Lye — My B3—O%,, Tye— OX, Tip — Ty 
Hy, = O72, Leg = Oy, 
Tet, MeL, Tye Me Lyy— Ay Lip — OX, Liyp=— OX, Ly = Ly 
Hyp = OXy, Lyy = Oye 
By MKT MKT By — My C—O, Ly =O, Ly = Ly 
yy = @*2yy yg = OX yy 
Every operation of G is given in the form 
h* ti tik A BO’. 
Now 
(n° tf ef t} A* B’ 0°)? 
=—h* tid at B’ Cn dd At B’ on thd at Bo 
=tidt a eciddg a ectiddkat ec 
m titi A BR Ctida eR Cudkat ec 
=t A BOt Aa RCeA BC 
= A* BC A* BC ABC 
= A* B A® t5 ** B te A* 15 *** B Be? 
an AP* oe ne? ae MP EO gee phode Bre 
= 1. 


Hence every operation of G, except identity, is of order 3. 














Groups of order 3”, 505 


the first commutator subgroup, K,, must be abelian, and since every 
operation must be commutative with all its conjugates, ¢, must be 
commutative with A and B, ¢, with B and C, and ¢, with CO and A. 
If ¢, were commutative with C it would be invariant in G. If @ or y 
were zero, ¢, or ¢, would be invariant in G. From these relations it 
can be verified*) that 


(ABC) = A® B Ct, t,5t,2h? +4 = ¢,5t,° t,° 45 BC htt?4 = 1. 
Hence 
2+4y=a2+2y (mod.3) and «=y=—1. 
The group under consideration is therefore identical with the one already 
considered in this section. There is one, and only one, group of order 3° 
and class 3 in which every operation, except identity, is of order 3. 


§ 3. 
The Non-existence of a G of Class 4 in which every Operation, 
except Identity, is of Order 3. 


Suppose that G were of order 3” and class 4 with every operation, 
except identity, of order 3, and that there is no such group of lower 
order. This implies that the central of G is of order 3 since otherwise 
the quotient group of G with respect to the subgroup formed by certain 
invariant operations would be of class 4 with every operation, except 
identity, of order 3, and the order of every quotient group is less than the 


order of G. If the order of as were 3? we should have 


G=({K,,k, A,B), where A-'BA=Bk. 


*) (ABC)/*=ABCABCABC=ABCABACt,* BC 
=ABCA'Bt, Ct,?BC=ABA*Ct, Bt, Ct,2BC 
=A*Bt,Ct, Bt, Ct,?BC=—A* Bt,*Ct, Bt, CBt,*h?"C 
=A*Bt,?Ct, Bt, BCt, t,2h*” C= A* Bt,? Ct, B*t, Ct, t,2Ch*” 
= A® Bt,?C Bt, h®"t, Ct, t,? Ch®Y = A® B*t,*Ct,*t, t, Ct, t,2?Ch*” 
= A® B*t,*Ct,*t, t, C* t, t,*h*? == A® B* C*¢,*t,* t,t, h*t, t,* ht 
== A® B® C* ¢,*¢,°t,Ph?t $9 ox 1. 





(ABO) = ABC ABC ABC=AB ACt,? BC ABC 
=—ABAt,’BCt,CABC=ABAt,’ Bt, AC*t, BC 
=ABAt,* Bt, At, Bt,?C*= A* Bt, t,* Bt, At, Bt,* C* 
= A*t, t,2hY B*t, At, Bt,?C* = A*t, t,t, A B*t,*t, Bt? Ch? 
= A*t, t,*t, At,*t, t,? B® C*h?Y = ¢, t,*t, t,2t, t,? A® BY C* he + *Y 
= t,*t,°t,2 A* B® Chet? = 1. 
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Now k would be commutative with A and B since every operation is 
commutative with all its conjugates. Moreover since an operation of G 
that corresponds to an invariant operation of G’ is commutative with 
every commutator of G, every operation of K, would be commutative 
with k, and k would be invariant a G, in which case k would be con- 


tained in K,. Hence ns order of = could not be 3°. 


K, 


If the order of x were 3°, K, would be abelian. The following 
considerations will establish the truth of this statement: We can assume that 
Gs {hs t,&,---,t5 hy, hy,-- +, ke; A, B,C}, 
where any two of the i’s, as k, and k,, give h*(2=0,1, 2) as a com- 
mutator, since k/ and k, are commutative being operations of the com- 


mutator subgroup of G’, and G’ being of class 3. We can assume 


further that 
A-'BA=Bk, and C-'k,C=—k,t. 
CG 


If x were of order 3*, the quotient group*) es would be 


of order 3° and class 3. =~ we have seen that yaa is no such group. 
Obviously the order of 7 could not exceed 3°. If it were 3°, we 
could assume, in addition to the relations already given, that 
B'CB=Ck, C'AC=Ak,. 
If any two of these three k’s, say k, and k,, were not commutative, then 
G, =(h, t,k,, kh, A,B}, where A-'*khA=—k,t, 
would be of class 3 and order less than 3’. But there is no such group. 
Moreover K, is abelian and every operation of K, is commutative with 
every k. Hence K, must be abelian.**) 


If now K, were abelian and if we transform each side of the relation 
C-'k, C = k,t, 

by A we should get 

A-'C-!A-k,- A-'CA = C'k, k, Ck? = C-'k, C= kh, A-'6, A, 
since A and C are commutative with /, and k, respectively, and &k, is 
commutative with k,. This shows that ¢, would be commutative with A. 
A similar argument shows that it would also be commutative with B. 
This would make ¢, invariant in G. But this is impossible since ¢, is 
an arbitrary second commutator of G, and G is supposed to be of 


class 4. We conclude therefore that the order of KE could not be 3°. 

*) The subgroup (h, t,,t,,---,t,} is invariant in G since ¢, (i = 2, 3,---,r) 
corresponds to an invariant operation of G’ and therefore S~' ¢; S=t,;h* (2 =0, 1, 2), 
S being any operation of G. 


**) It follows from Theorem II that = could not be of order 3. 
2 
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Suppose then that the order of : were 3*; that is that 


G= {h; ty bay oy 5 ky, hy, a ke; A, B, C,D}, 
where 
A-*BA=Bk, and C-'kh,C=k,t,. 
The subgroup {h, ¢,,---,¢,} is invariant in G.*) Now if 
B'CB=Ck and C-'AC=Ak, 
then k, could not be contained in { K,,k,} and k, could not be contained 


in {K,, k,, ky}, since in either case the quotient group 7 S ey? 
1s 2° ° °s 


where 
G, = { Ky, ky, ky, ky; A, B,C}, 
would be of class 3 and order less than 3°. But we have seen that 
there is no such group. We shall assume then that /, is not contained 
in {K,,k,} and that k, is not contained in {K,,k,,k,}. In this case 
Ey would be of class 3 and order 3’. Then 
A-'k,A =k, t, #h* *), 
where ¢ is an operation of K, that is not contained in {h,#,}. By 
hypothesis the class of every subgroup of G is less than 4. The sub- 
group {K,, A,B,C} would then be of class 3, and therefore the ope- 
rations ¢, and ¢,h*, being second commutators of this subgroup, would 
be invariant in it. If «+0 the operation ¢, which is some operation of 
K, that is not contained in {h, ¢,}, would also be invariant in 
{K,, A, B, C}. Now 
Dt, D=tih®* and D't*D=tl, 


where «@ and § are both different from zero, since if either were zero ¢, 
or t would be invariant in G, and this is contrary to our supposition. 
If y satisfies the congruence ay + 6 =0 (mod. 3), &¢ would be invariant 
in G. But this is impossible since ¢ is not contained in {h,t,}. We 
conclude therefore that 2 must equal zero.***) 

If D-'k, D = k,t,, t, could not be contained in {h, ¢,}, for if t, were 
in {h}, the subgroup {h,¢,,4,,k,C,D}, where D-*CD=Ck, would 
be of class 3 and order less than 3’, and if 

t, = h*t’ (6B +0). 
t, would be invariant in G. If D-'*k, D=/ky,t,,t, could not be con- 


*) See foot note, p. 506. 
**) This follows from the properties of the only existing group of order 3° 
and class 3 with every operation, except identity, of order 3. See p. 503. 
**) Similar arguments show that 


Bk, B=k,t,h’® and CO 'k, C =k, t,h%. 








508 W. B. Frre. 





tained in {h,¢,,¢,}. For if t,=A*t,’t,” and if y=0, {h,t,,k,,k, A, D}, 
where D-'AD=Ak, would be of class 3 and order less than 3’. But 
there is no such group. If y+0, 6+ 0, then h*t,’ 4,’ and ¢, would both 
be commutative with D. But this would make ¢, commutative with D and 
hence invariant in G. If y+0, 6 =0, then 4 would be invariant in 
| K,, B, C, D} and in {K,, A, B, D}, since by hypothesis every sub- 
group of G is of class less than 4 and /*?,’ and ¢, are second commutators 
of these two subgroups respectively. Therefore 4, would be invariant 
in G. But this is contrary to our supposition. Hence we conclude that ¢, 
could not be contained in {h, ¢,,¢,}. In a similar way it can be seen that 
D-'k, D =k, t,, where t, could not be contained in {h, ¢,, ¢,, t,}.*) 
If 
D'*AD=Ak, and D-'*BD= Bk,, 
let 
G, = | K,, k,, k, 3 A, B, D}. 


If now k, were contained in {K,,k,} or if hk, were contained in 
G, 

(hy th, thy- tr) 

and order less than 3’. But there is no such group. We assume then 

that k, is not contained in {K,,k,} and that /, is not contained in 

{ K,, k,,k,}. Under this assumption (hy &, "ie =" would be of class 3 

and order 3’. Then we should have from the properties of the only 


» 


{| Ky, k,, k,}, the quotient group would be of class 3 


*) Suppose D~'k, D=k,t,, where t, = h* tt é. 


I y=0, @=0. {h, t,,k,k, B, D}, where D-' BD= Bk, would be of 
order less than 3’ and class 3. Impossible. 


Ul. p=—y=—0+d. t, would be invariant in {K,, A, C, D} and also in 
{| K,, B,C, D}. Therefore invariant in G. 
Il. p=d=0+y. t, would be invariant in {K,, A, C, D} and also in 


|K,, A, B, D}. Therefore invariant in G. 


IV. B=0, y+0, 8+0. ¢{t2 would be invariant in {K,,.A,C,D}. Also t, would 
be invariant in {K,,A, B,D}. Therefore t, would be 
commutative with A. Moreover t, would be invariant in 
{K,, B, C, D} and therefore invariant in G. 

V. @+0, 7=0, d+0. #37 t) would be invariant in {K,,A,C,D)}. But t, is 
commutative D. Therefore t, would be commutative with 
D and invariant in G. 


VI. B+0, y+0, d=0. Similar conclusion since #7 t{ and t, would both be com- 
mutative with D. 


VIl. B+0, y+0, d+0. Similar conclusion since #7 tf #, t,, and t, would be com- 
mutative with D. : 
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existing group of class 3 and order 3‘ with every operation, except 
identity, of order 3 the relation 

B-'k, B= k,t, h.*) 
But B is commutative with k,, and k,, since every operation of G is 
commutative with all its conjugates; and 

B-'k, B = k, t, h».**) 
Hence k, could not be contained in {K,,k,,k,,k,}. Similarly it could 
be shown that k, could not be contained in {K,,k,,k,,k,,k,}. It can 
also be shown that D-'CD=Ck,, where k, could not be contained in 
{ Key, hy, hg, hg, big, his } 

If therefore a G exists with the properties under consideration the 

following relations must hold among its generators: 


A-1BA=—Bk,, B'CB=Ck, C-'AC=Ak,, D-'AD= Ak, 
D-'BD-== Bk, D-'CD=Ck,, C-*k,C=kt,, D-kD=k,t,, 
D-'k, D= k,t,, D-'k,D=k,t,, B-'k, B= kth», A-'k, A = kyt,h*, 
B-'k, B=kgt,h’s, A-1k, A =Kgt,h*, A-*k, A= kt,h®, Bok, B= kth, 
. 
C-1k, C =k,t,h*, C-*k, C = kt, h®; 
A is commutative with k,, k, and k,; B commutative with k,, k, and k,; 
C commutative with k,, k, and k,; D commutative with k,, k, and k,; 
h is commutative with every generator of the group; and ¢,(i = 1, 2,3, 4) 
is transformed by any generator into ¢,h*(# = 0, 1, 2); 
V=tiaki=— A= B= C= P= 1,.**) 
But from these relations we get 


(ABCD) =ABCDABCDABCD 
= ABCAk2 Bk,? Ck? D? ABCD 
= ABCAk; Bk,? Ck? Ak, Bk, Ck, 
= ABAKk,*k2 t, Bk, k,? t, C?-k,? Ak, Bk, Ck, 
= ABAK,P*k? t, Bk, ky? tk? Ak, kt, Bh? k, t, ky 
= APhy hig? t, ki? ty t, BP hey keg? t, hig? A ley ky t, Big? leg ty keg 
— AP hi, lig? t Wig? ty ty log Keg” by Keg? ty? A i? hig t, Keg ty thy” hy ty Ig 
— Key Weg? ty Hig? by ty Tig t Wig? ty” ty Weg? t? ty? Key? Tig t Keg ty b lg” lig ty leg 
= t, t,t, + 1. 


*) Cf. the argument given p. 507, to prove that Ak, A =k, t, t7h®. 
**) See foot note, p. 507. 
“*) The proofs for all of the relations given here have not been exhibited in 
detail, but the general plan of the proofs has been sufficiently indicated. 
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In this computation the powers of h have been neglected, since they 
could have no effect on the final conclusion. The product h*t, t,t, could 
not be identity, whatever the value of x The order of therefore 
could not be 3+. . 

But it follows from Theorem IV that the order of M4 could not 
exceed 3*, Therefore there is no group of class 4 with all its operations, 
except identity, of order 3, and if there is no such group of class 4, 
there can be none of class k, where k > 4, since the (k — 4)™ cogredient 
of such a group would be of class 4 and would have all its operations, 
except identity, of order 3. This completes the proof of the following 

Theorem V. A group of finite order with all its operations, except 
identity, of order 3 is of class k, where k <3. 


§ 4. 


The Class of a Group in which every two conjugate Operations 
are permutable. 


If every two conjugate Sperations of G are permutable, every second 
commutator is of order 3.*) Hence the cube of every operation of the 
group can. give only invariant commutators**) and is contained in H, (the 
subgroup composed of those operations of G that correspond to the 
invariant operations of G’). Every operation, except identity, of — is 
therefore of order 3, and this quotient group is of class k,, where 
k, <3. But k=k, +2, where k is the class of G. Hence***): 

Theorem VI. Jf every two conjugate operations of a group of finite 
order are permutable, the group is of class k, where k < 5. 


Ithaca, N.Y., October 1908. 


*) Burnside, Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 385 
(1902), p. 31. 
**) Cf. the remark of Burnside, loc. cit., last sentence of § 1. 


***) In formulating this conclusion Burnside’s results, loc. cit., are taken into 
consideration. 
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Resolvente einer quadratischen Form und Auflésung linearer 
Gleichungen von unendlich vielen Variabeln. 


Von 


Micnet PLANCHEREL in Gittingen. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit hat Herr Erhard Schmidt*) 
eine Theorie der Auflésung linearer Gleichungen von unendlich vielen 
Variabeln gegeben. In dieser Note will ich zeigen, dab einige der fiir die 
Theorie der linearen Integralgleichung (zweiter Art) mit symmetrischem 
Kerne wichtigen Resultate dieser Arbeit sich durch eine geringe Er- 
weiterung der Hilbertschen Theorie**) der quadratischen Formen von 
unendlich vielen Variabeln ableiten lassen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die quadratische Form 


(1) K(, 2) = > ke: LyX, ky. =k,.;p,q=1, 2,-+,00) 
PP»? 
unter folgenden Voraussetzungen: 


1) > Bs konvergiert fir g = 1, 2, 3,-- 
p= 


2) Die Verdichtungsstellen der Eigenwerte der sukzessiven Abschnitte 


K, (a,x) = [K(2,2)], -> au, 2, (n=1,2,---] 


Pa Pa 
bedecken nicht die ganze Achse der reellen i. 


Es existiert also ein Wert 4 = «a, in dessen Umgebung kein Eigenwert 
von K, (a, ) mehr liegt, wenn » eine gewisse Grenze tiberschreitet. 


” Erhard Schmidt, Uber die Aufldsung linearer Gleichungen von unend- 
lich vielen Variabeln, Rend. Palermo, 1908. 

**) Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei- 
chungen, vierte Mitteilung, Gétt. Nachrichten, 1906. Fiir die hier gebrauchten 
Bezeichnungen verweise ich auf diese Abhandlung. 
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Wir beweisen nun, daB die quadratische Form K(z, x) eine eindeutige 
Resolvente besitzt, und da die linearen Gleichungen 


(2) “ adh 0% (p=1,2,--) 


wo > endlich ist, eine und nur eine Lésung 2, (p=1,2,---) von 


houvergenter Quadratsumme besitzen, wenn 4 dem Spektrum der Form 
K(a, x) nicht angehért, und endlich, daB die entsprechenden homogenen 
Gleichungen nicht identisch verschwindende Lésungen besitzen, wenn 4 
dem Punktspektrum angehért. 


Wir bezeichnen durch K,(4; z,y) die Resolvente von K,(z,y). Es 
besteht folgende Identitat: 
(3) K, (A; 2, y) — (a, y), = AK, (a, -)K, (a; + y)- 
Gem&B der Voraussetzung 2) laBt sich zeigen, daB man aus der Reihe 

K, (4; 2, 2) (w=1,2,3,---) der sukzessiven Resolventen eine Reihe 
Kn, (4; 2, 2), Km,(45 2, 2), -- + Km, (4; 2%, 2),--> 
(m, <m,<---<m,<+-- ad inf.) 

herausgreifen kann, derart, dab 


(4) L Km,(4; 2, 2) = K(A; 2, 2) 
h=nx 


existiert, eine beschrinkte Form in «x darstellt und regulir-analytisch in 
der ganzen komplexen A-Ebene ist, ausgenommen auf einer abgeschlossenen 
Punktmenge (Spektrum) der reellen 4-Achse. Nach 2) ist ersichtlich, daB 


der Wert 4=« und seine Umgebung dem Spektrum nicht angehéren.*) 
Setzen wir nun, 


Km, (45 £,y) -> Koo py) K(4; ay) = -S'k,,2 p@ > 


Pd 
so wird nach (3) 


[Km, (4; 2, 9), — (2) Yn >> nak er ZpY, = (w<m,). 


SG eS 


Der Umstand, daB nach der Voraussetzung 1) yi, x, eine stetige lineare 
Form ist, rechtfertigt die Gleichung**) a 


*) Hilbert, loc. cit., pag 168—183. Es geniigt in den Entwicklungen der 
Seite 183 den Wert « der Voraussetzung 2) gemi8 zu wiihlen. 
“*) Hilbert, loc. cit., fiinfte Mitteilung, pag. 441. 


















Unendlich viele Variabele. 


*) 2 > 
> i or K,., k. pr? 


r=1 
weil ja nach (4) 


*, 


2 KY _ Ks Ps (k®)? < M 
“ r=1 


ist. Beim Grenziibergang h = co bekommen wir also 


[K(a; 2, y)],— (2, ina = K, hp, 


PQ r= 


Diese piedeaiiinaibibaia zeigt, daB die quadratische Form von unend- 
lich vielen Variabeln 


H(z, y) = >(>«. k,, | TY, 


rai 
beschrdnkt ist, und daB 


(5) K(A; 2, y) — (a, y) = AH (a, y) 
ist. Bedeutet nun z, den Koeffizienten von y, in K(A; 2, y), also 


~ 
*» -> Ky. Yq» 
q=1 


so folgt aus (5) durch Vergleichung der Koeffizienten von y, 


& AD bys 4,= Vp (p= 1,2,---); 
d. h. da >4 konvergiert : 


P 
Fiir irgend einen Wert von 2, der nicht dem Spektrum angehirt, be- 
sitzen die linearen Gleichungen (2) eine durch die Koeffizienten z, von y, 
in K(A; x, y) gegebene Lisung von konvergenter Quadratsumme. 
Diese Lésung ist die einzige Lisung von konvergenter Quadratsumme. 
Angenommen etwa, 7,, 2,,--- sei eine zweite Lésung von konvergenter 
Quadratsumme, also 


=y 
z,-4> k,, 2, = Yps (p=1,2,---). 
r=1 


Sind dann u,, u,--- reelle Zahlen von konvergenter Quadratsumme, so 
kénnen wir das Gleichungssystem in die in wu identische Beziehung 


= i>> ky, U,Z, = (y —Z, &) 


p2zir=1 
zusammenfassen. Falten wir diese lineare Form in u mit K(A; u,v), wo 


Mathematische Annalen. LXVIL. 34 
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die v irgend eine reelle Zahlenfolge von konvergenter Quadratsumme be- 
deuten, so entsteht 

H(z, v) = K(a; y—Z, 0). 
Durch Einsetzung von y =v, 2=7 in (5) und Vergleich mit der letzten 
Gleichung bekommen wir 


(Z, v) ™ K(A; Z, v) + K(A; y—Z, v) 
= K(A; y, 2). 


Diese Identitét in v zeigt, dab Z, gleich dem Koeffizienten von v, in 
K(A; y, v) ist, d. h. gleich der Lisung z, des Systems (2). 

Aus diesem Resultate folgt nun auch leicht die Eindeutigkeit der 
Resolvente K(A; z, y), d. h. ihre Unabhingigkeit von der zum Grenzpro- 
zesse benutzten Zahlenfolge m,. 

Die Gleichung (5) zeigt noch, daB die (2) entsprechenden homogenen 
Gleichungen fir einen Wert 4, der dem Spektrum nicht angehért, keine 
Lésung von konvergenter Quadratsumme besitzen (auBer der identisch 
verschwindenden); dagegen lassen sich alle Resultate der Hilbertschen 
Note, die das Punktspektrum betreffen, sofort auf diesen Fall ausdehnen; 
insbesondere haben immer die homogenen Gleichungen 


nicht identisch verschwindende Lésungen von konvergenter Quadratsumme 
fiir die Werte 1 = 1,, 4,,4,,--- des Punktspektrums.*) 


*) Diese Tatsache folgt einfach aus dem Umstande, daB die Resultate p. 191 u. ff. 
aus Hilberts vierter Mitteilung in unserem Falle erhalten bleiben. 
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Uber singulare Integralgleichungen. 
Von 
Micuet PLaNncHereEL in Gottingen. 


Hilfssatz. Zwei Funktionen, die dieselben Fourierkoeffizienten in bezug 
auf das vollstéindige Orthogonalsystem 
sin 8, sin 2s, sin 3s,--- 
fiir das Intervall (0, x) besitzen, sind identisch, ausgenommen hichstens fiir 
Punkte einer Menge vom Mafe 0 in s.*) 
Der Beweis dieses Hilfssatzes ist sehr einfach. Ich bemerke nur, dab 
die betreffenden Funktionen nicht notwendig integrierbar sind; es gentigt, dab 


St sin ns ds, (n =1,2,--+) 
0 


existiert. 
Wir betrachten jetzt die Integralgleichung 


f(s) = 9(8) — 4, / K(s, #) p(t) at 
0 
unter folgenden Voraussetzungen: 
1) f(s) ist integrierbar und von integrierbarem Quadrate in (0, 2). 
2) K(s, t) ist symmetrisch in s,t und stetig im Bereiche (0 < <7), 


ausgenommen in einer endlichen Anzahl von Linien und Punkten, wo K 
Singularitaéten besitzt derart, dab 


fas (Ke t) sin pt| at) 
existiert. : : 


3) Als Lésungen g(s) sind nur quadratisch integrierbare Funktionen 


zugelassen. 


*) Hier, wie im folgenden, sind die Integrale im Lebesgueschen Sinne ge- 
nommen. Die Funktionen sind im Intervalle (0,2) definiert. 


34* 
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Aus 2) entnehmen wir, da8 zum Ubergang zur quadratischen Form 
von unendlich vielen Variabeln 


: 7.3 9 es 
= sins, = sin 2s,---, Y — sim ps, --- 


als vollstiindiges normiertes Orthogonalsystem genommen werden kann. 
Wir setzen 


nm nm 
K,(s) = V/= J K(s,t)sinptdt, k,,—k,,—V/~ J k,(s) sin qs ds, 


K(2z, 2) = > hk, XpZ-- 
P,@ 


Jetzt machen wir die weitere Voraussetzung 
4) Das Spektrum der Form K(x, x) bedeckt nicht die ganze reelle 


4-Achse. Da nun nach 2) >’ kK, (p=1,2,---) konvergiert, besitzt K(z, x) 


q=1 
eine eindeutige Resolvente und die linearen Gleichungen 


(a) — i> ky, %, =f, (p = 1,2,---) 
q=1 


besitzen fiir jedes Wertsystem f, von konvergenter Quadratsumme eine 
und nur eine Lésung von konvergenter Quadratsumme, wenn 4 dem 
Spektrum nicht angehért. *) 


Setzen wir insbesondere 


» 2 . 
,-V2 fro sin ps ds (p=1,2,---), 
0 


und nehmen wir an, 4 gehére nicht zum Spektrum. Es seien dann 
@,, %,-~+ die daraus entspringenden Lésungen von (a). Nach dem Riesz- 
Fischerschen Satze**) existiert also eine und nur eine quadratische inte- 
grierbare Funktion g(s), die den Relationen 


«= V2 fo) sin ps ds, (p =1,2,---) 
0 


geniigt. Es soll gezeigt werden, dab g(s) die einzige Liswng unserer 
Integralgleichung ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir das Integral 
{ {Kis t) p(t) sin ps ds at. 
oe o 6 
*) Siehe den vorangehenden Artikel. 


**) Riesz, Comptes Rendus, Bd. 144, 1907, p. 615; Fischer, Comptes Rendus, 
Bd. 144, 1907, p. 1022. 
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Setzen wir 


K,(t) = {| K(s, ¢) sin ps| ds, 


so ist nach 2) K,(¢) quadratisch integrierbar, so da aus 


( fat {| K(s, t) p(t) sin ps| ds)* < [ (pdt [(K,m)Pat 
0 0 0 0 


die Existenz des Integrales 


a 


fat {| K(s, t) p(t) sin ps| ds 


0 


folgt. Nach einem Satz von Fubini*) existiert folglich das Doppel- 
integral 


| [KG t) p(t) sin ps ds dt 
00 


und es ist gestattet, die Integrationsfolge zu vertauschen; also ist 


fat {K(s, t) p(t) sin ps ds = fas [K(s, t) p(t) sin ps dt. 
v 6 6 6 
= / = Jk, (t) p(é) at 
Viste ? 
=V% > akp, 


q=1 
wie sich durch Anwendung der Vollstiindigkeitsrelation ergibt. Aus den 
Gleichungen 


=. 
> a> kg % = fy 


q=1 
folgt also, dab — 1 J K(s, t) p(t) dt und f(s)— g(s) dieselben Fourier- 
0 
koeffizienten in bezug auf sin ps besitzen. Nach dem Hilfssatze ist also*™) 


f(s) = 9(8) — 1 [K(, t) p(t) dt. 


*) Lebesgue, Annali di Matematica (1902), pag. 276 u. ff.; Fubini, Rend. 
Lincei (1907), pag. 608. 

**) Die Beschrinkung, daS K(s, t) nur eine endliche Anzahl singuliirer Punkte 
und Linien besitzt, ist tiberfliissig. Ferner l48t sich, wie ich in einer spiteren Arbeit 
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Umgekehrt laBt sich zeigen, daB jede Lisung dieser Integralgleichung 
Fourierkoeffizienten «,, «,,--- besitzt, die den linearen Gleichungen (a) 
gentigen. Also besitzt fiir einen Wert 4, der dem Spektrum der Form 
K(a, 2) nicht angehért, die Integralgleichung (1) eine einzige Lésung (s). 

Besitzt das Spektrum von K(z, x) ein Punktspektrum, so zeigt man 
in derselben Weise, daB fiir Werte 1 dieses Punktspektrums die Glei- 
chung (1) im allgemeinen keine Lésung hat, dagegen die homogene 
Gleichung 


(8) — 4, K(s, t) p(t) dt = 0 


eine endliche oder abzihlbar unendliche Anzahl linear unabhiangiger, nicht 
identisch verschwindender Lésungen besitzt. 

zeigen werde, ein dem Hilfssatz analoger Satz fiir eine ganze Klasse von Orthogonal- 
systemen aufstellen (siehe iibrigens H. Weyl, Singulire Integralgleichungen, Math. 
Ann. Bd. 66, pag. 278 ff. und pag. 285, FuBnote), sodaB symmetrische Kerne mit be- 
liebig hohen Singularitiiten der Theorie zuginglich werden. 
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Integraldarstellungen willkirlicher Funktionen. 
Von 


Micnet PLANCHEREL in Géttingen. 


Die folgende Arbeit kniipft an Hilb ,,Integraldarstellungen willkiir- 
licher Funktionen**) an und sucht die dabei im Kapitel II gegebenen 
Darstellungen durch die Eigenfunktionen einer Differentialgleichung 2. Ord- 
nung mit einer gewdhnlichen singuliiren Stelle am Ende des Intervalles 
unter weniger beschriinkten Voraussetzungen als giiltig zu erweisen. Es 
wird dazu geniigen, einen Satz tiber gleichmaBig konvergente Integral- 
darstellungen aufzustellen und die Methode heranzuziehen, die Kneser*) 
auf die Entwickelungen nach Sturm-Liouvilleschen Reihen angewendet hat. 


§ 1. 
Die Resultate von Hilb. 
Hilb betrachtet die Differentialgleichung 


(1) L(u) =f. (s - 4 in) — 90) ote 


wo g(s), h(s) analytische Funktionen von s sind, die in einem Intervall 
(0, 1) mit EinschluB der Grenzen den Charakter ganzer Funktionen haben. 
Ferner sollen g(s) und h(s) fiir reelle Werte von s reell und im Intervalle 
(0,1) h(s) gréBer als eine Konstante a>0O sein. Er nimmt weiter an, 
was eventuell durch Ersetzung von 4 durch 4+ 4, méglich ist, 
g(s)>1, OSsS1); hO)=—1 
und setzt 
9(9) = I. 
a m sei die Anzahl der Nullstellen (0 << s< 1) der in s = 0 endlichen 
Lésung dieser Differentialgleichung fiir 4=—g, ,(t) (¢=1,2,---, m) 
*) E. Hilb, Integraldarstellungen willkiirlicher Funktionen, Math. Annalen, Bd. 66. 
**) A. Kneser, Beitrige zur Theorie der Sturm-Liouvilleschen Darstellung will- 
kiirlicher Funktionen, Math. Annalen Bd. 60, 1905. Siehe auch Bd. 58, 1904. 
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die normierten m Eigenfunktionen, von (1), die in s=0 und s=1 ver- 
schwinden und fir die 


1 1 
a is d 
{eon t=1, frovoaot=o 
n) 0 
gilt. 
u(4, 8) bezeichnet eine Lésung von (1), die den Randbedingungen 
dua, 
u(a, 1) = 0, (es. *) =--Vi-% 
geniigt. Sind dann 
U,(4, 8) = cos (VA — |, |log s|) + s B,(A, 8), 
U,(4, s) = sin(V¥4—1, |logs|) + s 8, (A, s) 
zwei Fundamentallésungen der Differentialgleichung, so ist 
u(a, s) = U,(a, 1) Uy(a, s) — U,(a, 1) U,(a, 8). 
Bezeichnet G(s,¢) die Greensche Funktion des Differentialausdruckes 
L(u) fir die Randbedingungen 
(3) G(0,t)=90, G(1,t)=9, 
so stellt 


(2) 


K(s, t) = G(s, t) yan 


einen beschréinkten abgeschlossenen Kern vor. Die Integralgleichung 





1 
p(s) =A [Kis, t) p(t) dt 
0 


hat fir 0<i<g, m normierte Lésungen @g,(s) = ¥,(s) und fiir 


Vh@) 
Vs 
4> gp eine im Intervalle (0,1) nicht quadratisch integrierbare Lisung 
_ mths) Vn) 

Vi-g VUG,1°+ 0,0," Vs 
die sogenannte Spektralfunktion*) des Kernes K(s,¢). Das Spektrum der 
zu K(s,¢) gehérigen quadratischen Form von unendlich vielen Variabeln 
besteht also aus m Punkten zwischen 0 und g, (Punktspektrum) und aus 
der Strecke g, co (Streckenspektrum). 

Hilb leitet dann folgenden Entwickelungssatz ab**): 





*) Siehe H. Wey], Singuliire Integralgleichungen mit besonderer Beriicksichtigung 
des Fourierschen Integraltheorems, Inaug.-Dissertation, Gittingen, 1908; Singuliire 
Integralgleichungen, Math. Annalen Bd. 66, 1908. 

**) Siehe auch H. Wey], Uber gewdhnliche Differentialgleichungen usw., Gittinger 
Nachr. 1909. 














Integraldarstellungen willkirlicher Funktionen. 


Jede in der Form 


fh (8) -f K(s, t) y(t) at 


darstellbare Funktion — unter y(¢) eine stetige in 0 und 1 verschwindende 
Funktion, die eine erste den Dirichletschen Bedingungen gentigende Ab- 
leitung besitzt, verstanden — gestattet die nach 2 absolut und gleich- 
maBig konvergente ne 


iis) he 
f(s) = De: ® $s) f fi) RO at 
1 
rs fe u(, ) VA) (_ f£Oud, OVO at 
vVi-w U,G,1)* + 0,0, 1)" ye’ 
Setzt man 


V8 f, 9) Al 
(a) pte) — Veo - Ve g/ K(s,1) y( at, 


so erhalt man 


6 f-> J i BAH Mt - ws) 


i=1 


f() uG, t) hit) 
v ff a fo TG,+U,G,1 + 
Die fiir f(s) gestellte eee. deckt sich mit der folgenden: f(s) ver- 
schwindet in s = — s=1 und —_— der Differentialgleichung 


VO = Ht GO-TO 


Das Ziel dieser pet ist, zu zeigen, daB diese Entwickelung noch 
giiltig ist, wenn f(s) eine stetige Funktion von beschriinkter Schwankung 


ist, fiir welche 1 
f(1) =0, J? dt 


endlich ist und daB iiberhaupt diese Entwickelung in demselben Umfange 
Giiltigkeit besitzt wie das gewéhnliche Fouriersche Integraltheorem, solange 
nur f(s) der Bedingung der beschriinkten Schwankung in der Nihe der 
Stelle s = 0 unterworfen bleibt. 


§ 2. 
Transformation der Gleichung (1). 


Es ist fir unseren Zweck vorteilhaft, die Gleichung (1) in eine ein- 
fachere iiberzufiihren. Die dann gewonnenen Resultate lassen sich un- 
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mittelbar auf die urspriingliche Gleichung bezw. auf die urspriinglichen 


Integraldarstellungen tibertragen. 
Die Transformation s = e~* fiihrt die Gleichung (1) auf eine Gleichung 


des Typus 
oi + (—g*(a) + Aha) u = 0 


zuriick. Die bekannte Liouvillesche Transformation 


t= vie) dz, v= Vi* (x) 
0 


verwandelt die letzte Gleichung in eine Differentialgleichung der Form 
d*v 
Setzen wir in dieser letzteren wieder s=e~*, so kommt endlich eine 
Gleichung vom Typus 
2 djd i—U(s 
(6) ds (s as) +=" u=0, 
die den Vorzug hat, daB der Koeffizient von 1 eine Konstante ist. Durch 
Abinderung von 4 kénnen wir annehmen, dab 
U(s)>1 
ist fir OS s<1. 

Zu bemerken ist noch, daB /(s) wieder eine analytische Funktion 
von s mit dem Charakter einer ganzen Funktion in (0,1) ist, und daB 
die homogenen Randbedingungen der Greenschen Funktion wiahrend der 
sukzessiven Transformationen unverandert geblieben sind. 

Die Gleichung (6) soll den folgenden Betrachtungen zugrunde gelegt 
werden. Wir setzen der Einfachheit wegen voraus, dab m= 0 ist, d. h., 
daB es keine Eigenfunktion der Gleichung (6) gibt fiir 4<1(0). Der Ent- 
wickelungssatz (4) nimmt dann die Form*) 


~ 1 
ie di us) f° u(t, t) dt 
(4s) A@) = Sats Vs fro OG, + U,0,1)" ye 
1(0) 0 


an und ebenso wird 
oo 1 
2 ae di _ fu@,b dt 
(5a) f(s) 4 F 1(0) u(A, \f U,(, 1)?+ U; (a, 1)? t ’ 
10) ) 


wenn f(s) = Vsf,(s) ist. Die Spektralfunktion ist also hier 





Ren aus wa, 8) a 
Vi—1@) Vs VU,@,1)* + 00,1 
*) Die Integrale sind in dieser Arbeit im Lebesgueschen Sinne genommen. 
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§ 3. 
Verhalten der Funktionen w (A, s). 

Wegen der grundlegenden Rolle der Spektralfunktion ist es nétig, 
das Verhalten ihrer verschiedenen Elemente niaher zu betrachten. Wir 
beginnen mit der Untersuchung von u(A, s). ' 

Die Differentialgleichung (6) hat im Punkte s=0 eine singulire 
Stelle der Bestimmtheit, besitzt also in seiner Umgebung zwei Fundamental- 
lésungen der Form 

ug(s)—= 8" Th (8), (8) = 8 Ts). 

1, bedeutet hier den Wert /(0) von /(s) fiir s=0. TI,(s) und TI,(s) 
sind, wenn 4>/J, ist, analytische Funktionen von s und 4 mit dem 
Charakter ganzer Funktionen in s und 4 in den Intervallen O<s<1, 
,si<o. 
Aus diesen Fundamentallésungen entstehen die zwei anderen 

Uy(4,8) = cos(Vi—| |log s|) +8 B,(4,8), 

U,(4,8) = sin(V4 —1, \log s|) +s B, (4,8), 
wo wiederum §, und 8, zwei analytische Funktionen von s und 4 sind, 
die in den Intervallen O<s<1, l<4< co den Charakter ganzer 
Funktionen haben. 


Da u(d, s), seiner Definition nach, eine Lésung der Differential- 
gleichung (6) ist, die den Randbedingungen (2) geniigt, findet man (s. § 1) 
(8) u(4, 8) = U,(a, 1) Uy(4, 8) — Up(4, 1) U,(4, 8). 

Andererseits, wenn u = u(s) irgend eine Lésung von (6) ist, so gelten 
die Identititen 


4 (sin (Vi—1, |logs|) s + Vil, u cos (V4 — |, |log s|)) 
— wh,(s) sin (V4—hllogss|), 
+ (cos(Va — » |log s|) s = — Vi—l, u sin(V4—I, |log s|)) 
— ul, (8) cos (Va — ollog s|), 
I(s) =1, + sl,(s) 


definiert, also eine in dem Intervalle (0,1) analytische Funktion mit 


dem Charakter einer ganzen Funktion ist. Durch Integration, Bestimmung 


der Integrationskonstanten mittels (2) und Elimination von = folgt 


ds 
(9) u(d, 8) = sin (V4 —1,) |logs|) 


+ af &© mG, 8) sim (VERT log.) at. 


(7) 


in welchen 1,(s) durch 
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Es ist zu bemerken, daB in der Umgebung 4=1, der Ausdruck rechts 


Ving, J 2(@) «(8 sin (VAT, log 5) a 


beschrinkt bleibt, da nach der Gleichung (8) u(A,s) in dieser Umgebung 
endlich bleibt. Ist ferner @ das Maximum von w(d,s) im Intervalle 
(0,1), so zeigt die Gleichung (9), dab 


@a<1+ 


1 (&)| dé (4 >|) 





ist, oder auch, wenn ZL, das Maximum von /,(s) im Intervalle (0, 1) 
bedeutet, 


L, 
Bfie+-— 
77) i 
a (1- L, )<1 
yi-l 
Ist also 1- ; ->0O, was fir 4>1,+ L,? der Fall ist, so be- 
kommen wir ' 
1 
s<— ——- 
a i OF 4>i,+ L? 
Vi-—l, 


Uberschreitet also 4 eine feste Zahl l, + L,?, so bleibt @ endlich, d. h. 
fir 4>1,+ L,? ist u(A, s) eine beschrinkte Funktion von s und 4. Da 
andererseits, wenn 4</,+ L,? ist, u(A,s) ebenfalls nach (7) beschriinkt 
bleibt, so sehen wir, daB es eine endliche konstante GréBe Q gibt, sodaB 

u(a,s)|<Q, fir 14>], O<s<l 
ist. Die Formel (9) zeigt uns noch, dab, fiir groBe Werte von 4, u(A, s) 
annahernd durch 

sin (V4 — |, |log s| ) 

dargestellt ist. Ferner ist es leicht, durch Einfiihrung des Ausdruckes (9) 
einzusehen, daB das Integral 


R(s, 4) = f 1, (&) u(2, &) sin (Va — 1, log *) ae 
die Form ; 


cos (V4 — 1, log s|) [o (s, 4) + —— 46, se3 | 


+ sin (V2 — flog s|) | »(s, +7 " #3] 
hat. Hier ist 
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(8,4) —— ft, © sin’ (V2 — | |log &|) dk, 


y(s,4)— J, (8) cos*(V2 — i |log &|) dé, 


und 6(s,4), 7(s, 4) sind beschrinkte Funktionen von s und 2. 


§ 4. 
Limes von U, (4, 1)? + U,(4, 1)? fiir 4=0o. 


Dieser Ausdruck — oder vielmehr seine positive Quadratwurzel — 
erscheint im Nenner der Spektralfunktion. Es ist also fiir das folgende 
wichtig festzustellen, daB er immer von 0 verschieden ist und, da er 
eine von © verschiedene untere Grenze besitzt, wenn 4 unendlich groB wird. 
Wir beweisen in der Tat, daB 


(10) J (U,(a, 1)? + U,a, b*) = 1 
ist. Aus (7) und (8) leitet man leicht die Formel 


1 
1 ['¥@, 8° 
L vga J ~  * > (U, (4, 1)? + U,(, *) 


x 


ab. Setzen wir nun in dieser Formel den Ausdruck (9) fiir w(4,§) ein, 
so folgt 


u(a, &)* wm log &| ) 1 
fem dé -f d& + v= — the 8). 


x 


R'(s,4) ist eine Abkiirzung fiir 


1 
R& 2) a llog &| ) J REM aE 
2 f2 dé + 4 E 


Durch Einfithrung der fiir R(s, 4) am Ende des letzten Paragraphen 
gefundenen Abschitzung wird 


i 1 
LL Vix Toes, F(6, 4) = 0, 
sodaB 


1 
w(a, &)* 9 _s sin* (Yi —/, |log |) 
zs =e * sa - =o - Teeat J g a 


1 


2 
folgt, und damit ist der Beweis beendet. 


{ 
| 
} 
| 
| 
{ 
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§ 5. 
Hilfssitze aus der Theorie der Integralgleichungen. *) 


Jetzt wollen wir, gestiitzt auf die Theorie der Integralgleichungen, 
einige Siatze ableiten, die uns in Stand setzen werden, die Hilbsche Dar- 
stellung willkiirlicher Funktionen unter weniger beschriinkten Annahmen 
zu beweisen. 

Bei dem Beweise dieser Hilfssiitze werden wir in engem AnschluB 
an die Eigenschaften des fiir die Hilbsche Darstellung grundlegenden 
Kernes en gewisse Voraussetzungen iiber die Stetigkeit des Kernes, 

8 
der Spektralfunktion, und iiber die Existenz gewisser Integrale machen, 
welche fir die Richtigkeit dieser Sitze tibrigens nicht notwendig und 


leicht entbehrlich sind. 

Es sei also K(s,¢) ein in dem endlichen Bereiche a < - <b defi- 
nierter abgeschlossener symmetrischer Kern, der folgenden Bedingungen 
geniigt: 

1) K(s,¢) ist tiberall im Bereiche stetig, ausgenommen im Punkte 
s=t=a, in welchem er unendlich wird, derart jedoch, daB die Integrale 


f “as (Ki, oat, [ids ( [K(s,¢) at | 


2 


existieren. 

2) Die durch Vermittelung eines vollstindigen Orthogonalsystems 
von Funktionen %,(s) (p=1,2,---) gebildete quadratische Form von 
unendlich vielen Variabeln 

> Ky %% Ky, =f J K(s,t) (8) (0 ds at 

Pa aa 
ist beschrinkt und besitzt kein Punktspektrum; ihr Streckenspektrum ist 
einfach, regulér und besteht aus einem Intervalle (m, oo). 

3) Die Spektralfunktion o(s, qu) ist stetig in s und wu, ausgenommen 
fiir s =a, wo sie unendlich wird, derart, dab die Integrale 


b 2 oo 
*\ p(s, w) * @(s, #) 
| uw as), J u > 


e 
a 


b oo 
J p(s, u) ds, J du 


m 


simtlich existieren. Daraus folgt, daB die Integralgleichung 
*) Siehe H. Weyl, loc. cit.; M. Plancherel, Note sur les équations intégrales 
singuliéres, Rivista di Fisica, Matematica e Scienze Naturali, 1909. 
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b 
(11) v(s,u) = uf K(s, t) w(t, w) at 
fir a<s<ib, u>m erfiillt ist. 


4) Es soll mindestens ein vollstindiges System orthogonaler Funk- 
tionen g,(s) fiir das Intervall (a, b) existieren, sodaB die Funktionen 


b 
(9) =JE(,1) 98) ds (p=, 2,-->) 
beschriankte Funktionen von s sind, welche die Integraldarstellung 
x b 
(12) f,(8) =f du 9(s, u) f fp(t) p(t, u) dt 
gestatten. Ferner soll : : 
Site) tt, uw)! at 
eine beschriinkte Funktion von wu sein. 
Einen allen diesen Bedingungen geniigenden Kern werden wir einen 


zur Klasse (K) gehirigen Kern nennen. Ist also K(s, ¢) ein zur Klasse 
(K) gehériger Kern, so hat man den 


Satz I. Wenn die Funktion jf reelete du existiert und eine 


m 


auper fiir s=t—=a_ stetige Funktion von s und t darstellt, so ist 


K(s,t) = / 2100900) dy 


Denn durch Multiplikation von (12) mit K(s,¢) und Integration 
nach s zwischen a und b ergibt sich 


[K(s,t) f(s) ds —fas- K(s,t) [au q(s,u)f f,(€) 9G, u) ab. 


Beachten wir, daB nach den obigen Voraussetzungen das Doppelintegral 
6 @& b 
° | ° 
J fasau-| K(s,t) 9(s,u)f f,(8) 9, w) at 


einen Sinn hat — w J f,(E) (é,u)d§— ist quadratich integrierbar nach uw 
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in (m,co) —, so ist es gestattet, die Reihenfolge der Integrationen zu 
vertauschen; also, wenn ¢> a, 


J K(s, t)f,(s)ds = { ‘du. [ Kis, t) p(s,u)as PAG \p(é, u) dé 
= fan (58) 906 wat. 


b 
Wegen der Beschrinktheit von J f,(&) p(&, w)| d& kénnen wir wieder 
die Integrationen vertauschen: ’ 


fan [© oem at— fate f P26” ag 


Folglich ist 


6 % 
/ (K(s, #) — f 260 oC" au)f,(s)ds = 0, 


oder nach der Definition von /,(s) 


f dé 9, (8) f a K(s, §) ( K(s, t) - { “olan oth) du) @. 


Diese Gleichung gilt fir s >a; p=1,2,---. Der Faktor von g,(&) im 
Integranden ist also gemiiB der Vollistindigkeitsrelation identisch Null fiir 
8 >a; daraus folgt wegen der Abgeschlossenheit von K(s,¢), dab 


K(s, t) -{% ees ”) du. 


Ist K(s,¢) ein zur Klasse (K) gehériger Kern, fiir welchen 
fe Ph) ay 
“ 


existiert, so kénnen wir noch folgenden Satz aussprechen: 
Satz Il. Wenn fiir eine im Intervalle (a,b) quadratisch integrierbare 
Funktion f(s) 


kf 
(13) L J du (ss, w) ff) pit, m) dt 
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»im allgemeinen“*) existiert, wenn ferner eine Konstante M sich finden 
lapt, sodap 


b 6 
(14) Jas (fa (s,m) f f(t) p(u)at)®*<M — (m<p<oo) 
bleibt, so stellt der Ausdruck (13) ,,im allgemeinen“ die Funktion f(s) dar. 
Wir haben in der Tat 


fat Kis) faw (tu) {FE ME uae — | duf K(s,t)p(t,u)dt [&) oEu) ak 


- fa 7") {FG o(&, u) at 


= fate ¥ re eG”) du; 


denn, wie man leicht sieht, sind die ausgefiihrten Vertauschungen der 
Integrationen erlaubt. 
Nach dem Satze I kénnen wir fiir s>s, >a, u, so groB finden, dab 


)K(,8) — f 22096" ay) <e 


wenn “> wy ist. e bedeutet hier eine beliebig kleine positive GréBe. 
Anderseits lehrt uns ein von Riesz aufgestellter Satz**), daB infolge der 
Ungleichung (14) 


J ar( Lf du olin) [1 9Gu)at)—L fat fang tu) {/®) o&u)a 


Folglich kénnen wir, wenn s>s,>a bleibt, uw, geniigend groB finden, 
sodaB 


| fat KL fau o(t,u) fre) (6 wat | <e 


bleibt fiir uw, > u,. 
Aus diesen Abschitzungen folgt dann ohne Schwierigkeit, daB fiir s>a 


Jatk(s,)[f) — Lb. Sau o(40) fle) (en) at] -0 


*) Im allgemeinen“ bedeutet: ausgenommen fiir Werte der Variabeln, die 
héchstens eine Menge vom Mafe 0 bilden. 

*™*) F. Riesz, Comptes Rendus, Bd. 144, 11 mars 1907, pag. 615. 
35 





Mathematische Annalen. LXVII. 









530 M. Prancueret. 
ist. Daraus und aus der Abgeschlossenheit von K(s,¢) folgt der be- 
hauptete Satz. 


Nach der Definition eines abgeschlossenen Kernes gibt es keine 
quadratisch integrierbare Funktion h(s), fiir welche ,,im allgemeinen“ 


(a) [K(s, ) h(t)at = 0 


ist. Es ist aber nicht ausgeschlossen, daB es eine in (a, >) integrierbare 
Funktion h(s) gibt, deren Quadrat dagegen nicht integrierbar ist und fiir 
welche diese Relation gilt. 

Fiir die Kerne aber, die nicht nur im gewéhnlichen Sinne abge- 
schlossen sind, sondern auch in dem Sinne, daB es keine integrierbare 
Funktion h(s) gibt, fiir welche ,,im allgemeinen“ (a) erfiillt ist, die auBer- 
dem zur Klasse (K) gehéren und fiir welche 


K(s, t) — { ree ebe du 


ist, kénnen wir folgende Verallgemeinerung des Satzes II aussprechen: 
Satz Ill. Wenn fiir eine in (a, b) integrierbare Funktion f(s) 


u“ b 
(15) L fau (su) Jit) p(tu)at 
»im allgemeinen“ existiert und integrierbar ist in (a,b), wenn ferner 
. t : ' 
(16) L fas| L fdug(s,u) ft) o(tu)at| —0 
M=Oy Ma Oy é 


ist, so stellt der Ausdruck (15) ,im allgemeinen“ die Funktion f(s) dar. 

Ist imsbesondere f(s) in einem inneren Intervall (a, 6) stetig und 
konvergiert der Integrallimes (15) gleichmaBig in diesem Intervalle, so 
stellt (15) die Funktion f(s) gleichmaBig in (a, 6) dar. 


§ 6. 
Die gleichmaiBige Konvergenz des Integrales (5a). 
Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die Hilbschen Ent- 


wicklungen auf allgemeinere Funktionsklassen zu erweitern. 
Der Kern 


G(s, t 
K(s,t) = 77, 


wo G(s,t) die Greensche Funktion mit den Randbedingungen 








! 
ij 
y 
i] 
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G(0,t)=0, G(1,t)=0 
bedeutet, ist ein zur Klasse (K) gehériger Kern. Um das einzusehen, 
bemerken wir, daB, wenn K,(s,¢) der entsprechende Kern fir die Dif- 
ferentialgleichung 


ds \" ds 8 


531 


ist, die Ungleichung 
K(s, t)< K,(s, t) 
gilt.*) K,(s,¢) ist aber explizit leicht anzugeben. Es ist niamlich 


1 
Pe i en Pe to 
5 Ne] 2VsVe = ”) 1\”) 2Vs Vt am °° 
K(s,t) ist folglich ein beschrinkter, (auch im Sinne des Satzes III) ab- 
geschlossener Kern. Sein Spektrum besteht aus einem einfachen Strecken- 
spektrum, dem Intervalle (J,,00). Seine Spektralfunktion 


es ee 

wo Vi—1, Vs VO,G, 1)? + 0, 1)" 

geniigt den Bedingungen (3) des § 6, was leicht mit Hilfe der Gleichungen 
(8), (9), (10) zu verifizieren ist. Die Bedingung (4) ist ebenfalls, wie aus 
den Hilbschen Resultaten folgt, erfiillt. 











Wir kénnen also, da auch f 209 908 dd existiert und stetig ist 


to 
fir s>0, t>0, die Sitze Il, Ill anwenden. 
Zu diesem Zwecke untersuchen wir die gleichmaBige Konvergenz der 
Integraldarstellung (4a) oder was gleichbedeutend ist, der Integraldar- 
stellung (5a) fiir stetige Funktionen f(s) von beschrinkter Schwankung, 


fiir welche 
1 


f(1)=0 und J? dt endlich 








ist. 
Fithren wir den Ausdruck (9) von w(A,s) in 
2 1 
1 di f(t) u(A, t) at 
¥(s, a) -” eS yi-i, u(A, 8) 0,0, 1)? +0, G, i? t 
te 


ein, so kommt 
(8, A) = ¥, (5,4) + vy (8, 2) + 5(s,4) + %(5, A)- 
U,, V2, Vs, VW, haben folgende Bedeutung: 


*) Hilb, loc. cit., pag. 38. 
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t i—i, |logt|) at 
nami fy waite vas) f ere te 


4" 
a sin (VB logs|) f TaD vu me 1, (€)u(22)sin (VEplog?) ds, | 








(6,2) — * fist aD 1, (€)u(2,)sin (V2—% log £) at ar f yee) eee 


¥, (8,4) = sf8 = 2 fico g)sin(Vi—I, log® aif f@)__——at 


U, @,1)*+ 0, 0,1)? t 
fi 1, (1) u(4, 9) sin (VA—1, log ) dy. 
t 


Aus der am Ende des § 4 fiir f 1, (&) w(4,&) sin (Va—i, | log £ )ae gegebenen 


Formel folgt nun leicht, dab L (¥,,%,, ¥,) existieren, und zwar sind die 
dabei auftretenden Integrale nach 4 absolut konvergent, wenn f(s) von 
1 


beschrinkter Schwankung und f fO at endlich ist. 
In der Tat wird z. B. 


1 
Jean tony t i fuer g) sin (Vi—I, |log $ ) dé 


1 
dt f( 
= U,(4, 1)? +0, aay | 4 (Ae) eos (Va- © | log t ) 


+ (A,t)sin (VWA—L, \log t}) + 2&9 
Vi-l, 





wo a(A,¢) eine beschrinkte Funktion von ¢ und 4 ist. Dieser Ausdruck 
laBt sich mit Hilfe des zweiten Mittelwertsatzes der Integralrechnung ab- 
schittzen. Fiir groBe Werte von 4 hat er die Form 


1 #@) 
Aaa pram eO+7% ={)" 
unter (4) und »(2) beschriinkte Funktionen von 4 verstanden. Aus dieser 
Darstellung erhellt, dab L y,(s,4) ein absolut konvergentes Integral in 4 
i=o 


ist. Ebenso zeigt man es fiir y,(s,4) und w,(s, 2). 
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Es bleibt also Dur L 1 Hs (s, 7 zu untersuchen. Dieser Limes ist aber 


nur durch den Faktor aT + AT dem gewdéhnlichen Fourier- 


schen Integral unterschieden. Dieser Faktor hat den Limes 1 fiir . = 00. 


Da nun, wenn f(¢) von beschrinkter Schwankung, /(1)=—0, und iL FO at 
endlich ist, 





1 
1 di é — ’ dt 
: Lf Fa tn VA— Fi \logs)) [sin (VE |log tl) $ 
* 0 


gleichmaBig fiir jedes s konvergiert, so konvergiert auch unter denselben 
Bedingungen L Ae (s, 4) gleichmaBig fiir jedes s (O<s< 1). w/(s, a) strebt 


also gleichmaBig gegen einen stetigen Limes i vs, 4). Der Satz II ist 
hier anwendbar und die Formel 


di f® dt 
(17) f(s) = Ls fat u(4, ) fe @1)°+0,@,i)* t 


ist im folgendem Umfange bewiesen: 
Satz IV. Ist f(s) eine im Intervalle (0, 1) stetige Funktion von be- 


1 
schrénkter Schwankung, welche in 0 und 1 verschwindet derart, dap f % | dt 
; 


endlich bleibt, so stellt die Formel (17) die Funktion f(s) im Intervalle 
(0,1) dar, und zwar gleichmiBig in dem ganzen Intervalle. 

Von diesem Resultate ausgehend und mit Hilfe der Siitze Il und II 
bietet es jetzt keine prinzipielle Schwierigkeit, die Knesersche Methode zur 
Behandlung der Sturm-Liouvilleschen Reihen auf unsere Integraldar- 
stellungen zu tibertragen. 


1 
Ist insbesondere f(s) der einzigen Bedingung: J ka dt endlich, 


unterworfen, so lift sich sagen: Die Darstellung (17) ist gleichmiabig 
konvergent in jedem Intervalle (a, 8) — «>0, B <1 —, in welchem f(s) 
stetig und von beschrinkter Schwankung ist; in einem Unstetigkeitspunkt 


erster Art stellt sie den Mittelwert . (fis +0) + f(s—O)) dar, wenn f(s) in 
der Umgebung dieses Unstetigkeitspunktes von beschrinkter Schwankung ist. 
Im Vorhergehenden haben wir stets vorausgesetzt, dab fiir 4 <1, die 


Differentialgleichung (6) keine Eigenfunktion besitzt, welche in s = 0, 
s=1 verschwindet. Sind dagegen m solche Eigenfunktionen vorhanden, 
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so geniigen geringe Abinderungen, um die Ausdehnung unserer Resultate 
auf diesen Fall zu erhalten. 

Wenn wir weiter von der Gleichung (6) zu der Gleichung (1) zuriick- 
kehren, bleiben die Resultate unveriindert. Wir kénnen also den all- 
gemeinen Satz aussprechen: 

Satz V. Ist f(s) eine im Intervalle (0, 1) definierte Funktion, fiir welche 


J |f) at endlich ist, so stellt die Hilbsche Darstellung 


(18) 2 J AHEAD S - G(s) 


: f@) (2, t) h(t) 
+b, LS vi-s, of Tata + 


die Funktion f(s) in jedem im Innern von (0,1) gelegenen Intervalle (a, B), 
in welchem f(s) stetig und von beschriinkter Schwankung ist, dar, und zwar ist 
die Darstellung gleichmédfig in diesem Intervalle; in jedem Unstetigkeitspunkte 
erster Art, in dessen Umgebung f(s) von beschriinkter Schwankung ist, kon- 
vergiert die Darstellung gegen = [f(s +0) +f(s—0)]. 











P. Desye. Niaherungsformeln fiir Zylinderfunktionen. 


Naherungsformeln fir die Zylinderfunktionen fair groBe Werte 
des Arguments und unbeschrankt veranderliche Werte des Index. 


Von 


P. Desye in Miinchen. 


$ 1. 
Vorbemerkungen. 


In der ausgedehnten Literatur der Zylinderfunktionen findet man fast 
ausschlieBlich zwei Arten von Reihenentwicklungen, die tbrigens der 
Natur der fiir diese Funktionen geltenden Differentialgleichung — wir 
schreiben sie 


du 1 du a 
ate at (i-S)u-0 — 


am unmittelbarsten angepaBt sind. Bei der einen Art geht man vom 
singulaéren Punkt z= 0 aus, dieselben schreiten nach positiven Potenzen 
von « fort und sind in der ganzen Ebene konvergent. Bei der zweiten 
Art bildet der wesentlich singuliére Punkt z= oo den Ausgangspunkt, 
die betreffenden von Hankel am eingehendsten untersuchten Reihen 
schreiten nach negativen Potenzen von 2 fort und sind semikonvergent 
im Sinne Poincarés. Wiahrend die erste Art der Entwicklung nur fir 
kleine Werte von x zur wirklichen numerischen Rechnung praktisch 
brauchbar ist, sollen die Hankelschen Entwicklungen dasselbe leisten fiir 
den Fall sebr groBer Werte des Arguments. Indessen sieht man aus den 
betreffenden Formeln sofort, daB letzteres nur zutrifft, solange der Index « 
im Vergleich mit dem Argumente z eine kleine Zahl ist, ein Umstand, 
der ihrer Verwertung bei allen denjenigen optischen Problemen eine Grenze 
steckt, bei denen die Abmessungen der vom Lichte getroffenen Kérper groB 
gegeniiber der Wellenlinge sind. Ahnliches gilt ganz allgemein bei kleiner 
Wellenliange, nicht nur im Falle von Zylinder- oder Kugel-Symmetrie; die 
dann auftretenden Schwierigkeiten sind in analoger Weise zu tiberwinden. 
Handelt es sich z. B. um die Berechnung des elektromagnetischen Feldes um 
einen von einer ebenen einfallenden Welle getroffenen Zylinder, so erhiilt 
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man fiir eine Komponente des elektrischen Feldes ohne Mithe eine Darstellung, 
die fortschreitet nach Zylinderfunktionen (oder komplizierteren Komplexen 
solcher Funktionen), deren Argument der grofen Zahl: Zylinderradius 
durch Wellenliinge proportional ist und deren Index alle Werte von Null 
bis co durchliuft. Zu dem Werte dieser Reihe tragen auch noch die- 
jenigen Glieder wesentlich bei, fiir die « mit x vergleichbar wird, in welchem 
Falle die Hankelschen Entwicklungen versagen. Es wird deshalb im folgen- 
den unsre Aufgabe sein, solche Entwicklungen anzugeben, welche die Zylinder- 
funktionen asymptotisch ersetzen kinnen fiir groBe Werte des Arguments bei 
unbeschriinkt veriinderlichen Werten des Index. Dabei wollen wir uns auf 
den einfachsten Fall beschrinken, daB sowohl « wie x reell sind. Die 
Ausdehnung auf komplexe Werte von « und 2, die iibrigens nach dem- 
selben Verfahren gemacht wird, werde ich gelegentlich an anderer Stelle 
mitteilen. Wie die betreffenden Formeln zu benutzen sind, habe ich in- 
zwischen bei der Berechnung des Lichtdrucks auf Kugeln in meiner 
Miinchener Dissertation gezeigt, wihrend die Anwendung auf die Theorie 
der Beugung in einem Vortrag auf der Naturforscherversammlung in Céln 
angedeutet wurde.*) Es sei iibrigens bemerkt, daB Lord Rayleigh**) 
schon darauf hinwies, daB es fiir die Lésung der optischen Probleme bei 
Kugeln und Zylindern notwendig sei, niiherungsweise Darstellungen der 
Zylinderfunktionen der oben definierten Art zu kennen. Wir wollen jetzt 
im folgenden zeigen, wie man naturgemaB auf solche Darstellungen gefiihrt 
wird, wenn man fiir die Zylinderfunktionen die auf komplexem Wege 
genommenen Integraldarstellungen benutzt. Der Weg der Ableitung an 
sich ist nicht neu, das Prinzip der Methode wird, wie ich nachtriglich 
bemerkte, klar ausgesprochen in einem von H. A. Schwarz ausgearbeiteten 
Fragment des Riemannschen Nachlasses:***) ,Sullo svolgimento del 
quoziente di due serie ipergeometriche in frazione continua infinita.“ Das 
Verfahren wird in dieser Arbeit voz Riemann dazu benutzt, den Grenzwert 
der hypergeometrischen Reihe 
H(a+n, b+n, c+2n, x) 
zu bestimmen fiir sehr groBe Werte von ». Mittels derselben Methode 
bestimmen Graf und Gubler?+) in ihrem Buche den Grenzwert 
lim J, (az) 


*) Phys. Ztschr. 9, 8. 775, 1908 und Verhdl. d. Deutschen physik. Ges. 10, 
S. 741, 1908. 
**) Note on Bessel’s Functions, Phil. Mag. 44, 8. 837, 1872. 
*) B. Riemann, Ges. math. Werke und wissenschaftlicher NachlaB, Leipzig 
1876, 8. 400. 


+) J. H. Graf und E. Gubler, Einleitung in die Theorie der Besselschen Funk- 
tionen, Bern 1898, Heft 1, 8. 96. 
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der Besselschen Funktion fiir reelle Werte von a und xz. Nach einer 
anderen, mehr formalen Methode wurde das im folgenden behandelte 
Problem neuerdings in Angriff genommen von J. W. Nicholson*). Er 
behandelt mit Anlehnung an Lorenz (Oeuvres scientifiques I, S. 405) nur 
den speziellen Fall, daB der untere Index die Hiilfte einer ungeraden Zahl 
und kleiner wie das als groB vorausgesetzte Argument ist. In einer spiiteren 
Note**) wird auch der Fall betrachtet, daB Argument und Index nahe 
gleich sind. Von den Entwicklungskoeffizienten B, (vgl. die Zusammen- 
stellung in § 7) werden indessen nur die Konstanten Glieder erhalten, so 
daB sich mit jenen Formeln nicht der Anschlu8 an die Fille « < x oder 
« >a erreichen laBt. Die urspriingliche Formel von Lorenz stimmt, wie 
man sich leicht iiberzeugt, mit dem ersten Gliede der Reihen (54) und (55) 


aus § 7 iiberein, wenn man @ = » + ; setzt. 


g 2. 


Die Riemannsche Methode in ihrer Anwendung auf die 
Zylinderfunktionen. 


Als Ausgangspunkt wihlen wir die beiden Hankelschen Funktionen 
H¥(x) und Hy‘(z) nach der Definition von Nielsen, die im AnschluB an 
die Arbeit von A. Sommerfeld***) 
iiber die ,,Mathematische Theorie der 
Diffraktion“ dargestellt werden kénnen 
in der Form: 






Hy (a) an 1 fetanegerde, 
(1) 







(1) 






» Wi 
VW 


Bs (@) = — 2 firwnranras. 
(2) 
Indem wir uns auf reelle Werte 


von 2 beschriinken, ist der Weg (1), 
auf dem das erste Integral zu fiihren 





ist, dadurch charakterisiert, daB er rig. 1. 
zwischen = —itoo und — + - too anfingt und zwischen — = 5 tice 


und — = + too endigt, wihrend der Weg (2) des zweiten Integrals 


*) Phil. Mag 14, Ser. VI, 1907, 8. 697. 
**) Phil. Mag. 16, Ser. VI, 1908, S. 271. 
**™*) Math. Ann. 47, 8. 317, 1895. 
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zwischen * + ico und . + ico beginnt und aufhért, wo der Weg (1) 
anfangt. 
Wir befassen uns zunichst mit der zweiten Hankelschen Funktion 
und schreiben sie in der Form: 
(2) Hg (e) = — + fede, 
(2) 


wobei f(r) eine Abkiirzung ist fiir die Funktion. 


(3) f(t) =i (sine—ér); E—<- 
Zerlegt man f(r) in einen reellen und einen imaginiren Bestandteil, so dab 
(4) f(t) =R+iS 


so ist der absolute Betrag des Integranden e~**. Fiir groBbe Werte von x 
wird also nur diejenige Stelle des Integrationsweges in erster Naiherung 
zu beriicksichtigen sein, wo R den kleinsten Wert annimmt. Indem wir 
t=a-+ib setzen, denken wir uns F als Ordinate einer iiber der a, b-Ebene 
ausgespannten Fliche und wollen jetzt den Integrationsweg so speziali- 
sieren, daB die Ausrechnung des Integrals méglichst vorteilhaft wird. 
Zuniichst bemerken wir dazu folgendes. Die Integration sei aus- 
gefiihrt bis zu einem gewissen Punkte; unter allen méglichen Richtungen, 
die von diesem Punkte ausgehen, wollen wir jetzt diejenige wihlen, auf 
der R so stark wie méglich zunimmt. Ist s diese bevorzugte Richtung 
und » die dazu senkrechte, so soll also = = 0 sein, oder da oe wi 5 
n On os’ 
so ist die Kurve, auf der wir weitergehen miissen, dargestellt durch die 


Formel: 
J = const. 


DaB wir auf einer solchen Kurve fortschreitend wirklich den vorge- 
schriebenen Endbereich erreichen werden, ist gar nicht sicher und im 
allgemeinen auch nicht der Fall. Jedenfalls ist aber klar, dab, wenn wir 
unsere ganze Integration lings einer Kurve J = const. fiihren kénnen, die 
Verhiiltnisse fiir die Berechnung des Integrals bei grobem x am giinstigsten 
werden. Dementsprechend wollen wir zusehen, ob eine solche Kurve, die 
iiberdies die beiden vorgeschriebenen Endbereiche verbindet, wirklich existiert. 
Beachten wir, daB (ans Konvergenzgriinden) diese Gebiete so gewihlt 
sind, daB R dort positiv unendlich wird, so ist klar, dab, wie auch sonst 
die Integrationskurve beschaffen ist, R wenigstens einmal ein Minimum 
auf dieser Kurve haben muf. Ist nun die Kurve die vorgeschlagene 


J = const., fiir die ja nach Definition 


=< iiberall verschwindet, so muB 
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sie wenigstens einmal durch einen Punkt hindurchfiihren, wo der Dif- 
ferentialquotient von R nach allen Richtungen verschwindet. Ein solcher 
ist notwendig ein Sattelpunkt; wir haben also das Resultat: 

Nur diejenige Kurve J = const., die durch einen Sattelpunkt hindurch- 
geht, kann ihre Endpunkte in den vorgeschriebenen Bereichen haben. 

Vor allen Dingen miissen wir uns also klar werden iiber die Lage 
der Sattelpunkte in ihrer Abhingigkeit vom Verhiiltnis “ — &. 


Da im Sattelpunkt 6% fur jede beliebige Richtung s verschwindet, 
gilt dasselbe fiir a, so daB die Lage bestimmt wird durch 
8 
ie d 
(5) 41) 0, dh. cosr—é. 


Bekanntlich wird durch (5) die von §=1 bis § = oo und von §=—1 
— —— oo aufgeschnittene £-Ebene auf den Streifen 0---2 der 1t-Ebene 
abgebildet, so daB fiir jeden beliebigen komplexen Wert von & immer ein 
zugehoriger Sattelpunkt im Inneren des Streifens 0 --- 2, z. B. bei t= t%, 
liegt. Ebensolehe Punkte liegen dann auch noch bei tr = 1, + 2nz und 
bei tr = — t, + 2na, wobei 
n=0,1,2,3,---,-—1, —2, —3,---. 

In unserem Falle, bei dem @ und-z beide reell vorausgesetzt werden, ist § 
stets reell und kann alle Werte von 0 bis co annehmen; der zugehdrige 
Sattelpunkt r= 1, geht wiihrenddessen von = bis 0 auf der reellen t- 
Achse und von 0 bis 0 —ioco auf der imaginiiren t-Achse, so daB die 
Werte t = + 0, — too den Werten § = 0, 1, co entsprechen. Der zweite 


Sattelpunkt t= — tr, bewegt sich dabei von — . tiber 0 nach + ico. 


Wir wollen nun zunichst die Kurven J = const. untersuchen, die 
durch unsern Sattelpunkt + = tr, hindurchfiihren. Hier unterscheiden wir 
zwei Fille, nimlich 


1) O<§<1, dh O0<ae<cez 
Sattelpunkt auf der reellen Achse, 
2) l1<§it<ow, dh t<ma<coco 


Sattelpunkt auf der imaginaéren Achse. 
Indem wir noch t, = a, +b, setzen, erhalten wir im Falle 1) (in dem 
ja 6, =0) fiir die durch den Sattelpunkt hindurchgehenden Kurven J= const. 
(vgl. (3)) die Formel: 
(6) 3 [i (sin tx — 1 cos t))] = J [i (sim t, — t, cos t,)]*) 


*) 3 = Imaginiirer Bestandteil. 
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d. h. 

(6’) sin a €oj b — a cos a, = sin a, — a, cos ay 
oder 

(6”) Gt$.. 2579-45. 


sina 
Tragt man sin a tiber der a-Achse auf und beachtet, daB der Zahler der 


rechten Seite die im Punkte a, an diese Kurve gezogene Tangente be- 
deutet, so sieht man, daB, wiahrend a 


2] ; von 0 bis x geht, die rechte Seite sich 
l von oo bis 1 bewegt, welchen letzteren 

l Wert sie bei a = a, erreicht, um dann 

B 1 JA wieder von hier aus bis zum Werte 

1 +o0o bei a= 2 zm steigen. Die Kurven 


J= const. haben demnach fiir —§< 1 

immer die in Fig. 2 gezeichnete Gestalt, 

verlaufen also z. B. ganz innerhalb des 

yy =«treifens 0 ---2. Dabei entsprechen die 

spiegelbildlich gleichen Kurveniste B und 

A’. den Werten 0<a<a, die ebenfalls 

spiegelbildlichen Aste A und B’ den 
Werten a,<a<z. 

Die im Sattelpunkt zusammenstoBen- 

den Winkel sind, wie man leicht ein- 


sieht, alle gleich - , so daB sich A 


stetig in A’, B in B’ fortsetzt Auf der 
einen der beiden Kurven (BB’) nimmt 
R vom Sattelpunkte aus nach beiden 
Seiten hin so schnell wie méglich ab, auf der anderen (AA’) steigt R 
so schnell wie méglich an. Letztere geniigt also unserer Bedingung und 
verbindet iiberdies die vorgeschriebenen Endbereiche, ist deshalb als Inte- 
grationskurve ohne weiteres zu brauchen. 

In Fig. 3a ist schematisch der Verlauf von R auf dieser Integrations- 
kurve dargestellt. 

Im Falle 2) (§ >1) liegt +, auf der imaginiiren t-Achse, so dab 
a,=0 zu setzen ist und wir fiir die Gleichung der Kurven J = const. 
durch Einsetzen in (6) erhalten: 





-f 











-21 








(7) sin a Gof b — a Cof b, = 0 
oder 
(7) Cof b i 


Cojb, sina 
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Kurven an der reellen t-Achse; wir 
haben also einerseits wieder die imagi- 
naire t-Achse und zweitens eine Kurve, 
die von —2-+/i0o0 iiber den Sattelpunkt 
t=t, nach + t+ ioo fiihrt. 

Will man jetzt die vorgeschriebenen 
Endbereiche durch eine Kurve J = const. 
verbinden, so ist man gezwungen, durch 
die beiden Sattelpunkte t=—+t, und 
t=-+ 1, hindurchzugehen, indem man, 
wie ohne weiteres aus der Figur ersicht- 
lich, von a+ico bis r=—1 die 
Kurve B und von t = — 1, iiber t= 1, 
bis t = — ico die ,,Kurve A“ (imaginiire 
Achse) benutzt. Auf dem Stiick von 
t=2+i00 tiber r=1,,=—r1, bis r= +1, 
nimmt FR bestiindig ab in einer Weise, 
wie es Fig. 3b schematisch veranschau- 
licht, um von hier aus wieder so schnell 
wie méglich anzusteigen. 


Eine Sonderstellung nimmt der Grenzfall §=1 ein; jetzt sind die 
beiden Sattelpunkte r+, und r= — +, zusammengefallen im Punkte 
t= 0, so daB sich f(r) in der Umgebung dieser Stelle (vgl. Gl. (3)) ver- 
halt wie r*. Dementsprechend gehen von diesem Punkte, unter 60° gegen- 





Fig. 3b. 


Nach (7) resp. (7’) fiillt die eine der durch den Punkt tr = 1, gehenden 
Kurven J = const. zusammen mit der imaginiren t-Achse, die andere 
geht von — x —ioo iiber den Sattelpunkt +, nach + 2 — ioo. 

Die durch den zweiten Sattelpunkt (vgl. Fig. 4) t = 1,’ = — 1, durch- 
gehenden Kurven J = const. entstehen durch Spiegelung der vorigen 
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einander geneigt, drei Kurven J = const. aus: die imaginire t-Achse A 
und die zwei transzendenten Kurven B, C von der Gleichung: 


(8) Cofb— 5 
die in Fig. 5 gezeichnet sind. 

Als Integrationsweg ist offenbar zu wihlen: Kurve B von r=2+ ico 
bis t=O und die imaginiire Achse A von tr=0 bis t = 0 —ioo, auf 
denen beiden R von tr =0 an so schnell wie méglich wichst. Die Dar- 
stellung von R im Sinne der Fig. 3 wiirde sich qualitativ mit Fig. 3a 
decken und nur insofern abweichen, als in der Niihe 
von t=t,=t, eine innigere Beriihrung mit der 
Horizontalen stattfindet. 

Nach Feststellung der Integrationswege bleibt 
noch tibrig, die wirkliche Ausfiihrung der Integration 
niher ins Auge zu fassen. Um bestimmte Vor- 
stellungen zu haben, wollen wir fiir die folgende 
Uberlegung Fig. 2 zugrunde legen, d. h. also §<1 
voraussetzen. Die anderen Fille erledigen sich dann 
genau so. Die Definition des Integrationsweges durch 
| die Formel J = J, = const. legt es nahe, fiir die 
Fig. 5. wirkliche Ausfiihrung der Integration nicht die 
Variabele +t selbst beizubehalten, sondern /(r) 
oder f(t) — const. als neue Integrationsvariabele einzufiihren. Wahlen wir 
fir die Konstante den Wert f(r,), den die Funktion f(r) im Sattelpunkt 
annimmt, so ist in der durch 
(9) t= f(t) — f(t) 
definierten t-Ebene die Integration lings der reellen Achse zu erstrecken. 
Der einen Hialfte des Weges A der t-Ebene von r=2+io0o bis r=—1, 
entspricht in der ¢-Ebene eine Integration von t= +o bis t=0. Be- 
achtet man jetzt, daB in der Nahe des Punktes r=—r, die Funktion 

t= f(t) —f(t%) 

sich gem&iB der Definition des Sattelpunktes verhilt wie (rt — 1,)*, so 
sieht man, daB der Drehung um den Winkel z, durch die man von einem 
Punkte der oberen Hilfte des Weges A auf einen Punkt der unteren 
Hialfte anlangt, in der ¢-Ebene eine Drehung um den Winkel 22 ent- 
spricht. Die Integration lings der unteren Hilfte des Weges A geht 
also in der ¢-Ebene itiber in eine solche von ¢=0 bis ¢=+ 00. Durch 
Einfiihrung unserer neven Integrationsvariabelen hat die Integraldarstellung 
unserer Funktion Hy (x) die Form angenommen 











(10) H; (2) = <= ( [ e-**@(t)at—| e**,() at), 
0 0 
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wobei ®(#) sowohl wie %,(¢) unter Vermittlung von (9) als Funktionen 
von ¢ gegeben sind durch die Formeln: 


(11) (tf), resp. (8) = a5" 


1 
Diese unterscheiden sich nur durch die Definition der Wurzel ¢?, nach 
deren Potenzen sie um den Nullpunkt der ¢-Ebene zu entwickeln sind; 


1 
in erster Niherung ist (¢) resp. ,(¢) durch const. ¢ ® gegeben, wird 
also in erlaubter Weise unendlich. Dementsprechend erhilt man aus 
dieser Naherung einen asymptotischen Wert fiir H*. Behalt man anderer- 
1 


seits mehrere Glieder der (nach ¢? fortschreitenden) Potenzreihen fiir (t) 
resp. ,(f) bei, so ergibt sich fiir Hg(#) eine aus der entsprechenden 


Gliederzahl bestehende Reihe, die bei konstant gehaltenem Verbiltnis 
1 


nach negativen Potenzen von x? fortschreitet. Konvergent wird freilich 
die so erhaltene Reihe nicht, sie ist aber semikonvergent im Sinne 
Poincarés*) und deshalb fiir die praktische Rechnung vorziiglich geeignet. 
Die einzige Schwierigkeit, die iibrig bleibt, ist also elementarer Natur 
und besteht in der Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten einer nur 
mittelbar als Funktion von ¢ dargestellten GréBe. 


g 3. 
Die semikonvergenten Reihen im ersten Fall (0 < « < 2). 


Nach den Erérterungen des § 2 ist fiir unsere Zwecke die Funktion 
H¢() definiert durch Gleichung (10), so daB es zuniichst darauf ankommt, 


1 
die durch (11) erklirte Funktion ®(f) nach Potenzen von ¢* zu ent- 
wickeln. Man kann hier natiirlich in verschiedenster Weise vorgehen; 
verhaltnismaBig tibersichtlich wird das Bildungsgesetz der Koeffizienten, 
wenn man folgendermafen verfihrt. Setzt man voriibergehend: 


(12) f(t) —f(%) = t= 7, 
wobei f(r) die in Gleichung (3) definierte Funktion von r bedeutet, so 
wird nach (11) und (28): 


*) Der Beweis der Semikonvergenz gelingt leicht, indem man fiir den Rest der 
abgebrochenen, nach Potenzen von ¢ fortschreitenden Reihe fiir (¢) eine abnliche 
Ungleichung beachtet, wie sie z. B. von E. Borel, Lecons sur les séries divergentes, 
Paris 1901, S. 25 nach dem Vorgange Cauchys zum Beweise der Semikonvergenz der 
Stirlingschen Reihe herangezogen wird. 
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1 1 dt 
(13) 00) — re "ar aT 


Fir t= 1,, oder, was dasselbe ist, 7 =—0O bleibt md endlich, so dab 


eine Entwicklung nach positiven Potenzen von 7 miéglich ist. Setat 
man deshalb 


d oo 
aw -Sar 
0 
so wird nach Cauchy: 
(15) in aaa 1 aT dt 


"ni | peti aT’ 


wobei das Integral um den Nullpunkt der 7-Ebene zu erstrecken ist, 
oder indem man wieder auf die r-Ebene, mittels (12), zuriickgeht: 


(16) a= 33; f ff)! * ae, 


wobei der Integrationsweg in der t-Ebene sich in einen Umgang um 
den Punkt t= 1, verwandelt. Gleichung (16) zeigt, daB die fraglichen 
Koeffizienten simtlich erhalten werden kénnen durch Entwicklung von 


n+1 


(f(e)—F(%)} 2 


nach Potenzen von t—t,. Sei nimlich: 


(17) f(e) — F(t) = (© — 9)" Lm + 4 (t — %) + (e—4,”) + ---] 
so ist nach Ausfiihrung der Potenz 


(18) (Fe) — f(r) ® 
= (t«—1,)~"~*[ay(m) + a,(m) (t — ty) + a,(m) (tc —1)* + - --], 


wobei die Koeffizienten a sich aus einer endlichen Anzahl der Koeffi- 
zienten ¢ und aus der Zahl » berechnen. Das Cauchysche Residuum 
dieser Reihe ist dann a,(0) fir n=0, a,(1) fir n=1, a,(2) fir 
n=—2, usw. Nach Gleichung (16) wird also a,(m) direkt mit dem ge- 
suchten a, identisch. Die Ausrechnung liefert: 


. SiN T, . COST, . sin T, 
19 ani, ai, Gani, 
(19) - COB T, . sin T, 
¢E= art ? CE=—1 me.°** 


wihrend man allgemein findet: 
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1 n+1 


dy (n) = il , 





a,(n) = c, 


ri 
a(n) * [- oe oats eer 
i 





n+ ‘t 
1 +1 8) 5 Ge 
a,(n) = ¢, at} oy et 2. ot. 9 oe 
(20) 4 ~ #T8St9et8 5) 
8! 23 ¢,° ? 
a+1 
i : ‘ P ' 
a(n) =e, * [—S 4+ OTT (0944-3) 
(m + 1) (n+ 8) (n + 5) ae 
or ee 
“(w+ 1) (H+ 3) (H+ 5) (MH +7 4 
+ 4! 24 a. 





Durch Einsetzen der vorher angegebenen Werte fiir ¢,, ¢,,¢,,--- er- 
halt man schlieBlich: 


; 
; im T, 


“a') 
bas J Ls cotg %], 
yp ‘24 +a =, c0tg? t9 |, 
bs cotg t) + < cotg® |; 


= a,(0) = 


a, = a,(1) = — 


. sin t,\—2 


dy = a,(3) = — 


+(-é 
- 

(ar) }e~ a2) —+(-1* 
(-é 

a, = a,(4) = ish 


7) 
a) 7) ‘List wa cotg? ty + sa56 nie vj cote! r»| 





Schreibt man zur Abkiirzung 
a 
(22) “<0 (5--)* 


sin T, 
so gilt demnach: 


(23) (#), resp. %,(¢) = mas <1 - + cotg tu + (3 +e cotg? t») ue 


- G cotg t) + a cotg*® t) u® 


8 7 385 
+(setane cotg? ty + si56 eotg* to) OP cas’ ‘|. 
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Es eriibrigt noch den Wert von u eindeutig fest zu legen. Nun 
gilt in der Umgebung des Punktes + = 1, 
1 1 i 1 
(24) Pa” tauc—ane) Mare 
und da der Integrationsweg A in der r-Ebene (vgl. Fig. 2) die reelle 
Achse unter 45° schneidet, so gilt fiir die erste Hilfte dieses Weges, die 
dem ersten Integral in (10) entspricht 


(25) t™—t%=|t—T e 4. 


Eine Vergleichung von (24) mit (23) zeigt demnach, daB man %(?) 
aus (23) erhalt, indem man fiir u den Wert 


1 na 
. 2t \> i— 
(26) = (a) wie 
einsetzt; ,(¢) bekommt man, indem man in (23) 
1 nm 
ar 2t - § 
(26°) w=—(5,)%¢ , 


1 
substituiert, unter der Voraussetzung, daB die GréBe (a. )? positiv 
reell angenommen wird. : 

Nach diesen Bemerkungen ergibt sich der Wert von Hs(x) ohne 
weiteres aus (10) zu 








| pee 
(27) Hg(a)—2 ¢-‘=Wine,—rpc0se, = rs) +(4+Scotg's,) e*T(3) 


(} sin, : (Zins)? 
5a 
. “er (3 ] 
+ (:8,+ gcotg' rs + 225 cotg's,) — (s) +. | 
F sine)? 


indem sich die Integrale mit geraden Potenzen von ¢* in der Differenz 
der beiden Integrale aufheben.*) 

Wir rekapitulieren: 

Ist der Index « kleiner als das Argument x, das seinerseits groB gegen 
1 angenommen wird, so definiere man den reellen Winkel +, durch die 
Formel: 


— 
COST, = —, 


*) Der Ausdruck (27) ist so normiert, da8 alle gebrochenen Potenzen positiv reel! 
zu nehmen sind. 
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alsdann ist Hg(x) in  semikonvergenter Weise dargestellt durch die 
Reihe (27). 

Man beachte dabei die eigenartige Abhiingigkeit von « und z, die 
durch das Vorkommen von t, vermittelt wird. Man iiberzeugt sich leicht, 
daB die Darstellung (27) fiir kleine Werte von a den sonst bekannten 


Naherungswert ergibt. In diesem Fall ist niaimlich wegen cos 1, = < 
naherungsweise : 

= ’ sint, = 1, 
so daB man fiir das erste Glied von (43) erhilt: 


y= 


a 


(28) H¢ (a) = gs etze tet ; 


derselbe Wert, den auch z. B. Nielsen als asymptotischen Wert fiir sehr 
groBe Werte von x und, wie wir hinzufiigen miissen, endliche Werte 
von « angibt. 

Will man unter denselben Voraussetzungen wie soeben (« klein gegen 2, 
x groB gegen 1) die vollstindige, schon von Hankel*) abgeleitete Reihe 
fiir Hg(x) erhalten, so ist es bequemer, nicht von (10) auszugehen sondern 
im Integral (1) von vornherein zu beriicksichtigen, daB «@ endlich ist, 


indem man schreibt: 


Hg (x) —_— ae 
) 


und nur den Exponententeil i sin r als Funktion f(r) einfiihrt. Derselbe 
Gedankengang wie friiher fiihrt dann darauf, i(sint—1) als neue Variabele ¢ 
einzufiihren und dann die Funktion 


eat 


t CoB Tt 
nach Potenzen von ¢ zu entwickeln. Man kann sich iiberzeugen, daB die 
Reihe dann genau in der Hankelschen Form resultiert. 
Ein Ubelstand der Darstellung (43) stellt sich heraus, sobald das 


Verhiltnis = nahe 1 wird, da dann t, sehr klein und damit die auf- 


tretenden GréBen cotg 1, sehr groB werden. Die Formel verhilt sich 
in diesem Fall analog wie eine ungleichmaBig konvergente Reihe, da 
man, wenn « an x heranriickt, immer gréBere Werte von 2 voraussetzen 
muB, damit z. B. das erste Glied eine geniigende Niherung darstellt. Im 
iibrigen ist es klar, daB diese Sachlage von vornherein zu erwarten ist. 
Riickt namlich der eine Sattelpunkt t= 1, an Null heran, so geschieht 


*) Math. Ann. Bd. 1, S. 494, 1869. 
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dasselbe mit dem Sattelpunkt r——rt,. Da nun die Bilder der Sattel- 
punkte in der ¢-Ebene, die zu gleicher Zeit einander nahe riicken, Ver- 
zweigungspunkte fiir die Funktion ®(¢) sind, so wird bei fortgesetzter 
Anniherung von « an x der Konvergenzradius der Reihe fir (¢) immer 
kleiner, was, wie man sich leicht iiberzeugt, die Brauchbarkeit von (27) 
immer mehr beeintrichtigt. 

Im niichsten Paragraphen wird deshalb eine andere Darstellung fiir 
den Fall abgeleitet werden, wo « nahe gleich 1 ist. 


§ 4. 
Semikonvergente Reihe fiir Hy(x) im Grenzfall « ~ z. 
Wir setzen 
(29) “=1—e, 


x 
wobei « nach den Voraussetzungen dieses Paragraphen eine sehr kleine 
Zahl (mit 1 verglichen) bedeuten soll. Verschwindet « vollends, so hat 
man nach (1) fiir Hg(z) die Darstellung 


(30) H (x) = Lf esetiar— dt, 


wobei das Integral iiber den auf 8. 542 niher diskutierten Weg zu erstrecken 
ist. Fiir den Fall, daB ¢ zwar nicht Null, aber doch sehr klein ist, liegt 
es nahe, die Definitionsgleichung unserer Zylinderfunktion mit Riicksicht 
auf (29) in der Form zu schreiben: 


(31) Hg (2) = — 2 feriztme—ne-verde 


und als maBgebenden Teil nur den ersten Faktor des Integranden zu be- 
trachten. Der Gedankengang ist dann weiterhin genau derselbe, wie der 
in § 3 angedeutete, allerdings nicht genau ausgefiihrte, zur Gewinnung 
der Hankelschen Reihen. Es wird also wieder zuniichst 
(32) t = i(sint —T) 
gesetzt; dabei ist die Integration lings der reellen Achse der ¢-Ebene 
zu erstrecken, einmal von co bis 0, sodann von 0 bis oo. 

Das Resultat erscheint in der Form: 


(33) Hg (a) ==} | e-**@(t)dt — { e-**0, (6 at}, 
2 (J , 1 


wobei mit Riicksicht auf (32) die Funktion (¢) als Funktion von ¢ ge- 
geben ist durch den Ausdruck: 


—diext 


(34) o(f) = —— 


i (cos t — 1)? 
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®, (¢) ist nur dadurch von (¢) verschieden, daB die gebrochenen Potenzen 
von ¢ hier anders zu definieren sind als dort. Ersichtlich entspricht 
der Einfihrung von 7 in Gleichung (12), die fiir den einfachen Sattel- 
punkt der Fig. 2 am Platze war, nunmehr nach Zusammenrticken zweier 
Sattelpunkte in Fig. 5 die Einftihrung einer Hilfsvariabelen 7 gemaB der 
Gleichung ¢= T*. Es kommen also jetzt Entwicklungen nach Potenzen 


1 
von ¢° in Betracht. Schreibt man 








2 n 
(36) ot) =t* D> a,#, 
0 
so erhalt man, ebenso wie in § 3, fiir die Koeffizienten a, die Darstellung 
~eti n 
1 3 62 —iext 
(36) a,—5.,°—3 ait, 
(sint—r) * 


wobei das Integral um den Nullpunkt der t-Ebene zu erstrecken ist 
Die Ausrechnung ergibt, wenn man wie im vorigen Paragraphen in ® 
und ®, gemi8 der friiheren Festlegung die Potenzen richtig bestimmt 


2 1 Pha _2 a = a e*a? 1 2 zt 2 
o()=(Z)Pe Fe 3 [1 —iew6® e668 —( s — a) 88e * 
-(ea® ea ; “ ‘ efa* =a? 1 + Ms 
(37) + i(F—FHere® + GF + ere Mi |, 
i mn 2 2 i : 2 2 
o()= (2) 6 FF 3|1—iex6he 18 — (82 £68 eines 


-/e*z* ez - a ea §a*z* 1 : : 
HCE ore TCE oey Ler eune...] 


Eine gliedweise Integration liefert jetzt nach (33) fiir Hy‘(x) die Dar- 
stellung: 


; _ 


1 2 
i ss r aa 2 r 
(38) Hs (2) =;* e 63 sin = (3) i(ex) e.* 63 sin =" (3) 


3 3 


8 
x 


-(“F-g)e* ) (ttt) 6h ain't (5) 
zx a 


3 r 
6 sin = ( 


|e! oo! oo 


ba 5 r ° 
efaz* e*g* 1 t= a5 -:,, 5% (5) 
+(5i ~s or +e) ® 6° sins 
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Die vorstehenden Ausdriicke sind so normiert, daB alle Potenzen positiv 
reell sind. 

Wir heben noch den Spezialfall =0 hervor, wo also « nicht niherungs- 
weise, sondern genau gleich x ist, fiir welchen (54) iibergeht in*): 


- 


:. = 20 7 2 
g a a 


1 3 
Tes. wee. ws r(¢ 
(39) Hs (2) =< | &'* 6% sin = (3), a, ® 63 sin ** (3) 


§ 5. 

Semikonvergente Reihe fiir H:'(x) im zweiten Falle («>z). 

In diesem Falle tritt, wie in §2, 5.541 hervorgehoben, der neue 
Umstand auf, daB die zur Integration zu benutzende Kurve durch zwei 
Sattelpunkte hindurchfiihrt. Nehmen wir wieder den Exponenten als 
Integrationsvariabele, so wird der Integrand unendlich an zwei Stellen 
der Integrationslinie, die den beiden Sattelpunkten entsprechen. Man 
sieht indessen sofort ein, daB nur die Umgebung des einen Sattelpunktes 
zu beriicksichtigen ist, da der von der Umgebung des zweiten Sattel- 
punktes herriihrende Bestandteil gegen den mitgenommenen exponentiell 
verschwindet. Im vorliegenden Fall ist, wie aus Fig. 4 ersichtlich, der 
friiher (Fig. 3b) mit +, bezeichnete untere Sattelpunkt maSgebend, wir 
setzen also ebenso wie friiher in § 3: 

(40) t—f(t)— f(t) = i{(sint —t cost.) — (sin t, — t, 0s tp) } 
und haben dann zuniichst die Funktion 


(41) : 


1 
i @ Fal (cos s—cos T)) 
nach Potenzen von ¢ zu entwickeln. Auf der oberen Hilfte des Weges A 
(Fig. 3) d. h. auf der imaginiiren Achse der t-Ebene oberhalb des Sattel- 
punktes t= +1, oder in der +Ebene auf der reellen Achse bei der Inte- 
gration von oo bis 0 erhalt man 
e's 1 io 2 
(42) O(é)=— sx = [1 — | cotg rt, w+ (> +a cotg? t») u? 
4 2 (3 7 ° 385 

— (;5 cotg t+ 55 cotg® r») u? + (55+ 57a 0018" to + gang Cote" ry) wt t+ ---| 

mit der Abkiirzung: 


1 


(43) u=(73-) ff. 


+s8ln tT, 


*) In (38), resp. (89) verschwindet das dritte, resp. zweite Glied der Klammer, 
weil sin = = 0. 
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die mit der friiheren Gl. (23) tibereinstimmt und nur anders geschrieben ist. 
Auf der unteren Hilfte des Weges A in der r-Ebene, nachdem der Sattel- 
punkt tr = 1, iiberschritten ist, oder in der t+Ebene auf der reellen Achse, 
wenn wir uns wieder vom Nullpunkt fortbewegen, gilt fiir ®(¢) = 0, (¢) 
wieder die Entwicklung (42), aber mit dem Unterschiede, daB wu jetzt 
definiert ist durch 
1 a 
or a¢ \? 3 

(43’) u=— (sine) e*. 
Durch Einsetzen in (10) und Integration bis oo*) folgt jetzt fiir H,'(x) 
die Darstellung: 

1 3 

:) "() 


r 
(44) Hz(e) = Le-ttine-nene | ( 1 — (5 +9, c0tB**) 


| (i . sin to) . (i : sin t.) 


+ (es + are cotg® t, + san cotg* *) mer ears 
(i ; sin r») , 
worin wieder die gebrochenen Potenzen positiv reell zu nehmen sind. 
(Man bemerke, daB die Nenner dieses Ausdrucks nur in imaginiirer Form 
erscheinen, wihrend tatsiichlich i ; sin t eine positive reelle Zahl be- 
deutet.) Indem wir rekapitulieren und diese letzte Darstellung mit Glei- 
chung (27) vergleichen, sehen wir: 
Ist der Index « griéfer als das Argument x, das seinerseits groB gegen 1 
angenommen wird, so definiere man einen jetet imagindren Winkel 1, durch 
die negativ imagindre Wurzel der Gleichung 


(45) COS T, = 7 : 


alsdann gilt fiir Hz'(x) die semikonvergente Reihe (44), die sich von (27) 
formal nur durch eine andere Definition der auftretenden Einheitswurzeln 
unterscheidet. 

Wir wollen jetzt noch aus (44) den Grenzwert der Hankelschen 
Funktion ableiten fiir den Fall, daB « groB gegen x ist. Schreiben wir 
t= — ib, so ist wegen cos t, = - in erster Niherung fiir sehr groBe 
Werte von b: hay ee 

eu=z we be-bk 





*) DaB man bis t= oo integrieren kann, ohne der Semikonvergenz der Reihe 
Abbruch zu tun, folgt sofort, wenn man bedenkt, dab der so vernachliissigte Bruch- 
teil bei wachsendem a wieder gegen die rechte Seite von (44) exponentiell ver- 
schwindet. 
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so daB wir haben 
° a 
t = —ilog2 =y 
a . - & 
COS T) = — 5 sin t) = — i — 
und durch Einsetzen in (44) 
1 
Oy 
Hs (x) = = (3) . 
a\?2 
(3) 
oder: wd 
(46) Hg (x) = 2% (2) ee 


DaB dieser Ausdruck mit dem sonst bekannten iibereinstimmt, ist leicht 
zu sehen. Nach den Formeln (1) 8. 16 und (8) S. 11 von Nielsen*) 
gilt namlich die asymptotische Gleichheit: 


H;(2) = J,(«) —i¥,(a) = + (2) r(@, 


was unter Benutzung der Stirlingschen asymptotischen Formel**) fir [ (a) 


T(a) = V2 eo 
sofort in unsere Formel (46) iibergeht. 


§ 6. 


Darstellungen fiir die Hankelschen Funktionen erster Art und fir 
die Besselschen Funktionen. 


In den vorigen Paragraphen wurde immer nur die zweite Hankelsche 
Funktion niher ins Auge gefaBt; bedenkt man indessen, daB fir reelle 
Werte von « und z die beiden Hankelschen Funktionen konjugiert imaginir 
sind, so erhalt man aus (27), (38) und (44) ohne weitere Rechnung die 
‘entsprechenden Reihen fiir die erste Hankelsche Funktion H,"(x), welche 
im nichsten Paragraphen zusammengestellt sind. 

Um Darstellungen fiir die gewéhnlichen Besselschen Funktionen J, (2) 
und J_,(x) zu erhalten, kann man im Falle « < # Gebrauch machen von 
den bekannten Zusammenhangsformeln:***) 


*) N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, Leipzig 1904. 
**) Vgl. z. B. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktionen, Leipzig 
1906, 8. 96. Wir bemerken noch, daB auch diese Formel sich ohne weiteres nach 
der hier benutzten Methode aus der Hankelschen komplexen Integraldefinition von 
T(a) ergibt. . 
***) Die Formeln (47) folgen ohne weiteres aus den Gleichungen (3) und (4) von 
Nielsen, loc. cit. § 17. 
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Ja) = + [Hi (#) + HS (e)), 




































(47) 


J_ (2) = = [** Hi (a) + e-*** Hy(a)). 


Wenn « > vorausgesetzt wird, versagt dagegen die erste der Gl. (47). 
In diesem Falle wiirde man nimlich, wie die nachfolgenden Formeln 
zeigen, erhalten: 
J,(2) as 0, 
da die beiden Hankelschen Funktionen jetzt (52’) und (53’) entgegen- 
gesetzt gleich sind. Nun sind aber alle in diesem Abschnitt behan- 
delten Reihen (fiir Hy‘(~) und Hy'(#)) semikonvergent, d. h. wie aus der 
Poincaréschen Definition der Semikonvergenz folgt: man kann nur be- 
haupten, daB der Unterschied zwischen der beim nu” Gliede abgebrochenen 
Reihe und dem genauen Werte der Funktion, dividiert durch diesen, fiir 
sehr groBe Werte von x unendlich klein wird, wie eine negative Potenz 
von x, deren Exponent absolut genommen desto gréBer wird, je mehr 
Glieder der Reihe man beriicksichtigt. Eine Abweichung der Niherung 
von dem wirklichen Wert, die fiir groBe Werte von a z. B. wie eine 
Exponentialfunktion verschwindet, kann aber immer noch stattfinden und 
kommt in den Reihen nicht zum Ausdruck. Finden wir also auf Grund 
der Reihe (44), resp. (52°) und (53’) der Zusammenstellung in § 7: 
J, (2) =— 0, 
so bedeutet dieses Rechnungsresultat nicht, dab J,(x) tatsiichlich ver- 
schwindet, sondern nur, daB in diesem Falle (« >) die Besselsche Funk- 
tion so viel kleiner ist als die Hankelsche, daB das Verhiiltnis dieser 
beiden im Limes fiir z= oo nicht mehr durch eine Potenz von z gemessen 
werden kann. Die Figuren 1 und 4 veranschaulichen den Sachverhalt 
ohne weiteres. Wahrend man niamlich, um z. B Hy‘(x) zu erhalten, die 
Funktion e~*/ integrieren muB auf einem Wege, der im positiv imagi- 
naren Teil der t-Ebene anfangt und im negativ imaginiren Teile endigt, 
der also, wenn wir uns wieder der Linie J = const. als Integrationslinie 
bedienen, durch die beiden Sattelpunkte r= 1, und t= 1, hindurchgeht, | 
ist das fiir die Funktion J,(7) nicht mehr der Fall. Die erste der Glei- 
chungen (47) zeigt nimlich mit Riicksicht auf Fig. 1, dab man J,(«) de- 
finieren kann durch das Integral 


(48) J,(@) =— =. f e-*/ dz, 


3) 
welches tiber eine Linie (3) zu fihren ist, die zwischen = +ico und 


3 ‘ - ‘ ° 38a ° ° ° 
> + ice anfaingt und zwischen — ; + ico und — i + ico endigt, wie 
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sie durch Verschmelzung der beiden Integrationswege (1) und (2) ent- 
standen gedacht werden kann. Die Linie J =const., die wir gemaB unseren 
frilheren Uberlegungen als Integrationslinie wihlen, ist demnach die in 
Fig. 4 gezeichnete Kurve B, welche nur durch den einen Sattelpunkt 1,’ 
hindurchgeht. Weiterhin sieht man ohne weiteres, daB 


f(%) = é (sin 1,’ — t,' cos t,’) 


einen positiven Wert hat, wihrend f(r,) negativ ist. Da nun fir sehr 
groBe Werte von x nur die nichste Umgebung des Sattelpunktes den 
Wert der Funktion bestimmt, so ist klar, dab sowohl J,(x), wie das 
Verhiltnis J,()/H,(x) im Limes xz = oo fiir @ > wie eine Exponential- 
funktion verschwindet. Die Ableitung der semikonvergenten Reihe fiir 
J,(x), die unter Benutzung der Formel (48) durchzufiihren ist, unter- 
scheidet sich in keiner Weise von den in § 3 und § 5 ausfiihrlich be- 
trachteten Rechnungen fiir die zweite Hankelsche Funktion; es méige 
deshalb das SchluBresultat ohne weiteres angegeben werden: 

Ist der Index « grifer als das Argument x, das seinerseits groB gegen | 
angenommen wird, so definiere man wie in § 5 den Winkel t, durch die 
negativ imaginiire Wurzel der Gleichung: 


(49) COS T, = = ; 


alsdann gilt fiir J,(x) die semikonvergente Darstellung: 


[ rG) 


Oi Ve 
| (i}sins,)? 
7 


3 385 
+ (sa + 576 C8" Te + sang Cote *) mer: $a 


7 f -- 
——— 





+(b+ fener) 








wobei die gebrochenen Potenzen positiv reell zu nehmen sind. 

Wir kommen schlieBlich zu der Funktion J_,(x), fiir die im all- 
gemeinen aus der zweiten der Zusammenhangsformeln (47) eine naherungs- 
weise Darstellung auch dann folgt, wenn « > ist. Nur dann, wenn zu 
gleicher Zeit a gleich einer ganzen Zahl n ist, versagt diese Rechnungs- 
weise, da die Zusammenhangsformeln (47) dann wieder wegen der aus 
den semikonvergenten Reihen folgenden Beziehung H;'(x) = — Hy (x) 
fiir J_,(x) den Wert Null ergeben wiirden. Man braucht indessen diesen 
Fall nicht naiher zu betrachten, da bekanntlich J_,(x) keine von J,(z) 





~ 








_ 
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linear unabhiingige Lésung der Differentialgleichung der Zylinderfunktionen 
darstellt; es gilt vielmehr die Beziehung*) 


J_,() = (— 1)", @), 
womit dieser Fall auf den vorher betrachteten zuriickgefiihrt ist. 


§ 7. 
Zusammenstellung der Resultate. 

SchlieBlich geben wir in diesem Pararaphen eine Ubersicht iiber die 
fiir die verschiedenen Zylinderfunktionen giiltigen Naherungsdarstellungen. 
Wir fiihren zuniichst Abkiirzungen A, und B, ein fiir die in den Reihen 
auftretenden Funktionen des Winkels t,, welche sich in jedem der drei 
zu unterscheidenden Fille «<2, «>z und az mittels der nachher 
angegebenen Formeln aus dem Verhiltnis = des Index zum Argument 
berechnen. Die Entstehungsweise der Funktionen A, als Entwicklungs- 
koeffizienten ist in § 3 naher erliutert; die drei ersten lauten: 

Ao(T) =1l, 

A, (1%) = ; + si cotg’ t,, 

(51) 3 7 385 

As (%) = oq + azq COtR® Me + ay56 COta* t 





Mit diesen Abkiirzungen lassen sich jetzt die Resultate folgendermaBen 
zusammenfassen: 
1) Der Index « ist kleiner als das Argument x. 


Man definiere den reellen Winkel 1, (0 <a< >) durch die Formel: 


a 
COST) = —, 
dann gilt: 


a=n e 
(52) H(z) = ~ da(cint—so000%) A, (t) Ee 


n=0 (= sin »)" 


n 
—i(2n+1) 1 
‘r(n+ 3) 
—— 
+> 


2 
a=n i(@n+1)~ 1 
(53) Hy (x) = = e7 tx(sin t.— soooeee) "SA, (t) il ‘r (n “ >) | 
n=0 (5 sin,)" : 


*) Man vergleiche z. B. N. Nielsen, loc. cit. 8. 5. 
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n=n n 1 
(64) J,(2)-= SAC) (n+ 2) ; c08 {x(sin ty — t, cost) — (2n + 1) 7}, 


a=0 ; sin *) 
a=n n 1 
(55) J_.(#) = = > M(t) r( re 7; C08 { x(sin T) — (t)— 2) cos t)) — (2n + 1) +}: 
2 sin tT, y 


; 


2) Der Index « ist griBer als das Argument x «™~ * 
Man definiere den negativ imaginiren Winkel 1, durch die Formel: 


cos Tt) = - 9 
dann gilt: 
een Tin+ >) 
(52’) Hs‘ (a) ae ee - e- ame (— 1)" A, (t») — , 
— (i= sins,)"* ® 
1 
; nding PT (n+— 
(53’) Hy («) ine > e~ ‘x (sin, — 1,cos > (— 1)" A, (t») 7, es 
n=0 (is P ig ; 
i; sin t, 


a=e a 
(54’) J,(2) = } ei (sin % — % 008 To) ps A, (t,) (+5) | 


” 2 . atzZ 
(5 sin t,) 


aan oe. 
(55’) J_,(«)= =< e~ ta(sinse—eocoeee) 9S" (— 1)" A, (9) Be “ 


1 
eas (i a sin ») 2 
3) Der Index « ist ungeftihr gleich dem Argumente zx. 
Man schreibe 
a 
—-= l—¢ 
x 
und definiere Funktionen B,(¢xz) durch die Formeln: 
B, (ez) =1, 
B, (ex) = ex, 
22 1 
B, (ex) =* ~~ 90? 
(56) 


s* a* ex 
B,(sz)=-—--F 





s*a* e*z* 1 
B,(ex) = “a, — aa + G80 
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dann gilt: 
2 ott i+) 2% r(“t*) 
(62") Hi(@)——5, D/B,e2)6* sina +l) F aa 
n=0 i ; 
n=n n+l Sie ox r n+1 
n=0 2? = 
tee net rer 
(54”) J,(«) = 5 > B,(ex)6 5 sin (n+ 1) *. ) 
n=O 3 


-* r() 


(55”) J_.(x)= + 'p,(e2)6* [sin((n+1)%+02) —sin (nt-1+«)a] “5°: 


z? 


Anmerkung. DaB die oben angegebenen Formeln alle fiir groBe 
Werte von « in Betracht kommenden Fille umfassen und nicht etwa fiir 
Werte von xa eine Liicke iibrig bleibt, wo weder die Formeln (52) 
bis (55) oder (52°) bis (55’), noch die Formeln (52”) bis (55”) anwendbar 
sind, mdge noch durch die folgende Uberlegung klar gestellt werden. Fiir 
kleine Werte von « (vgl. (29)) werden nach (51) die Funktionen A,(t,) 
groB von der Ordnung «~", da mit ¢ auch t, klein wird und zwar mit 
Beriicksichtigung der Definitionsformel (29) nach der Gleichung: 


1 
T) = (26)?. 
Betrachtet man nun zwei aufeinander folgende Glieder T,_, und T, z. B. 
der Reihe (52), so bekommt man fiir ihr Verhiltnis: 


Ta-1 __ const. 


3 
awe? 


| 


1 
wenn man noch sint, durch 1, resp. (2¢)* ersetzt. Dieses Verhiiltnis 
3 


wird also dann endlich, wenn ze? endlich ist, d. h. wenn ¢ mit unend- 
2 


lich wachsendem 2 unendlich klein wird von der Ordnung x *. In ana- 
loger Weise zeigt die fir den Fall «a ~ x angegebene Formel (52”) unter 
Beriicksichtigung der Gleichungen (56), daB in der betreffenden Reihe, 
das Verhiltnis der zwei aufeinander folgenden Glieder T,_, und T, dar- 
gestellt wird durch: 


Vin 3 
= const. ex*. 


n 


| 
| 
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Auch bei den unter 3) angefiihrten Darstellungen wird also das Ver- 
hiltnis dann endlich, wenn ¢ mit unendlich wachsendem z unendlich klein 
2 


wird von der Ordnung z *. LaSt man in den Fallen 1) und 2) « wie 
3 


2 
~ T A 
a **" an Null heranriicken, so verschwindet == wie z * , lait man 


n 
2 


andererseits im Falle 3) diese Anniherung wie x *  ’ stattfinden, so ver- 


a—1 


t 
schwindet ->—~ wie a". Demnach ist klar, daB die Formeln (52) bis 


(55) und (52”) bis (55”) gerade da aufhéren praktisch brauchbar zu sein, 
wo das Anwendungsgebiet von (52°) bis (55’) einsetzt. 


Miinchen, Math. phys. Sammlung, Dezember 1908. 
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Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung des elliptischen Typus. 


Von 


Leon Licutenstern in Charlottenburg. 


In seiner zweiten Mitteilung zur Theorie der linearen Integralglei- 
chungen hat Herr Hilbert gezeigt, wie man die Bestimmung der am 
Rande verschwindenden Liésung der partiellen Differentialgleichung 

2 2 y y 

(1) Gat get acet be + cum 

durch Vermittlung der Greenschen Funktion der Differentialgleichung 
Au = 0 auf die Auflésung einer linearen Integralgleichung zuriickfiihren 
kann.*) Haben die vorgeschriebenen Randwerte als Funktion der Bogen- 
lange stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung, so hat man 
u—=w,+v, wo v die im Innern des Gebietes regulire Potentialfunktion 
mit gleichen Randwerten bedeutet, zu setzen. Der allgemeine Fall, wenn 
die vorgeschriebenen Randwerte einfach stetig sind, laBt sich in dieser 
Weise nicht erledigen, da ae By am Rande in der Regel nicht existieren. 
In diesem Falle hat man fiir den Nachweis der Existenz der Lisung 
einige weitere Betrachtungen nétig. Diese Betrachtungen bilden den Inhalt 
der vorliegenden Arbeit. Ich bediene mich zur Zuriickfiihrung des Rand- 
wertproblems auf die Aufliésung einer linearen Integralgleichung eines 
von dem Hilbertschen abweichenden Verfahrens. Bei dem Nachweis, dab 
die Lésung der Integralgleichung der Differentialgleichung (1) geniigt, 
habe ich alsdann die partiellen Ableitungen der Lésung nur im Innern 
des Gebietes zu betrachten. Dasselbe Verfahren gestattet die Auflésung 
einer nicht linearen elliptischen Differentialgleichung auf die Auflésung 
einer nicht linearen Integralgleichung zuriickzufiihren. 


*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Gitt. 
Nachr., 1904, 8. 248 u. ff. Vergl. ferner Picard, Rendiconti del Uircolo matematico 
di Palermo, 1906, 8. 250—254 und, Annales de l’Ecole Normale, 1906, 8. 509 u. ff. 




















L. Licnrenster. 
I. Hilfssitze aus der Potentialtheorie. 
§ 1. 


In der Ebene der Variablen (2, y) sei eine 
geschlossene, sich nirgends durchschneidende 
oder beriihrende stetig gekriimmte Kurve S, 
gegeben.*) Im Innern des von S, begrenzten 
endlichen Gebietes seien weitere » geschlossene 
sich weder durchschneidende, noch beriihrende 
stetig gekriimmte Kurven S,, S,,---, S, ge- 
geben (s. Fig. 1). Das von S,,-- , 8,, oder 
kiirzer von S, begrenzte Gebiet sei mit C be- 
zeichnet. Wir betrachten das Integral 


(2) Vay) f (71) log ag dn =| (f&,n)log | a8 dn. 
c Cc 








VE—2)? + —y) 
f(&, 4) ist in C und auf S stetig. In C hat f(§, 7%) stetige partielle Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung. 

Um §,, S,,---,S, herum beschreiben wir ganz im Innern von C (n+1) 
sich weder durchschneidende, noch beriihrende stetig gekriimmte Kurven 
S,', S;,---, S{ umd bezeichnen das von ibnen begrenzte Gebiet mit C’. 
Es sei schlieBlich C® ein Gebiet ganz im Innern von C’. Seine Be- 
grenzung sei mit S®) bezeichnet. 

Bekanntlich hat V(z,y) in C und auf S stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung und in allen Punkten im Innern von C stetige Ableitungen 
zweiter und dritter Ordnung. Es ist 


av io" Alog 
(3) ) aes (é, n) ox dg dy. 


Cc 
Es sei jetzt (x,y) ein Punkt in C® oder auf S®. Es ist 


7 . : a log + e A log = 
(4) gga [ fG0) zy adn + [1G 0) Gg," cos eds 
cc’ ap 


. a log 1 
of (&.n) r 
-// aT d& dy. 


c’ 








*) Die Koordinaten der Punkte von S, sind stetige Funktionen der Bogenlinge, 
die stetige Ableitangen erster und zweiter Ordnung haben. 
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S’ bezeichnet die Gesamtheit der Kurven Sj, ---, S,. a ist der Winkel 


der Innennormale von S’ mit der X-Achse. 


d° log r 8* log “ 
as J fro’ 35 rat dy + [re 7) da? cos « ds 


8s’ 


, 1 
é lo élo 
aft, n) ° “8 pm)“ °8 + 
+f SF coveans {fete ag’ at dy. 


8’ c’ 


Die Funktionen /(&, 7), or :”, L oe n) mégen nun folgenden Ungleich- 
heitsbedingungen ‘enti 


f(§&,1)| <X in C und auf 8, 


(6) |? < mK, |PES" <x, in C' und auf 8’. 
Aus (3) bis (6) ergeben sich die Ungleichheitsbedingungen: 

| Sa <«,K in C und anf S, 
(7) ie <«@K+o,K,, 


a 4 <«,K + a,K, + «,K, in C® und auf S®. 


@,,°**, % hiimgen nur von C, C’ und C® ab. 


§ 2. 


Auf der Begrenzung von C sei eine stetige Folge von Werten, die 
als Funktion der Bogenliinge stetige Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung haben, gegeben. Durch diese Randwerte ist eine und nur eine in 
C regulire Potentialfunktion V(z,y) bestimmt. 


1) Die partiellen Ableitungen oe? by CF erhalten sich auf S stetig. 
Diesen Satz setze ich als bekannt voraus. 
Wir bezeichnen das von S, begrenzte endliche Gebiet mit C,. Das 
von S, (w>0) begrenzte unendliche Gebiet mige C,, heiBen. 
Z,(2) = X,(@, y) + 1 ¥,(@, y) 
sei eine analytische Funktion, durch deren Vermittelung C, (v>0) auf 
den Einheitskreis konform abgebildet wird. Ich behaupte: 


2) o. ist auf 8, stetig und von Null verschieden. 





Mathematische Annalen. LXVITI. 37 
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F(x, y) sei eine in C und auf § stetige Funktion, die in C stetige 
partielle Ableitungen erster Ordnung hat. Es sei 


(8) ue) = — st, [fF 0G 958 0) aban, 


wo G(ax,y;&,4) die zu C gehérige Greensche Funktion bedeutet. Ich 
behaupte: 

3) Die partiellen Ableitungen = oe sind noch auf dem Rande von 
C stetig. 

Beweis. 

1) Es sei zuniichst das Gebiet C, auf den Einheitskreis in der Ebene 
(X, Y) konform abzubilden. Einem Punkte N(2,,y,) in C mége hierbei 
der Mittelpunkt des Kreises entsprechen. Wir bezeichnen die zu C, gehérige, 
in (2, Y¥,) unstetige Greensche Funktion mit 


G (a, Yo; £, ¥) + 9(Xo, Yo; 2, y)- 


1 
= lo 8 
8 Via—a + y—y) 
h(a, y) sei die zu g(x, 4%; 2, y¥) = g(x, y) adjungierte Potentialfunktion. 


log V(z— 20)" + (y— v0)" — 9(z,¥) — ila (z,y) — arctan 2 —¥% 


Z=X+iY=e = 


ist eine analytische Funktion, durch deren Vermittelung C in der ge- 
wiinschten Weise auf den Einheitskreis abgebildet wird. 52, i 
als Funktion der 


sind auf 
log — ~ 
V(a—2,)?+ (y¥—y%)* 


Bogenlinge stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben. ist 


auf §, stetig. Es ist nur noch zu zeigen, dab = in einem beliebig an- 


S, stetig, da die Randwerte — 


genommenen Punkte M von S, nicht verschwindet. Dies ist sicher der 
Fall, wenn (2%, y,) auf der Normale (m) von S, in M liegt und r, = MN 
der kleinste Abstand des Punktes N von der Kurve S ist. In der Tat ist 
dann die Ableitung von U in der Richtung der Tangente 


au av d 
tad ta G (Xo, Yo; ©, y) = 9; 
die Ableitung von U in der Richtung der Normale im Punkte M 


aU d d d 
dn ~~ dn 7 ("or Yos % ¥) = 7, log V(a—aX)* + (y—¥9)* — FI (or Yos MY) 


1 d 
=~ 5 — In IM M3 * 9) 
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ist aber von Null verschieden. Denn g(2», ¥); 2, y) ist die in C, regulare 
Potentialfunktion, die auf S, den Wert log /(z—z,)* + (y—y,)* annimmt. 


Nach der Voraussetzung ist Min | /(z—z,)*+ (y—y)*| = 1. Nach einem 
Fundamentalsatze der Potentialtheorie ist also in M 








TY x,y) > 0, somit ri <0. 
Ist nun g, der Winkel der Normalen (nm) mit der X-Achse, so hat 
man im Punkte M 
dZ aZ 
dz dn’ 
Ist die Lage des Punktes N beliebig, so wird die konforme Abbildung 


: 714 vermittelt. “% ist in M von Null 


: dU 
—igyn —. pUttV—ign . — 
e~'Pn = an +0. 


durch eine Funktion Z, = 
verschieden. 
Um den Satz 2) fiir das Gebiet C,(v—1,2,---,m) nachzuweisen, 


hat man zuniichst dieses Gebiet durch Vermittelung der Funktion ~~ +. ,? 


wo — : ein Punkt auBerhalb C, ist, zu transformieren. 

2) Wir gehen jetzt zum Beweise des Satzes 3) tiber. Durch Ver- 
mittelung der Funktion Z(z) = X(a,y) + iY(a,y) mége das von S, be- 
grenzte endliche Gebiet C, auf die untere Halbebene konform abgebildet 
werden. Dem Gebiete C mége hierbei in der Ebene X, Y das Gebiet D, 


E 
D 


M 
B Pe 
A l 





Pig. 2. 


dem Punkte M von S, der Koordinatenursprung, dem Bogen ABMDE 
die Strecke abOde entsprechen (s. Fig. 2). Es ist 


du Ou 
(0) Oe ee ee wt. 
=" Gel?) Gol * Ger 


v(X, Y) hat in D stetige Ableitungen erster Ordnung. Wie aus dem 
37* 
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Satze 2) hervorgeht, ist »(X,Y) auf einer den Punkt O enthaltenen 


Strecke ae stetig. Sind - Lhd in D und auf bd stetig, so haben die 
du ou 


Funktionen =~, ay in C und auf dem Bogen BD von S, natiirlich die- 


selbe Eigenschaft. 

Dem Halbkreise Ink mit dem Radius g um 0 (s. Fig. 2) entspricht 
in der Ebene (x, y) eine Kurve K. Wir wihlen 9 < Oa, 9 < Oe so 
klein, daB K keine der » inneren Begrenzungskurven von C durchschneide. 
Es sei u,(X, Y) diejenige in /nkOl regulire Potentialfunktion, die am 
Rande dieselben Werte wie u annimmt.*) Ich schreibe u—u,+4u,, u, ge- 
niigt der Gleichung (9) und verschwindet am Rande. w(X, Y) ist in dem 
oberen Halbkreise nicht definiert. Wir definieren dort diese Funktion 
durch die Festsetzung, daB den in bezug auf den Halbmesser ae sym- 
metrischen Punkten entgegengesetzt gleiche Werte von w entsprechen 
sollen. Die so in dem ganzen Kreise definierte Funktion ~(X, Y) ist 
auf dem Durchmesser k Ol sprungweise unstetig. 

Wie leicht zu sehen, ist 


w(X, Y)=— ff vGsn G(X, ¥ 8, ak dy, 


knim 


wo G,(X, Y; &, 7) die zu dem Kreise knim gehérige Greensche Funktion 
bedeutet. Es sei bd irgend eine ganz im Innern des Kreises gelegene 
Strecke auf dem Durchmesser kOl. Wir schreiben 





Uy =-3 ¥(E, 9) log 


nim 


as az f [6 n) 9,(X, Y; §, 0) d& dy = Uy + Us. 


knim 


Ve— ae yp 


u, hat ebenso wie g,(X, Y; &, 1) stetige Ableitungen aller Ordnungen in 
allen Punkten von bd. Es ist ferner, z. B. 


ae A eee hee 


kOlmk 








1 c P 
~ 22 OY [eG 108 x) T5= pp een 





kOink 


Nach bekannten Sitzen der Potentialtheorie sind die beiden Integralaus- 





*) Ich bediene mich an dieser Stelle eines zuniichst von Herrn Paraf angegebenen 
Gedankenganges (vergl. Picard, Journal de Mathematiques 6 (5), 1900, S. 180 u. ff.) 
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driicke (10) auf der Strecke bd stetig. Da u, nach einem Satze von 

Herrn H. A. Schwarz auf bd stetige Ableitungen beliebiger Ordnung 

hat, = sind 5x” bad auf bd stetig. Hieraus folgt, wie bereits erwahnt, 

daB ©“ und 2“ sich auf einem den Punkt M enthaltenden Bogen BD 
Ox oy = 


stetig verhalten. Da der Punkt M beliebig war, so sind und a auf S, 
durchweg stetig. In analoger Weise kann man zeigen, daB diese Funk- 


tionen auf den iibrigen Begrenzungskurven stetig sind. Der Satz 3) ist 
volistiindig bewiesen. 


II. Zuriickfiihrung des Problems auf die Auflésung einer linearen 
Integralgleichung. 
§ 1. 

Wir betrachten im folgenden die partielle Differentialgleichung 
tu , Oru Ou ou 
(11) ja t aye t tag tbe, + cum 0. 
a und b haben stetige partielle Ableitungen der ersten und der zweiten, 
e die der ersten Ordnung. Zur Abkiirzung nenne ich die mit ihren par- 
tiellen Ableitungen erster. und zweiter Ordnung stetige Lésung von (11) 
regular. 

Gesucht wird diejenige in C reguliire Lésung U, von (11), die vor- 
geschriebene Randwerte annimmt. Diese Werte sollen, als Funktion der 


Bogenliinge betrachtet, stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
haben. 


Es sei v diejenige in C regulire Potentialfunktion; die dieselben Rand- 
werte hat. Die partiellen Ableitungen ae a sind noch auf S stetig. 
Wir schreiben 


(12) U,.=W, +», 
aw, , aw, ow, ow, dv dv 
(13) jae + Gyr tO Ge tO Gy + eM —— a5, —b Fev. 


W, verschwindet am Rande. 


Ich nehme an, es sei méglich eine Funktion V,(z, y) zu bestimmen, 
die folgende Eigenschaften hat: 


V.(x,y) ist in C und auf S stetig, in C hat V,(2, y) stetige Dif- 
ferentialquotienten erster Ordnung. 


(14) Wyle) —— Lf f Ge, v5 €, 0) PalB, n)aé de. 
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Aus (14) oa fiir alle (z,y) in C 


~ “, | ioe eal Vi(E, 9) dé dy, 
(15) 


G , , , 
ff (x, 4 ,7) Va(é, ») dé dn, 


(16) AW, =V,(2,y). 
Diese Werte in (13) eingesetzt ergeben nunmehr 
(17) Vole, 9) — a5 ff] aCe, 9) “SSE E” + oe, y) SEs Em 
+ e(a, y) G(z, y; &, )| Vo(S, 0) dé dy 
—— a(z, y) “FY — b(, y) PE — ofa, y) v(x, y). 





Dieses ist eine lineare Integraigleichung.*) 

Gelingt es nachzuweisen, daB sie eine stetige Lisung V,(z, y) besitzt, 
die im Innern von C stetige Ableitungen erster Ordnung hat, so ist W,(z, y) 
eine am Rande verschwindende regulire Lisung der Differentialgleichung 
(13), mithin 


(18) Ue,y)——£ ff Gy; £0) Melk, aban + 01,9) 


eine gesuchte Lésung der Differentialgleichung (11). 
Wir schreiben zur Abkiirzung 


(19) K(a,y; bn) ——g,{a(zy) SSE *” + o(a,y) Gun 

+ e(x, y) G(x, 9; &,)}, 
(20) (2, y) = — a(x, y) 5° —b(@, ) 2 — ele, we, 
(21) Vy(a,y) +. ff K(@, 95 &, 0) Mo(E, 0) dé dn = (2, 9). 


*) Liegt statt (13) die elliptische Differentialgleichung 
aW,\2 (aW,\" 

W, => ap,o,r W? ec 

. <—~ (Ge) Gy") 


vor, so finden wir 


Vwinn— S(-3 zy""« wf foray Gays opty) Ee &.m) 


Por 
0G(ay, ) Gay, 6,t,) OG@ , 6,7 
ee ye bam ° =: . pst V, (8, t,) eee Vz (6,t,.) ds, eee dt,.. 
Dieses ist eine nicht lineare Integralgleichung nach der Bezeichnungsweise von Herrn 
E. Schmidt. 
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Es sei @, y) ein Punkt in C. Fir §=2, y=—y wird K(x, y; &, 4) wie 


=, unendlich. Die durch die Iteration aus K(z, y; €, 7) 

a y)? 

abzuleitenden Kerne mégen entsprechend mit K, (x,y; &,1), K,(2,y; §, 7) usw. 

bezeichnet werden. K,(z,y; &, 4) ist fir §—2, » = y logarithmisch un- 

endlich, K,(x,y; & 4) ist fiir alle x,y; 4 in C und auf S stetig.*) 
Aus (21) ergeben sich durch wiederholte Iteration und Vertauschung 

der Integrationsfolge die Gleichungen 


(22) Vo(x, NJ [Ea (@, vs & 1) Vol& 1) a8 dy 
— 9(x, y)— ff K(x, 9; & 0) 9G, 0) a dn, 
(23) Vo(x, v) +f [Kala y; & 0) Vol, 1) a dy 


— 9(x, y)—[ [ K(a, y; & 0) o(& 0) dé dy 


+h K, (2, y; §& 0) p(&, 0) dé dy. 


Nach dem Fundamentalsatze von Fredholm hat entweder die Gleichung (23) 
stets eine und nur eine stetige Lisung V,(z,y), oder die zugehérige 
homogene Integralgleichung hat von Null verschiedene Lésungen. Diese 
Lésungen sind zugleich Lésungen der Integralgleichung (21), oder der zu- 
gehérigen homogenen Integralgleichung. 

Die nicht homogene Gleichung (21) sei erstens stets lésbar. 


Es ist leicht zu zeigen, daB V,(z, y) in C stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung hat. Aus (22) ergibt sich 


(24) Vo(2, ¥) = 9(2, v) —f [ K(a, y; & 0) 9(& 0) aE dy 


+ [E,(@, v5 & 1) Vo(& 1) a8 dy. 
(x,y) hat in C stetige Ableitungen erster Ordnung, 


SS K (x, y; & 0) p(& 0) dé dy 


hat nach bekannten Sitzen dieselbe Eigenschaft. K,(x,y; & 4) wird fiir 
alle = y) i in C und §=2, » =y logarithmisch unendlich. Nach be- 


*) Der Beweis dieser Sitze wiirde etwas weitliufige Betrachtungen erfordern und 
muB deshalb an dieser Stelle tibergangen werden. Vgl. Plemelj: ,,Uber lineare Rand- 
wertaufgaben der Potentialtheorie, Monatshefte fiir Math. u. Physik, 1904, S. 362 u. ff. 
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kannten Siatzen aus der Theorie des logarithmischen Potentials ist daher 
fiir alle (z,y) in C, z. B. 


¢ 7 K, 9 Us , 
£ [fee y; & 0) VolE, 0) a6 dy -f{ “= Gre *Vo(&, 0) d& dy. 


V,(x, y) hat fiir alle (z,y) im Innern von C stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung. 


Tole, 9) = — se [ [Ce ¥; & n) VolB 1) aban + 02,9) 


ist eine Liésung der Differentialgleichung (11), die den Forderungen der 
Aufgabe entspricht. DaB es die einzige ist, wird in § 4 gezeigt werden. 
Offenbar sind At und ie auch noch auf dem Rande von C stetig 
(vergl. I, § 2). 

Es mége jetzt zweitens die Integralgleichung 
(25) Ve(a, y) + ff K(x, v3 & 1) Vol&, 0) dé dn = 0 


m linear unabhingige Lisungen haben. Aus (14) folgt, daB dann die 
partielle Differentialgleichung (11) m linear unabhingige in C regulire 
Lésungen hat, die am Rande den Wert Null annehmen. Daf die Anzahl 
dieser Lisungen genau m ist, werden wir in § 4 beweisen. 


g 2. 


Wir haben in § 1 die Auflésung der Differentialgleichung (13) durch 
Vermittelung der Funktion V, auf die Auflésung der linearen Integral- 
gleichung (21) zuriickgefiihrt. In diesem Abschnitte werden wir mit Herrn 
Hilbert und Herrn Picard zeigen, dab W, selbst die Lésung einer linearen 
Integralgleichung darstellt. ae j 

Aus (13) folgt, da, wie wir bereits bewiesen haben, owe und oe 
auch noch auf dem Rande stetig sind, fiir alle («,y) in C die Gleichung 


(26) Wo(e9)— 3. ff [ae MSE” + 066, 1) een 
+ e(&, 1) Wol(E, 1) | G(x,y; & 0) dé dy 
— F [flat 222 + 5060) 2” 
+c(&, 0) 0(&, 1) |@(a, 9; & 0) dé dy — ¥(z, y). 


C6e¥ =” und 2@-¥i 5 sind noch auf dem Rande stetig (vergl. I, § 2). 
Fiir (26) kénnen wir daher nach einer teilweisen Integration schreiben 
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(27) Wy(2,y) + 2 [f(t mee §, n)) + 0b, eee &, n)) 


— e(&, u) G(a, y; §& n)|Wol, 0) dé dy 


Pre} Sf O(a WG, y; En) , OG, wEa,ys &m) 
Qa ag on 


— e(E, 1) G(x, 9; & 1) |o(&, u) dé dn = v(a, y), 














oder abgekiirzt 


(28) Wola, 9) + [ [Fe vs & 0) WolE, 0) dé dn = v(z, y), 
é . G 2 USS b . » U3 5 
(29) flay; —-[" 1 ee by) 4 OE NES 5,1) 
—e(&, 1) G(x, 9; & 1) |, 
(30) (x,y) = — ff F(a, ys & 0) o(& 0) dé dn. 


(28) ist eine lineare Integralgleichung. Man sieht leicht ein, daB die 


beiden Integralgleichungen (21) und (28) gleichzeitig homogen oder nicht 
homogen sind. 


Es sei (x,y) ein Punkt im Innern von C. Fir §=2, y=y wird 
1 


VE—2)*+@—y)* 
Aa 93 & 0) = f/f Fa ¥5 8, t) f(s, t; & u) dat 


wird fiir § = 2, y = y logarithmisch unendlich. Der zweite iterierte Kern 
f2(«, y; &, 4) ist durchweg stetig. Aus (28) ergibt sich 


(31) Wola, v) — fff ys & 0) WolE, 0) dé dy 
— v(x, y) — ff Fa, ys & 1) ¥G, 0) dé ay 


f(a, y; §& 4) unendlich wie Der Kern 


und 
(32) Wola, ¥) +f fale, ys & 0) Wolk, 0) dé dy 
ms — ffi f(x 93 & 0) — F(% ys & 0) + fa(a y3 & 0)}- (8, 9) dE dy. 
§ 3. 
Die nicht homogene Integralgleichung (28) sei stets lésbar. Wird 


der zu f(x, y; 4) gehdrige lésende Kern mit H(z, y; & 4) bezeichnet, 
so folgt aus (32) 


(33) We(2,y)—— ff [f@,y5&0) fi (ays &n) +h ays &n)] 0G) a dy 
$f [ Hey; 5,01 .t;&0)—f ts $0) +faGts&n)]oEn)dsdtdé dn, 
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Es sei M der Maximalwert des absoluten Betrages der vorgeschriebenen 
Randwerte. Bekanntlich ist fir alle (€,7) in C und auf S 


\o(€,)| <M. 
Aus (33) und (12) folgt daher fir alle (x,y) in C und auf S 
(34) Wo(%,y)|\ SoM und |U,(2,y)|<8,M 


«, und #, sind Konstante, die nur von a, x, b, i e und von dem Ge- 


biete C abhiangen. Offenbar ist 6, > 1. Um fiir die partiellen Ableitungen 
von W, eine Abschiitzung zu gewinnen, betrachten wir das Integral 


(35) P(a, y) = —f [F(a ¥5 & 0) on) a8 ay. 
Es sei (x,y) im Innern oder auf dem Rande von C® (vergl. I,§ 1) und 


@). Je-t nbfees 069i EM o(g 4) ae dy 


1 


“2x 02 2 [fac ") log = v(&, 4) dE dy 


—£ [fain Zoe us & v0G naban =F, + 4, 
Wir finden leicht 


(37) Fe <M, 


o* J, | 
Oa | 


<6,M, 


wo 6, und 4, zwei von den vorgeschriebenen Randwerten unabhiingige 
Konstante bedeuten. 
Es ist weiter 


ad, 1 


da 2x “a 1) log — - v(&, n) dé dn, 


Ohm LS, [foe w tog 2 - 0(6 0) a8 dy. 


Aus den Ungleichheitsbedingungen (6) folgt nunmehr fir alle (z,y) im 
Innern und auf dem Rande von C® 


IZ. | <0,M, +9,M,, |o%:|\ <d,M, + 6,M, + 8,M,, 
M, = Max |«(&, 4) v(&, 4); in C und auf S, 
M, — Max | © (a, 1) 0, ))| in C’ und auf S$’, 


M, = Max ie (a, y) v(€, y))| in C’ und auf 8’. 
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Nun ist 
|2(&, m)| < M in C und anf S, 
” | ate = scscaane 
Ft <M, pg <9 Min C and auf S’, mithin 
(39) M,<8.M, M,<6,,M, M,<4,,M, 
(40) a < 645M, rea <0,,M in C® und auf S®. 


Durch analoge Schliisse tiberzeugt man sich leicht, daB fiir alle (x, y) in 
C® und auf S® 


(41) ore OP (a, y) < é,,M, are P(2, | < 6,,M. 
Wir gehen jetzt zur Betrachtung des Integrals 
Q(x, v) = fh vs & 0) 0G, u) dé dy 


- Ste y; § 0) [ SS f(E, 03 8, t) v(s, t) ds dt| dé dy 
iiber. Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem Integrale P(z, y) nur da- 


durch, daB an Stelle von v(&, 7) das Integral P(E,4) = J ‘f (&,4; 8, t)v(s,t)dsdt 
getreten ist. Da P(§, 7) und seine partiellen Ableitungen Ungleichheits- 
bedingungen geniigen, die den Relationen (38) analog sind*), so schlieBen 
wir, daB fiir alle (x,y) im Innern und auf dem Rande von C® (C® ganz 
im Innern von C™) 

(42) a vey <4,,M, eee <6,,M 


Cz 


ist. Eine Wiederholung dieser Uberlegung ergibt 


a (f, | |@R@, 
(43) 2 | fru tnoG at an| — REY <o.m, 
O° R(@, y)| 
da* <b M 


fir alle (x,y) im Innern und auf dem Rande von C (C® ganz im 
Innern von C®), 
Nun noch das Integral 


T(x, y) —— fft(a, y; & 1) Wol& 1) a8 dy. 


Es sei (a, y) ein Punkt in C. she 2, a sind fiir alle (&, 7) mit Ausnahme 


*) Es treten nur C'* und S fiir C’ und S’ ein. 
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des Punktes § = x, » = y vorhanden und stetig. Fiir §=2z, yy werden 
Ch und Oh wi - - : unendlich. 


ga ad gat T° 18 pga Veo 
Nach bekannten Sitzen ist daher fiir alle (x,y) in C® und auf S® 
ome) — {f sezes §, 0) W(t n) dé dy 
? ? 


(44) o* T (a, y) 6*f, (a, y; &, 0) 
“Oa? - --/f{" ox" W o(&, ”) dé dy 


und daher 
(45) orl ” < d,,M, = a Y << dyM in C® und auf S®. 


Aus (41), (42), (43), (45), (12), (38), (32) ergibt sich fiir alle (x, y) in jedem 
ganz im Innern von C enthaltenen Gebiete C 


(46) ow, 6 <a,M, |e. <a _M, 0U)| — 6. M, oS <p,M 


Cx | ox* Cx | 
« und # sind Konstante, die nur von den Gebieten ( und C und von der 
gegebenen Differentialgleichung abhiangen. Analoge Relationen gelten 


fiir die tibrigen partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung 
von W, und Q). 


§ 4. 

Die Relationen (34) und (46), wie alle bisherigen Entwicklungen, 
gelten zuniichst, solange die Randwerte als Funktion der Bogenliinge 
stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben. 

Nunmehr lassen wir die Voraussetzungen, die die Ableitungen der 
Werte am Rande betreffen, fallen. Die Randwerte sollen lediglich auf 
jeder Randkurve eine stetige periodische Funktion der Bogenliinge dar- 
stellen. Nach einem Satze von WeierstraS kann man die Randfunktion 


@(s) durch analytische Funktionen von gleicher Periode beliebig gleich- 
maBig approximieren. Wir schreiben daher 


(47) P(8) = P1(8) + Pals) + Hs(8) + °°; 
wo g,(s), ,(8),--- so gewahlt sein sollen, daB |@,(s)| < ¢, ist, und die 
unendliche Reihe 

& t+é&t+é+:-:- 
konvergiert. Die zu den Randwerten 9,(s), p,(s),--- gehdrigen, in C 
reguliren Potentialfunktionen mégen mit v,, v,,v;,--- bezeichnet werden. 
Die v,,0,,%3,--- entsprechenden Lésungen der Integralgleichung (28) 


seien W,, W., W;,---. Aus den Ungleichheitsbedingungen (34) und 
(38) folgt, daB die unendlichen Reihen 
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(48) W,(2,y) + W,(2, y) + W,(a,y) +---=— W(a,y), 
(49) 1,(2,y) + (2, y) + (x,y) +---= v(z,y) 


fiir alle (x,y) in C und auf S unbedingt und in gleichem Grade kon- 
vergieren. Offenbar ist 


(50) Wa, y) +f [F(@,¥5 &, 0) WEE, 0) dé dy 


oy — ff te, y; &, ) o(&, ) d& dy. 
Die unendlichen Reihen 


a mT T ae ae 

(51) >4-> W,+%,=U, ae et ae 
sind nach (34) und (46) fiir alle (7,y) in jedem ganz im Innern von C 
enthaltenen Gebiete C in gleichem Grade’ konvergent. U ist eine im 
Innern von C regulire Lésung der Differentialgleichnng (11) und nimmt 
an der Grenze die vorgeschriebenen Randwerte an. 

Wir beweisen jetzt, daB es auBer U keine weitere die Forderungen 
der Aufgabe erfiillende Liésung von (11) gibt. Es sei U eine solche 
Lisung. D=U — U erfiillt die Differentialgleichung (11) und nimmt 
auf S den Wert Null an. Die partiellen Ableitungen 5”, oy sind noch 
auf dem Rande des Gebietes stetig. Dieses zeigen wir so. Wir be- 
trachten das von S, und S,' begrenzte Gebiet rt, (vergl.1,$1). Die 
Werte, die D auf S, und S,’ annimmt, haben, als Funktion der Bogen- 
linge betrachtet, stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Ist 
die Entfernung der beiden Kurven S, und S,’ hinreichend klein, so hat 
die Differentialgleichung (11) nicht mehr als eine regulire Lésung, die 
vorgeschriebene stetige Randwerte annimmt.*) Haben diese Randwerte, 
wie im vorliegenden Falle, stetige Ableiitungen erster und zweiter Ord- 
nung und ist der Flicheninhalt von +r, hinreichend klein, so existiert 
eine Lésung und kann nach dem Verfahren der sukzessiven Approxi- 
mationen ermittelt werden. Ihre partiellen Ableitungen sind noch auf 
dem Rande des Gebietes stetig.**) ‘? und ° sind also auf S, und 
ebenso auf S,, S,,---, 8, stetig. Nunmehr liBt sich wie am Anfang des 


Kapitels II zeigen, daB D der linearen Integralgleichung 
D(x, y) +f [ K(a, y5 &, 0) D(&, 0) a& dy = 0 
*) Dieser Satz liBt sich aus den Eindeutigkeitssitzen von Herrn Picard und 


Herrn Paraf ableiten. 
™*) Vergl. Dini, Acta Mathematica XXV, 1902, 8S. 185—230. 
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geniigt. Diese hat aber nach der Voraussetzung keine von Null ver- 
schiedene Lésungen. 

Die nicht homogene Integralgleichung (28) war als stets lésbar voraus- 
gesetzt. Ist sie nicht immer lésbar und hat die homogene Integral- 
gleichung (25) m linear unabhiingige Lisungen, so ergibt, wie wir in 
Il,§ 1 sahen, die Formel (14) m linear unabhingige am Rande ver- 
schwindende Lésungen U™,---, U™ der Differentialgleichung (11). 
, Oe sind noch am Rande stetig. Es sei D irgend eine in C re- 
guliire, am Rande verschwindende Liésung von (11). Wie wir soeben 
gezeigt haben, sind —- oy auf S stetig. Die Lésung D fiihrt durch 
Vermittelung der Formeln (14) bis (16) zu einer Lésung der homogenen 
Integralgleichung (25). Die Zahl der voneinander unabhangigen am 
Rande verschwindenden reguliren Lisungen von (11) ist genau gleich m. 

Wir fassen jetzt die Ergebnisse dieser Betrachtungen in dem folgenden 
Satze zusammen. 


Es sei die partielle Differentialgleichung 
pw . ‘ 

(11) pat ge tase tbe + cu=0 
gegeben. a und b haben in dem den Bedingungen von 1, § 1 geniigenden 
Gebiete C mit EinschluB des Randes stetige Ableitungen der beiden ersten 
Ordnungen, c die der ersten Ordnung. Von zwei Fiillen tritt genau einer 
ein. Entweder hat die Differentialgleichung (11) stets eine und nur eine 
in U reguliire Lisung U, welche an den Randkurven beliebig vorgeschriebene 
stetige Folgen von Werten annimmt, oder sie hat eine endliche Anzahl linear 
unabhiingiger am Rande verschwindender Lisungen. 

Es liege der Fall 1 vor. Der Hichstwert des absoluten Betrages 


der vorgeschriebenen Randwerte sei mit M bezeichnet. Man findet leicht 
folgende Ungleichheitsbedingungen. 


U <y,M in C und anf S. 


aU aU |._ 
(52) Ga |< wl, Gy |< sm, 
a*U o?U 


a? U | 
Ga®| < 7M, dady| ~ 7M, dy? | < Yoel 


in jedem ganz im Innern von C enthaltenen Gebiete C. 

Es sei p(s, 4) eine fiir 4, <4<4, auf jeder Randkurve stetige 
Funktion ihrer beiden Argumente, U(x, y, 4) diejenige in C regulire 
Lésung der Differentialgleichung (11), die am Rande die Werte g(s, A) 
annimmt. Aus den Ungleichheitsbedingungen (52) folgt, daB U(x, y, 4) 
fiir alle (x,y) in C und auf S und fiir 14, CA <A, eine stetige Funktion 
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ihrer drei Argumente darstellt. Dasselbe gilt fiir die partiellen Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung von U in bezug auf x und y im Innern 
von C. 

Es sei jetzt oe ») 


vorhanden und stetig. 


fiir alle in Frage kommenden Werte von s und 4 
(53) U@, ve 99 = U (a, y, 4, h) 


ist diejenige im Innern von C regulire Lésung der Differentialgleichung 
(11), die am Rande die Werte 


9(s, = p(s, 4) _ p(s, a, h) 





annimmt. Da nun g(s,4,h) mit verschwindendem / sich eve.» in 
gleichem Grade nihert, so konvergiert nach dem soeben ausgesprochenen 
Satze U(x,y,4,h) in gleichem Grade gegen diejenige im Innern von C 


regulire Lésung der Differentialgleichung (11), die am Rande die Werte 


a 4) annimmt. Mit anderen Worten: Die partielle Ableitung 
éU@,y,4 
ae | 


ist fiir alle (x, y) in C und auf 8S und fiir 4,544, vorhanden und 
stetig, besitet im Innern von C stetige partielle Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung in bezug auf x und y und geniigt der Differentialgleichwng (11). 


Charlottenburg, den 1. Marz 1909. 












